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第八章流体力学 


§1. 流体静力学 

我们來研究流体舴力学的 某咚问 题.即液体和气体相对于选定的坐标系平衡的 
一些理论 1 > . 

流体静力学的结果和方法对许多实际重要的问题有重大意义.流体静力学研究 
海水的平衡，大气的平衡，流体对漂浮在水面上的船舶、悬浮在水中的潜艇和悬浮在 
空气中的气球的作用力，漂浮在水面的船舶的稳定性等诸多问题. 

在平衡状态下…= 0)，从连续性方程得 dp/di = 0. 这表示密度场在所 
取参考系中是定常的，即 p = p (： r ， 2/， 2 ).容易 宥出， 欧拉方程和纳维一 
斯托克斯方程在平衡状态下都归结为同一个方程 

gradp = /? F , (1.1) 

它在笛卡儿坐标下的形式为 

Yx = pFx ' % = pFv ' I = pFl ' ( 12) 

式中 F y ， 表示外质 M 力密度（其中一般包括惯性力密度）在坐标轴上的投影. 

iof ： F x = Fy = F z = 0, E 卩卹學 孕弯夕 .卜©举*，则 gradp = 0,所以压强 p 在流 
体中心命有点都是相 M 的.这全律 2) . 


U 通常研究相对 T 惯性或非惯性笛卡儿坐标系的平衡,换言之，通常研究相对于某个刚体的平 
衡，在下文中也是如此. 

2 ) 此定律的通常表 述是： 静止液体中任何一点的压强变化会在瞬间大小不变地传至液体各点. 
这实质上是说，若 P 满足平衡方程，则 p + C •仍满足平衡方程，式中 C 是任意常压强.——译注 
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外力密度的条件从方程 （1.1) 可见，质量力密度矢量场 F 在平衡状态下不可能是 

任意的.其实，在可压缩流体的一般情况下，密度是待求 M ， 从 

(1.1) 得 

rot F = grad — x gradp = pgrad — x F , 

P P 

W 为对丁•任何作为变 fi 的矢 M a 和标 tt c 都成立公式 rot ca = 6 *roto + grade x a . 
由此可见 

F ■ rot F = 0. (1.3) 

关系式 （1.3) 是在力场 F ( x , t /, z ) 作用下可能实现平衡的必要条件. 

可以证明，对于满足条件 (1.3) 的给定的力场 F ， 可以求出满足平衡方程 (1.2) 
的密度场 p( ： c ， 2/，4 和压强场 pOr , 2/，幻这两个标 tt 场 1 

如果密度 p = const (均匀不可压缩流体)，则 rotF = 0, 所以质 M 力应当是有势 
的，设其势函数为沴，即 F = grad 發.因此，均匀不可压缩流体只有在有势的外质 
量力场中才能够处于平衡状态. 

在可压缩流体的一般情况下，若质 fi 力场是有势的，从 （1.1) 得 


dp = pd ^. 


(1.4) 


山此可见，对于有势质 fl 力场中的平衡状态，密度和压强仅是沴的闲数.其实，根据 
(1.4)，当货= const 时有 p = const, BP p* p (發)，乂因为 dp / d ^ = p , 所以 p = p (發) . 

从间断的一般理论 2) 耵知，在静止流体中只可能有密度间断面，而压强应当是 
连续的.从压强 p 和势函数皆的连续性可得， 当外〆 时，关系式 （1.4) 只有在 
d 皆 =dp = o 时才能够沿间断面成立，即，坤:垮宁 W 审*爭举亨 f 吊 

皆 = const. 

.. ^ _我们来研究流体在重力场中的平衡.选取 2 轴方向竖直向上的坐 
标系，则 F x = F v = 0, F z = -p, ^ = -gz + const, 并且 p = p { z) t 
P = p { z ). W 此，当只有 敢力作 用时，静止流体中的等压面和等密度面是水平面.从状 
态方程 f ( P ， p, T) = 0可得，静止重流体中的温度也只依赖于坐标 z,T = T ( z ). 

根据 （ 1.4 )， dp/dz = -pg < 0, 因此压强随着髙度的增加而减小.对于 2 和 ％ 这 
两个高度上的压强差，由 (1.4) 可得 


P~Po 


Z Z 

J P 9 ^ = - j 7心， 


(1-5) 


1) 由 （1.3) 可知，给定的力场 F 可以表示为 F = tygrad ^, 式中 r ; 和《是坐标的已知函数.只要 
取 P = G (0/ r /, P =/ G (0 d 4, 式中 C ⑹是任意函数，即可满足平衡方程.因此，仅由给定的力场 
F 不能唯一决定 p 和 p ， 但能决定它们的结构.——译注 
2 > 见第一卷第七章 §4. 



图 1. 容器底部的流体静力学压强取决于液体卨 
度 h . 容器和杉底部的流体静力学压强相同 


阁 2. 活塞 I 和 II 上的作用力相同 


式中 7 = P 9 是流体的比因此，位于不同高度 z 和％的两点的压强差等于底面 
积为单位值 ft 高度为 2- %的流体柱的重 E . 这个结论与流体所处区域的形状及流 
体的物理性质无关. 


均匀不可压缩流体在 


考虑均匀不可压缩流体的平衡.设 p = const , 则从 （1.5) 得 


重力场中的平衡 


P = Po - P9(z - z 0 ) y (1.6) 


即静止的均匀不可压缩流休中 的乐强 按线性规律随高度的增加而减小.如果在 （1.6) 
中令％ = 0,即如果认为是平而2 = 0上的爪强，则 


P = Po - PP 2 = Po + P 9 h 、 


(1.7) 


式中&是相对于 T 面 z = a 的深度.当容器中盛有液体时，利用公式 （1.6) 或 (1.7) 
可以计算容器底部的 m 强，该压强值只与液体的深度有关. 

如果取不同形状的容器（图 1) 并倒人同种液体，则在容器中相同深度的地方， 
压强也是相同的.例如，在底面水平的所有容器中（无论其形状如何)，只要底面上液 
体的深度相同，底而上的压强就是相同的.如果容器的底面积相同，液体作用于容器 
底部的合力就是相同的 .ra 2中的秤盘处于平衡状态，因为它们是承受着相同作用 
力的活塞，尽管活塞上方液体的重 E 是不同的（这时忽略了容器壁与秤盘之间的相 
互作用力，包括摩擦力).如果容器 A 和 B 直接放于秤盘上，则作用于秤盘上的力是 
容器和液体的总重位，而液体的重 M 是不同的. 

根据流体静力学原理可以制造出一种测 a 压强的仪器——压强计.压强计通常 
是装有静止的水银、水或酒精等液体的连通器，在其一端作用着需要测量的压强，在 
另一端作用着用于比较的压强.连通器两端液面的高度差就决定了压强差. 

我们来研究活寒式抽水机的工作原理.设管道中的密封活塞在初始 
1 时刻紧靠水面（图 3( a )). 向上拉动活塞，水就会随之上升（图 3( b )). 

但是，我们在活塞上移的过程中将看到，水在某一时刻将与活塞分离，在管道中的水 
而与活塞之间将形成一个低压区（图 3( c ))， 其中的压强等于零或当前温度下的饱合 
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此公式称为气 ut : 兮冬只要知道温度对高度的依赖关系 T ( z ), 就可以利用公式 （1.8) 
求出压强随化. 

如果假定 p = const (笮®木气)，则根据平衡方程和状态方程， p 和 T 是 2 的线 
性函数.根据 (1.6) 可以求 itikW 的商度/ I ，在此高度上 p = 0. W 此，如果认为空气 
是不可压缩流体，大气的厚度就是有限的， 

h = % 8000 m . 

P 9 

如果认为大气处于 f »状态 （r = const ), 则从气压公式 (1.8) 可知，压强随 

"实验 表明，在水中一般能够存在与拉伸相对应的负压强 (p < 0), 但是有限的负压强只能长时 
间存在于既不含有被溶解的气体也+含有固体颗粒混合物的水中. 

2) 原文在给出 Patm 和 p 时没有使用国际单位（例如用千克力表示力的单位)，后文也有类似情 
况，译文尽可能调幣为闰际申-位.一译注 
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髙度下降的规律具有指数 形式： 

^= exp [-^( 2 - 2o )]. 

结果是，等温大气具有无穷大的厚度 U • 

经常认为，在有限卨度 （11 km > 以下, 

T = r °-^ ⑽ 


式中 T a 是 2 = 0时的绝对温度，而 △ 是每升离100 m 时温度的降低值.对于真实大 
气，在许多实际问 题中吋 以取 △ = 0.65 K , T 0 = 288 K ， 并且 2 = 0对应海平面.这 
时从 (1.8) 和 (1.9) 得到 

Po \ 100 T „ 

大气的厚度是冇限 的：当 


\OOg/HA 


( 1 . 10 ) 


h = 


100 T 0 100 x 288 

A = 0.65 


% 48 km 


时 p = 0. 所以，假设 (1.9) M 然对粮个大气是不适用的. 

对于这样的大气，我们来建立其密度 p 与压强 p 之间的关系.根据（1.9)，从 


(1.10) 得 


P _ 

Po 


( T >.100p/RA 

UJ 


而从克拉珀龙方程得 

V _ _ PT 
Po Po^Q 1 


所以 


或者 


V 




lOOg/^lOOg- HA) 


p = Cp n , C = const , n = 


I 00 g 


\ 00 g - RA 

压强与密度之间的这样的关系式称为等 •// 关系式， 何这 时必须注意，由多方关系式 
联系起来的不 N 的密度和压强分別厲##同的物质微元.在第五章曾经研究过多方 


过程，其中的密度与压强之间的类似关系式仅对 M —个物质微元才成立. 

当 △ = 0.65 K , R/g = 29.27 m/K 时，有 n = 1.2. 如果 n = 7 = 1.4,即如果多方 
指数等于绝热线指数，则 △ = 0.98 K « 1 K . 


^在等温大气的气压公式中取 p/po = 0即给出这个结果.+过，在星际空间中仍然存在极其稀 
薄的气体，其压强虽小但不为芩.从这个意义上讲，等温大气的厚度其实也是有限的.例如，如果 
取 P/P 0 = 10- 20 , T = 300 K, 则等温大气的厚度 /i % 400 km. -译注 
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从热流方程可以得到介质的荜千寧学泞.当 t ; = 0时，如果只考虑热传导（见第 
-卷第五章（7.23))，则热流方程6活僉;^ 


dU x 

百 = 严 


( 1 . 11 ) 


在实际大气中，除了热传导，温度按照高度的分布还与辐射和对流现象有关.在我们 
的情况下， 

U = c v T - f - const ， T = T { z) t 


所以 dU/dt = 0, 于是从 (1.11) 得 


d 2 T 

~d^ 


( 112 ) 


温度与高度之间的线性关系 （1.9) 满足条件 （1.12). 

实际大气的结构既与复杂的、一般 随时间 变化的（由太阳和地球的辐射引起的） 
热交换机理有关，也与大气成分的变化性（例如由太阳辐射引起的离解和电离）有关. 
人们一直在利用热气球、飞机、人造地球卫星和其他方法研究大气的组成和大气中 
的温度分布. 

在工程计算中通常使用 “呼準 木萃 ”• 在实际应用中，在初步近似下认为，温度 
在海拔11 km 以下按照规律 (1.9) ® 釭度的增加而降低，其中 △ = 0.65 K . 这一层 
大气称为对 流层. 在对流 S 以上是平流层，其中 : T = const = 217 K . 在许多实际 
问题中谣要采用更精确的结果，闪为上述标准大气模哦不符合要求，不过我们在此 
不讨论这件结果. 

关 T 大气状态的结果对 航空业 有重要价值.在不同的 t 行岛度上，迎面气流的 
特性有极为显著的变化.在地面条件下对岛空飞行的模拟就是利用标准大气的数据 
进行的. 

现在汁算静止的液体或气体对位于其中的固体的作用力.无 
☆ 是静止的理想流体，还是諍止的黏性流体，它们对位于流体 
^ 内部的物体的某一部分表面 e 或流体内部某个假想的曲面 

1 E 的作用力的 主矢量 A 等于 


A = 


Jp n da = - J ； 


(1.13) 


1) 平流层位于海拔 11-50 km 的高度，其下部（海拔 11-20 km ) 温度«定 （T = 217 K ) 的区域 
称为等温层.在等温层以上至平流层顶，温度又逐渐增加到271 K . 温度分布的不同规律使对流居 
和平流层内的大气运动特点截然不同.对流层大气在竖直方向上有强烈的对流运动，而平流层大 
气的 运动主要发生在水平方向，这正是其名称的由来.目前，在国际上影响较大的是1976年的美 
国标准大气，它能代表中纬度地区由地面到1000 km 高度的大气平均结构. 详见: 美国同家海洋和 
大气局，闰家航宇局和美国空军部.标准大气（美国， 1976). 任现淼，钱志民译. 北京： 科学出版社， 


1982 . 


译注 


主力矩 I 等于 


Ji = 


J r x p n da = - J p(r x n ) da . 


考虑占据空间区域 V 的固体，其表面 E 孝幸浸没在静止流体中（图 4). 为了求 
出静止流体对该间体的总作用力（1.13)，我们秦 知下述 方法.显然，如果我们在假想 
中或者真正地把固体所占区域用静止流体来代替，并且这部分流体的密度和压强满 
足平衡方程，则固体周围的流体的平衡不会被破坏（即力 A 不变).在此之后，用奥 
一高公式即可计算力因为 


= cos ( n , x ) i -h cos ( n , y ) j + cos ( n , z ) k , 


所以 


A = — J pnda = - J grad pdr = - J pF dr . 

E v v 

如果 F 是$:力， 2 轴竖直向上，则 F = ifc , 于是 
A = j pgk dr = - G 、 



W 4. 用于推导阿基米徳定律 


式中 G 是 K 域1/内的流体的重 St 

我们得到了阿基米德 定律：在重 力场中被静止流体包 ffl 的物体受到流体对它的 
作用力——浮力，其大小等于被物体排开的流体的重 a . 流体对物体的浮力指向竖 
直向上的方向，力图使物体离开流体.这个力称为流体静力学浮力或阿基米德力.可 
以认为，被流体包围的物体在阿基米德力的作用下失去了一部分 .$: M , 这部分重 
等于被物体排开的流体的重 ffl . 之所以出现流体静力学浮力，是 W 为流体中的压强 
分布不均匀，而在重力场中，流体的压强随深度的增加而增加. 

为了保持叙述的条理性，我们指出，如果不从流体平衡的微分方程出发，而是仅 
仅直接从积分形式的动量定理出发，显然也可以得到阿基米德定律.其实，对在假想 
屮用来代替物体并占据区域 K 的静止流体应用动量定理，有 


J p n da + J pF dr = 0, 


式中 5： 是物体表而，而这就是阿基米德 定律: 


A = - G . 


我们现在证明，阿基米德力 A 的作用线经过被排开的流体的重心 . 其实，作用 
于表面 E 的面力的合力与区域 V 内的介质微元所受重力的合力平衡，所以作用于 
物体表面 E 的所有面力可以归结为一个力，其大小等于在假想中在表而5：的内部 
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引入密度和压强分布满足平衡方程的流体的重量.其作用点就是这部分流体的重心. 

W 此，如果 S 人静止流体中的物体是 W 体，则物体与流体之间的相互作用效应 
可以归结为阿基米德力，其作用点位于被物体排开的流体的 fi 心.如果流体是均质 
的，则被排幵的流体的 m 心与流体所占区域的重心相同.这时，对于完全浸人流体中 
的物体，阿基米德力的作用点与物体的方位无关.在一般情况下，对于浸入非均质流 
体中的物体，阿基米德力及其作用线与物体在流体中的位置和方位都有很大关系 • 

如果阿基米德力小于物体的重獻，则浸入流体中的物体在没有其他作用力的情 
况下会 下沉； 如果阿基米德力大于物体的重 M ， 物体就会上浮.如果在准静态过程的 

范围内考虑问题，则物体会一直上浮到其重 s 与流 
体静力学浮力平衡为止. 

对于漂浮在水面上的物体，流体静力学浮力也 
等于阿基米德力.其实，为了计算这个力，可以引人 
这样的封闭曲面 E , 它由物体表而在水下的部分和 
物体与静止水平面的截面 7 T 组成，并且应$认为该 
截面上的压强是常 a ， 它等于自由面上的压强 

在实际 il •算船只上的流体静力学作用力的时候， 
可以忽略空气在船只不同部位的流体静力学压强的 
变化，并认为该压强等于处处相同的大气压 P 。. M 
然，在沿物体的整个表而计算积分 （1.13) 时，我们得到的就是浸在水下的、以截面 7 T 
为上表面的那一部分物体的阿基米德力. 

对于只有一部 分没入 液体的物体，阿基米德力的作用线相对于物体的位 S 与物 
体的方位有很大关系. 



m 5 . 物体 >4受到阿基米徳浮力的 
作用，但物体 b 受到的力把它压向 
底面，因为物体 s 的下面没有液体 


流体静力学浮力在工程技术中有广泛的应用.这个力使船舶漂浮于水面，使潜 
艇停留在所需深度，使气球和飞艇悬浮在空中.根据阿基米德定律，人们制造出了测 

董液体密度的比重计、测贵牛奶脂肪含量的乳浮计、测 虽酒精 
浓度的酒精计等许多工具. 

在推导阿基米德定律的过程中,重要的一点是假设物体与 
流体的接触面 e 是封闭的.如果接触面不是封闭的，阿基米德 
定律就不成立.例如，如果浸在水中的某个物体4的所有表面 
都被水包围（图5)，就有竖直向上的浮力作用在该物 体上； 但 
是，如果同一物体沉于水底并紧贴底面，浮力就会消失，并且 
相反地会产生一个把物体按向水底的力.与此相关的一个现 
象是,潜艇接触到海底后就会失去移动能力，无法上浮. 

我们再来讨论印科夫斯基佯澤，其本质 如下. 设容器中盛有液体，如果在容器壁 
上安装一个可以无*轴旋转的圆柱体（图6)，那么似乎应当产生一个 
浮力，它作用在圆柱体在液体中的那一部分，并且圆柱体在这个浮力的作用下应当 


图 6. 用于解释茹科夫 
斯基佯谬 






图 7. 不可压缩流体的不稳定平衡和稳定平衡 


开始转动.但是这个现象并没有发生，其原因在于，液体对圆柱体的合力不是经过被 
排开的液体的中心，而是经过圆柱体的轴，因为圆柱体表面每一点所受的压力都指 
向表面的法线方向. 

利用诸如 （1.6) 或 (1.8) 的流体静力学压强分布公式，容易计算由流体静力学压 
强导致的作用在与静止流体有接触的任何表面或部分表面上的合力和合力矩，例如 
作用在容器壁面上和水坝上的合力和合力矩，作用在空气中或水中的各类仪器上的 
合力和合力矩，等等.我们强调，这里只考虑因为流体静力学压强而作用于被流体包 
围的物体的力.当流体运动时，作用于物体表面的合力并非只与流体静力学压强有 
关，计算合力时也并非只需要流体静力学压强.以后将证明，流体静力学压强在一般 
情况下只是全部 / S 强的一部分. 

现在研究不可压缩流体平衡的稳定性.例如，如果在容器中 
有一层水和■一层水银，那么从流体在重力场中的平衡方_ 
w 黯看，图 7 所示的两个平衡状态具有相剛可能性.但是， 
这两种状态都是稳定的吗？平衡被称为稳定的，如果系统在 
发生任意的小扰动之后趋于恢复到原来的平衡 状态； 平衡被称为不稳定的，如果整 
个系统或部分系统在发生某种小扰动之后趋于更加远离平衡 状态； 平衡被称为中性 
稳定的，如果系统在发生任何小扰动之后仍然处于平衡状态. 

为了建立流体稳定平衡的必要条件，可以假想某一部分流体已经移动到另一个 
位置，然后分析这部分流体的受力情况并研究其运动.在上面的例子中，图 7( 岣所 
示的水和水银的平衡状态显然是不稳定的，因为移动到水中的一小滴水银所受到的 
阿基米德力小于它所受到的重力，于是这滴水银会下沉.相反，图 7( b ) 所示的平衡 
状态是稳定的. 

显然，不可压缩流体在重力场中的稳定平衡（或中性稳定平衡）的必要条件是， 
流体的密度应随深度的增加而增加（或保持不变)，即 dp/dz ^ 0. 

对于气体，平衡状态的稳定性问题稍微复杂一些，因为在气体微元从一层移动 
到压强不同的另一层后，微元的密度将发生变化. 

我们来研究多方大气平衡的稳 定性. 在多方大气中， pjp 2 = ( Pl / p 2 ) n . 我们认 
为，密度为 Pl 的空气微元在从层1移动到层2时（图 8) 发生绝热压缩或绝热膨胀， 
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阉 8. 用于研究多方大气平衡的稳定性 



图 9. 漂浮在水面上的木条在状态 B 处于 
稳定平衡，在状态 A 处 F 不稳定平衡（阁中 
画出木条的横截面，木条垂茛于示意阁平面) 


即 

& = ( Ay ， 

Pi \pij 

式中 〆 i 表示空气微元 A 在移动到层2之后的密度.显然，稳定平衡 要求 〆 < p 2 ，因 
为这时阿基米德力大于 重力； 当 〆 > p 2 时，平衡是不稳 定的； 当 〆 =化时,平衡是 
中性稳定的. 

因为 

⑸ 7 个 ( 5 ) ， 

所以平衡在 n < 7 时是稳定的，在 n > 7时是不稳定的，在 n = 7 时是中性稳定的. 
如前所述，绝热大气 （n = 7 )所对应的情形是每升岛100 m 气温下降 △ « 1 K . 所 
以，由 

= 100 £ 
n — 100g - RA 

可得，平衡在 △ < 1 K 时是稳定的，在 △ > 1 K 时是不稳定的，在 △ % 1 K 时是中 
性稳定的. 

大气底层在受热时是不稳定的，这种不稳定性经常导致大气的对流. 

潘诨物采衡的稳宙忡 &体 静力学之一是研究水面®浮物平衡的稳定 

性.为了定性地解释问题的本质，我们来注意下面这个例子. 
如果一个较轻的均质木条漂浮在水面上（图9)，则在状态>1 (木条垂直于示意图平 
面)，木条只要稍微偏离其初始平衡位置就会翻倒，但在状态 S 却相反，木条稍微偏 
离平衡位置后仍会回到初始位置. 

漂浮物平衡的稳定性理论对于船舶具有非常重要的应用价值（利用这个理论可 
以研究船舶的漂浮问题，也可以研究船舶在波浪中摇摆的问题).船舶稳定性理论已 
经发展为一种优美的几何理论 1》 ， 我们在这里不打算对其进行详细的讨论. 


U 例如，可以 参阅： Annejib II. PyKOBOAMTeJit TeopeTH^ecKoft (paaMOHajiLBoii) 
T. 3. Mockbe, 1911 (Appel l P. Traite de m^canique rationnelle. T. 3. Paris ： GautJ 
1909); KpujiOB A. H. Ka^na Kopa6iiH. MocKua: Msa-bo AH CCCP. 1951. 


MexaHHKM. 




流体相对于运动坐标我们再来研究重力场中的不可压缩流体相对于以角速度 W 
系的平衡 匀速转动的坐标系的平衡.设坐标轴2指向竖直方向，一个 

盛有液体的容器以角速度 U ； 绕 2 轴匀速转动（图10〉，并且 
液体相对于容器是静止的.我们来确定液体自由面的形状.这时，除了重力密度，在 
平衡方程 (1.2) 的右侧还应引入惯性离心力密度，所以相对平衡方程的形式为 




I- 


容鉍看出，这些方程的通解由以下公式 给出: 


p = C - pgz + 


puj 2 r 2 
~~2 ~ 


对于 A 由面上的点 r = 0, 2 = 我们有 p = Pt) , 所以 


C = p 0 + pgz 0 、 


从而 


P = Po + P 9 (^o - 


pu 2 r 2 

2 



图 10. 不可压缩流体相 
对于以角速度 u ; 匀速转 
动的容器的平衡 


在液体自由面 lp = P() ， 于是 自由面 方程的形式为 

o ; 2 r 2 动的容器的平衡 

即 ft 由面是旋转拋物面.其他所有等压面也具有类似的形状.矢 M gradp 指向相应 
抛物面的法线方向，见图 10. 常最％可以通过容器中液体的体积求出.如果在液体 
中加人具有各种密度的微粒，则旋转使 

密度小于液体密度的微粒在重力和离心 - 

力所导致的阿基米德力的作用下向上运 -一^^ 

动并集中在旋转轴附近，而密度大于液 上 —— 

体密度的微粒则向下运动并集中在容器 ^ 

壁上 *)• g \ 

如果一个容器在重力场中以加速度 -4- 

a 作匀加速平动（图11)，并且容器中的 

液体相对于容器保持平衡.则液体自由 图 n . 液体相对于匀加速运动的容器的平衡 
面是倾斜的，它与水平面之间的夹角为 

^ = arctan ( a /(,). 作用在每一个液体微元上的 质董力 （重力和惯性力）的合力与竖 
直方向之间的夹角也为 A 


图 11 . 液体相对于匀加速运动的容器的平衡 


这就是离心分离机的工作原理，只不过对离心分离机而言，重力是可以忽略的.一译注 
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我们开始研究理想流体的 运动. 为了建立一个重要的代数关系式一 mmm 
毕孕方奪作了个萼 冬枣 兮，我们把欧拉运动方程写为兰姆一▲參 i 士 

wk >>: . 

菩 + grad -y + 2w x v = —— gradp -f F. (2.1) 


因为运动是定常的，所以 


此外，我们还假设外质量力有势, 


= 0 . 


F = grad 皆. 


考虑流场中的某一条曲线义，并引人从某-点 O 开始计算的沿该曲线的弧长/ 
(在点 O 的两侧，弧长具有不同的符号).只要给定/，就决定了曲线义上的点.下面 
用表示曲线义在任意一点 M 的切向微元（图 12). 在曲线 Y 上的 任意一 点 M 
把方程 (2.1) 投影到切线方向，在上述假设下得 

I (¥) + + t -^ = -2(wxw )，. （22) 

压强函数在给定的曲线义上，密度和压强是弧 K Z 的函数，并且这些函数对于不 
同的曲线义一般是不同的，即 



图 12 . 用于推导伯努利积分 


p = p (/， 幺 )， p = p (/, if ). 

显然，沿7总可以认为，密度 p 是压强 p 的函数，即 

p = p(p, ^f), 

所以可以引人压强函数 2 ) 

P 

^ = 夕 (P， 父 )= j p ( p ? ~^) ’ Pl = C ° nSt, ( 2 . 3 ) 

Pi 


U 注意本书中涡萤被定义为 u ; = r 0 t v /2. ——译注 

2) —般而言，在曲线2上 p 未必是 p 的单值函数，即曲线义上的不同位罝可能对应同样的 p 
和不同的 P . 这时，最好以 弧长/ 为参数沿给定曲线2进行相关运算，并把压强函数定义为 

心外， ^ = /^) T d< - 
*1 

显然，这样定义的函数夕 P 了能是 p 的多值函数.——译注 





于是 
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1 dp d 梦 

p~di = 

这个等式和定义压强函数•少 ( P ， 义）的等式 （2.3) 在一般情况下仅在给定曲线2上 
才成立.显然，在确定压强函数时只能精确到相差一个与巧的选取有关的常量，这 
个常鼠•还可能与 f 有关.我们指出，在正压过程中，如果依赖关系 P = P ( P > 是已知 
的，就容易 U •算这样引入的压强函数夕，并且只要 P , 与幺无关，压强闲数少就同 
样与 f 无关.例如，对于不可 IK 缩均质流体， 

^ + const • 

P 

在完全气体的等温过程屮，如果 P = P / HT ， 则 

^ = BT In p + const. 


设 f 足事先未知的流线，则在下述斜压过程的 a 要实例中也很容易计算压强 
函数少 ( P ， 义).考虑完全气体的绝热可逆过程，这时 d (/^ = rd 5 = o , 每个固定的 
物质休微元的质域熵保持不变 1》 ， .s = con S t . 不过， W 为不同微元的熵是不同的， 
所以该过程不是正压 过程. W 为运动是定常的，所以沿同一条流线运动的所有物质 
体微元都 n 有相 M 的质软熵. 

其实，流线与轨迹在定常运动中是重合的.假如沿同一条流线运动的物质体微 
元貝.有不同的质0:熵，则这些微元在经过流线的一个固定几何点时，会导致这一空 
间点的质 m 熵随时间而变化，即运动不是定常的.但是，不同流线上的质 a 熵可能是 
不同的. 

完全气体的状态方程可以写为以下形式（见第一卷第五章 (5.12)): 


P 


=p °(t) 


1/7 


exp 


• 今 o 一 


Cp 


P(P， s ). 


闪为熵 s 在上述悄况下沿流线保持不变，所以对某一条流线计算压强函数夕，得 

dp 






= ->L_^expf ㈣ 二 P (， ” 〜 const. 

7 - 1 Po V °p ) 

利用状态方程，可以把 .^( P , 表示为以下 形式： 


(2.4) 


^ ^) = ^ T 7 +const - ( 25) 

在公式 （2.4) 中，压强函数对流线的依赖关系表现为对两个参量值的依赖关系， 


同第-卷一样，下文中经常省略“质屋”二字，例如质童熵简称熵，质萤焓简称焓.——译注 
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其—是在每一条流线上保持不变的质量墒 s ， 其二是积分常量.我们强调，压强函数 
公式 （2.4) 和 （2.5) 只在流线上才成立. 

引人压强函数 ^( P ， 义）后，可以把方程（ 2 . 2 )写为 

流线和涡线上的伯努 2 

利积分 ^ y + 夕 ( p ， 义)-皆卜 -2( a ; x v) r (2.6) 


I 

2 


现在，设义是流线.这时，方程 （2.6) 右侧的矢积投影 （ o ; x 外等于零，因为矢 
乘直 于流线.当2是涡线吋可以得到类似的结果 1〉 . 在一般情况下，流线 
和涡线上的函数 ^( p , 是不同的. 

闪此，沿流线和涡线有 


即 


| [y + .^( p , y ) -叫= 0 , 

• * 

Y + •少 (P ， 义）一皆= 


(2.7) 


( 2 . 8 ) 


我们强凋，右侧的积分常》 i -( if ) 对不同的流线和涡线一般是不同的. r (^ f ) 
对义 的依赖性与两方面 W 索 冇关： 一方面，在斜压过程中.夕与义 有关； 另一方面, 
即使确数少与 . if 无关，关系式 （2.8) 中的积分常 Q 对不同的义仍然是不同的 2) . 

当压强函数夕已知时， (2.8) 是理想流体运动方程的首次积分，因而被 
称为坤琴和 f 、 兮 3) .这个积分•在•理•想流体运动理论中具有敢要意义，是大 M •丁•程汁 
算的 ifik •… 

如果 m 强确数少和常 s r 沿流线或涡线是已知的，利用伯努利积分就可以在 
流线或涡线的仟何点通过已知的速度求压强，或者反过来通过 q 知的压强求速度.为 
了确定伯努利积分中的常 m 广只要知道伯努利积分左侧的流体运动特征 s 在流线 


或涡线 t 某一点的值即可. 


伯努利积分中的常置 
不依赖于流线或涡线 
的几种情况 


在正压条件下，如果矢积 u ^ xt ; 在部分或全部流体中等于芩， 
则伯努利积分中»量对这部分流体坪學，鬥吵 W 而不爭 
依赖下 流线或涡线.这在以下3种情况 rkmm . ( i)v = o 
( kiV 静力学)， （2) u ; = 0 (有势运动)， （3) 涡 M w 平行于速度 


n —般地，当义是 W X v 的矢鏺线的正交曲面上的 tt 意-•条曲线时都冇类似结果.一译注 
2 >在压强函数少的定义中出现的可加常谩最好包括在积分常量 r 中. 

3 ) 对于理想流体在 m 力场中的定常止压运动，流线上的伯努利积分也可以视为动能方程的首次 
枳分.其实，只要取动虽方程与速度矢萤的标枳，即可得到微分形式的动能方程，它在上述条件下 
可以写为以下 形式： 

v . grad ( 专十 . 少 -I) =0, 


式中的压强函数少在正压条件下只是压强 p 的函数.所以，根据方向导数与梯度矢 fi 之间的关系 
(见第-卷第二章 § 3 ), 以上方程就是 （ 2 . 7 ) 在 2 是流线时的另外一种写法.用类似的方法可以证 
明，理想流体的能量方程在适当条件下也具有酋次积分，见 45 页的脚注 . 译注 
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矢量 V . 

最后一种情况对于刚体的运动和流体的平面运动 1》 是不可能的；在流体的平面 
运动中，垂直于流体的运动比刚体的运动丰富得多， U ； 平行于 V 的情况对于可 
变形体是对能的.例如，如果连续的速度场由以下公式 给出： 



(2.9) 


式屮％和 a 是常 M , 则容易检验 u ; = v / 2 a . 所以速度场 (2.9) 的流线与涡线重合. 

M 然，在上述3种情况下，为 f 确定伯努利积分中的常贷，只要卒啤 {f M 俘寧-厂 
点知道积分左侧的流体运动特征 a 即可. 

* 我们还特別指出，如果流线来自或经过所有运动特征 ft 都相同的 K 域，则伯努利 
积分屮的常 W r 在这些流线上也是相同的.例如，如果理想流体从一个很大的容器 
中通过一个小孔流出并形成一股射流绕 某个阂 体流动（阁13)，则伯努利积分中的常 
Z * 对不同流线是相同的. 

在阂休 被气体绝热绕流的问题中，如果远场流具有处 
处相同的参 E , (对-族流线而含 ） {ji r 年肀咿芑啤宁 

都足相同的，甚至3气流中有激波时‘是毕 . 

• • kk ( 2 . 5 ) 取 

7 - 1 P 

则从完全气体的諍止间断血条件（见第七$ §6的 (6.4)) 

容易得出，当流线穿过间断而时，馕 

v 1 2 , 7 P 

T + — 7 

保持连续，所以常 ffl r 在间断面两侧保持不变，但是物质体微元的熵、压强喊数 
^( p , s ) 和速度发生 间断. W 此，在完全气体中存在激波不会引起沿流线成立的伯努 
利积分中的常 a i * 的取值发生变化，但是会引起穿过激波的流线上的嫡发生变化. 
这时，不同流线上的熵各不相同，气流不是正压的. 

公式 (2.8) 在流线上成立，我们来计算由这个公式定义的 M 在正压条件不 

成立时在仟意方向上的全导数 dz */ d /. 我们把函数夕 ( p , 义）定义为某一族曲线上 



1) 在本节最后证明了这样的 结论: 可压缩流体在正压条件下的平面运动在 i* = const 时是冇势 
运动.如果正压条件不成立，从等式 r = const 就不能得到运动有势的结果. 

2) 这时 i * = i m ( x , y , 2 , Jf ) = lv ( x , y , z )\ 2 /2 + ^[p(i, y, z ), if ] - ^( x , y , z ). ——译注 





的压强函数.在任意方向《上进行微分，利用公式 （2.5) 和 （2.8) 可得 


谷『 

T = di 


+夕 ( p ， 义） —沴 


= -2 (uj x v)i 


m' 


亂, 


( 2 . 10 ) 


对于绝热可逆运动，如果在一族流线 t . 定义夕 ( p ， s ) 1 )， 就可以写出 


亂, 


d^ds 

a 


( 2 . 11 ) 


式中 S 是质 M 熵，它在不同流线上取不同的值.这一项在沿流线进行微分时等于零， 
但在沿不平行于流线的切线方向进行微分时一般不等于零. 

如果在所研究的流动区域中= const , 则从 （2 .10 ) 和 (2 .11 ) 可知 

^^|=2(u,x«)^0, 

即流动在 ds/di ^ 0时一定是有旋的.因此，均匀平动来流在穿过曲面激波时，摘的 
突跃值在不同流线上是不同的，于是一般有 ds/dl ^ 0,所以曲面激波之后的速度场 
一定是冇旋的. 

在连续运动中，如采 a r 和质熵在所有流线上都是相 N 的，则对任意方向 f 
应用等式 (2.10), 根据 （2.11) 可得 

a ; x v = 0. (2.12) 

山此吋阽，这时或者运动是有势的，或者流线与涡线重合.在平面运动的情况下，从 
(2.12) 可知运动是有势的. 

§3. 不可压缩流体在重力场中的伯努利积分 

我们来考虑伯努利积分的一鸣应用.设均匀不可压缩理想流体在甫力场中运动， 
令 2 轴竖直向上，则冇皆=-% + const , 于是伯努利积分的形式为 2) 




(3.1) 


只要在流线上选取一点，就可以根据这一点的 坐标七 以及参 M 值 Pl 和％来确定伯 
0例如，参见公式 （2.4). ——泽注 

2 > 这时的伯努利积分 K •实就是机械能守恒方程，在水力学中经常把它写为以下 形式： 

V 2 p . 


并把式中各项分别称为速度水头、压强水头、高度水头和总水头.如果考虑机械能损失，还4以在 
方程左侧补充水头损失项. 一一 译注 


不可压缩流体在重力场中的伯努利积分 



m 14 . 液体从容器中流出 图 is . 水塯 


努利积分中的常 M r : 


L p ^- V i 


+ ^1- 


不可压缩流体从容器我们来确定液体从容器中流出的速度（阁 14). 尽管当液体从 
中流出的速度 容器中流出时，液面商度下降，运动是非定常的，但是如果假 

设容器足够大而小孔足够小，就可以近似地认为流动在不很 
长的时间间隔内足定常的. 

取某一条流线，然后对流线上的点写出们努利积分.所有流线显然都是从容器 
内液体的自由面开始的，那里 p = Pl ， & « o . 液体流出后形成射流，在射流的 n 由 
面上 . 我们将近似地认为，在液体刚刚流出容器时，射流内部的压强处处都 
等于 P = Patm , 而速度处处都等于 I 于是， 


+ P»tm 

P 


从而（见图 14) 


2 (Pi - 


+沢 1 


2gh. 


如果容器内液体 A 由面上的压强等于大气压，则 

v = y/2gh. 


(3.2) 


众所周知，若一个质点从卨度 /I fi 由下落或者在理想约束的作用下下落（这时约束 
反力不做功)，它也会获得这样的速度.公式 (3.2) 称为托里拆利公式. 

我们现在考虑流过竖直水堰的水流并计算其自由面上的流速（阁 15). 假设水 
m -侧的水体足够大，而远离水堰的水面高度基本保持不变，其坐标为 21 .运 
动可以认为是定 常的. 自由面是流面，自由面上的压强等于大气压 Patm . 在远离水 
堰的地方，水体的速度为零.由伯努利积分可知， 


X ， 
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式中 U 是自由面上坐标为2的任意一点4的速度 • 因此， 

v = y /2 gh ， h = Zi — z . 

皮托一普朗特管为了测 a 流动速度，人们通常使用皮托一普朗特管 d ，其示意阁见 

图 16. 皮托一普朗特管是一个细长的管状物，前端是圆形的.这 
样的形状对来流的速度分布只有很弱的影响.在测量流速时，应把皮托一普朗特管 
沿来流方向放在皮托一普朗特管 t 有两个小孔，它们分别通过管内的通道与压强 
计的两端相连.第一个小孔位于皮托一普朗特管的前端（点1)，第二个小孔位于管 
壁匕距离前端足够远的地方（点2)，这样在研究第二个小孔附近的流动时就可以不 
考虑皮托一普朗特管的前端对来流速度场的影响.气来流绕皮托一普朗特管流动时， 
前端的点1是临界点，那里的速度 t ； 等于零，而压强 p = Pl = p \ 临界点的压强有 
时称作总压或滞止 Hi 强 2) .点2的速度和压强近似地等于在来流中没有皮托一普朗 



图 16. 皮托一符朗特管的原理图 


点 i 和点2 W 然位于同一条流线上，所以在应用伯努利积分后有 

式中七和巧是点1 和点2的竖直坐标.因为 M - A ) 很小，所以 



压强差 - p 2 显然等于压强汁所使用的液体的比重7 = 与压强计竖直管道内 

的液面高度差的乘积.所以，如果= p ， 则 

v = y /2 gAh . 

在 h 述实例中（液体从容器中流出，水堰,皮托一普朗特管)，伯努利积分被用来 


在中文文献中通常称之为皮托管.——译注 
a 关亍滞止参 m (总 参量） 的概念.参见 §5. ——译注 


§3. 不可压缩流体在霣力场中的伯努利积分 


从已知的压强信息求速度. 

静压和动压现在考虑一条流线上压强对速度的依赖关系问题 • 为此，在给定流线 
上选取竖直坐标为2和 h 的两个点，在这两个点的压强和速度值分 
别表示为 P ， Pl 和〃，从伯努利积分得 

2 2 

P = Pi+ P9{^i 一 2) + ^ ~ ( 3 . 3 ) 

由此可见，流线上两点的压强差由两部分组成，第一部分 P9 ( z , - z ) 是因为这两点高 
度不同而产生的，这与流体静力学结果 相同; 第二部分 pv 2 J 2- pv 2 /2 与这两点的速度 
不同 有关. 我们称 Pi + Mb - z ) = p hrt 为流体静力学压强（静压)，称 W/ 2 - pv 2 /2 
为动力学压强（动压)，这一项与速度有关 1 

运动的流体对放置在其屮的 W 体有力的作用， W 为在固体表面，不仅静压分布 
不均匀（阿基米德力)，动压分布也不均匀.在许多悄况下，例如在飞机飞行时，动力 
学升力远远大 F 静力学浮力. 

当液体或气体的常速均匀来流绕物体定常流动时，在不可压缩流体模型下，若 
无穷远速度 〃 oc 不是过大，我们来比较一下物体不同点的静压与动压之差的 tt 级. 

考虑速度为 i；oc ^ 100 m/s = 360 km / h 的水平空气流绕非对称翼型的流动（图 
17). 以后将证明（见 §5), 在这样的流速下，在计算定常运动中的压强时可以非常精 
确地把空气当做不可压缩流体. 

在非对称翼型绕流运动中，翼 
型上表面的流速大于下表面的流速， 

而由伯努利积分可知，汛强的情况 
正好相反，興型下表面的压强较大. 

假设興型上、下表面的点1和点2 
的速度差（见图 17) 具有10 m / s 的 
M 级.例如，设点1的速度等于105 m / s , 点2的速度等于95 m / s , 那么， 闪为 在通常 
条件下空气密度 1.23 kg / m 3 , 所以在点1和点2由速度差导致的压强差大约是 
1200 Pa . 与此同时，如果翼甩的竖直商度具有1 m 的虽级，则这两点的静压差只有 
大约12 Pa . M 然，即使速度在翼型上部和下部的点1和点2相差不多（约10 m / s ), 
由此导致的压强差也比由高度差导致的 iK 强差大两个 fi 级. 

在飞机空气动力学中，静压与动压相比是可以忽略的，这个结论还可以用以下 
方法得出.当飞机沿水平方向匀速飞行时，由压强的相应分布给出的总升力当然等 
于飞机的重量，而飞机表面的静压分布所导致的阿基米德力仅仅等于与飞机体积相 
同的空气的重 S ， 空气的密度则取决于飞行高度.显然，阿基米德力比等于飞机重 M 
的总升力小上千倍. _ 

在下文和其他一些文献中，有时把运动流体的当地压强也称为静压.此外，在 • -些文献中把动 
压定义为总压（即滞止压强，见 §5) 与当地压强之差，或者运动流体速度平方与密度乘积之半.显 
然，它们都是上述定义的特例，只适用于不可压缩流体模型和忽略電力的情况.——译注 
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当诸如气球、飞艇、船舶和潜艇等体积较大的物体在空气或水中低速运动时，动 
压对于升力的产生不起什么作用.水的密度比空气的密度大800倍，所以阿基米德 
力在运动过程中是足够大的，正是这个力托起了船只和潜艇.我们指出，如果运动速 
度相同，密度的差异也使在水中运动的动压比在空气中运动的动压大800倍.借助 
于动 m 所导致的升力，水翼船和一种平底船都能够在水面高速航行，前者依靠位于 
水下的水翼产生升力，而后者通过“平坦的船底”在水面滑行产生升力 • 

现在研究不可压缩流体在变截面细管中的流动（图 18) .我们 
将认为，管中的流动是一维的，即横截面 s 上不同点的流体 
1 速度可以近似地认为是相同的，于是在定常运动中，流体速 

度仅在不 M 横截面 t 才发生变化.根据流动的连续性，在单位时间内流过每一个横 
截面的流体具有相同的体积，即沿管道成立等式 

vS : const . 


显然，在管道较细的地方流速较大，在最小横截面 S min 的地方流速具有 tt 大值 t ；： 
从伯努利积分（在 2 = const 时）有 



闪此，版强 p 随肴横截面 S 减小而减小，在横 
截面 M 小时压强也最小. 




图 19. 喷水泵示意图 


流体的这个性质被用于喷水泵（图 19). 当空气流过变截面管 I 时，在最小横截 
面 S min 处的压强能够小于容器 II 内的压强.于是，液体在压强差的作用下从容器 
II 上升至管道 I ，进而形成液滴并被气流带出管口，喷向周围环境. 


§4. 空化现象 

从伯努利积分可以看出，在流体的定常运动中，压强分布与速度分布有密切的 
关系. 

在解决不可压缩流体运动的数学问题时,在某些流动区域中可能得到负的压强， 
而如果在流动中有速度值等于无穷大的点，压强甚至可能等于负无穷大.自然界和工 
业生产中的液体一般含有悬浮的固体微粒和被溶解的气体，这样的液体在大多数情 











况下不能承受拉伸（负的报强).在一些特殊条件下能够观察到运动液体中的拉伸应 
力，但是在通常情况下，液体的压强 p 不能低于某个正值，这个值在常温下（〜20 ° C ) 
很接近零 1】 . 

如果液体中的 m 强降低到这个值，流动的连续性就会 a 到破坏，在液体的一些区 
域中将出现大量小气泡，气泡内是液体蒸气或原先溶解于液体的气体.这个现象称 
为空化.可以把空化的初姶阶段解释为液体在 ffi 强降低时的沸腾现象.当汛强进一 
步降低时，小气泡结合成大气泡，于是在流动中出现一些大的空腔并形成空腔流，在 
空腔中允满从液体中释放出来的气体和液体蒸气. 

可以把饱和蒸气压 Psvap 看做液体的一个物理特征摄.当 p 〉 p 8vap 时，液体的 
运动不受这个《的影响.当 p = Psvap 时，在流动中可能出现空化，这对液体运动的规 
律有重要影响.例如，可能出现空化现象的地方是宵道的最小截面处（见图 18) 和活 
塞式抽水机的活塞下方（当活塞上升时，活塞下方的水压趋于零，见图 3). 此外，当 
液体绕各种物体流动时也可能出现空化现象. 

私对于不可压缩流体在重:力场中的定常运动，根据伯努利积分 (3.3) 

pv 2 

p = Ph.t + - f - - ~y 

可以写出 

比值 v / Voo 在许多情况下取决于问题的运动学条件.例如，我们在下文中将看到，在无 
界 不可汛 缩理想流体绕物体的连续有势运动中， 烺大速 度出现于流体边界，即出现于 
物体表面（见§12)，而比值 t ^ ax / Voc 只依赖于物体表面的几何性质和物体相对于来 
流速度的方位 2) . fi 小压强 Pmin 对应流体微元的最大速度 Wax . 贵 2 ( PhHt - P )/pvl 
在物体表面上的点的取值称为压强系数，记作 Cp . 

根据 (4.1), 最小压强点所对应的压强系数可以写为 

r 一 2(Phat — Pmin) 一 ^max i 

_ t 一 ~ ^4 ― 

n 此外，实验和物理理论指出，甚至在通常条件下,在液体中可能因为内部拉伸而在很短的时间 
间隔内产生有限的负压强，并且不出现间断或沸腾现象.化学上的纯水能够承受200 atm 以内的 
拉伸.普通自来水能够在极短的时间间隔内承受4 atm 以内的拉伸，但是在通常条件下可以认为 
上述极限压强等于饱和蒸气压 P . vap . 

2 ) 在第一卷第七章中已经证明，当物体被不可压缩理想流体的平动来流绕流时，速度场的无景 
纲特征量取决于无量纲参量组： r / d , y / d ， 2 / d , «，汰其中 d 是物体的特征长度， a 和0是给定物体 
相对于来流速度的方位的角度.无最纲的比值 v / Voo 不依赖于来流的速度、密度和压强，所以，当 
无供纲坐标: r / d ， y / d , 2 / d 以及尽固定时，该比值是不变的.最大值 v m „/ t；oc 一般对应于物体 
表面一个完全确定的点.如果考虑可压缩性，则对于完全气体的绝热运动可得 

亡 =/ 卜， /3 ， m，Moo = 芒 )，^ Moo). 
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空化的出现取决于条件 


2(Phst 


(4.2) 


无 M 纲数 


2 (Phst - P 
P^lc 


團 20 . 空化水洞的职理阁 


称为空化数，它取决于给定的绕流条件.空化数 X 的值依赖于无穷远压强，这是通过 
Phsl 表现出来的，时 Phst 依赖于物体在液体中的 深度.气差值 P h8t - P 8 VHP 固定时，空 
( 化数 X 随着来流速度 Voo 的增大而急剧减小. 

当 X = Cp _ 时，在流场中速度达到最大值 
( I [― 的地方出现空 £ n 这可能导致整个流动发生剧烈 
~ Vu 变化.如果 x < 无 m 纲的空化数就成为具 

I 有亟要作用的无主定参跫.这时，除了雷诺 

数和弗劳德数，还必须引人空化数，它们都是表 
征流动特性的基本参世和进行模拟时的基本相 
p 似律. 

-- 显然，无论在液体中运动的物休形状如何, 

團 20 . 空化水洞的职理阁 只要运动速度不断提都不可避免地会出现空 

化现象比值 V xnM / Voo 越接近1，或者说物休 
对来流的扰动越小，空化现象就来得越迟. 

从 （4.2) 可见，对于给定的物体，空化现象不仅能够在运动速度增加时出现，而 
且能够在 P h8t 减小时 出现. 显然，当物体下沉时外, t 增加，这时就不容 M 出现空化. 

为了对空化现象进行实验研究，可以使用各种实验装®，例如水 
p ra20 是循环式水洞的原理图.在这样的水洞中，电动机带动 
位于水洞下部的轴流式或离心式水泵驱动水流进行循环，被绕流物体放置在水洞的 
匕部. 在实验过程中，所需空化数一般是通过改变 p hal 而实现的.为此，在水洞屮专 
门建有带自山水面的贤并 •. 只要降低贤并中的由水面上方的压强，就能降低整个 
水洞中的水压，从而能够在绕流速度比实际情况小得多的条件下模拟空化. 

i 前，因为物体在水中高速运动的问题具有越来越觅要的意义，对空化现象的 
研究是非常迫切的. 

浆和涡轮 2) 超速旋转时，当水流在水泵和其他水力机械中运 
动时，都会遇到空化现象.空化现象甚至还会出现于飞机的液压系统， W 为 P hst 随着 
飞行高度的上升而大幅下降. 


空化现象的模拟 


空化现象的一些实例 


»商频声波也会导致空化现象，见175页.——译注 

2 ) 涡轮是将流体的能黾转换为机械功的叶轮机械,见 §10. ——译注 


全气体绝热流动的伯努利积分 


随着空化的产生，水翼、缧旋桨和水泵的流体力学性能将显著降低，例如水翼的 
升力会大幅下降. 

4空化现象出现以后，在物体表面压强达到 Pmin 的区域产生大 M 气泡，气泡中 
是压强接近于零的蒸气.这些气泡随后与液体一起运动到压强高一些的区域，这时 
液体以较高的速度挤压气泡，导致气泡闭合，从 iW 使周部 压强剧烈增加（其 tt 级达 
数百大气汗:)，结果造成被绕流物体表面的破坏.这种破坏形式称为空蚀.这种破坏 
在某些条件下可能如此之大，以至于船用螺旋桨在空化工况下运转儿个小时就会导 
致其叶片完全报废. 

空化通常伴随有一系列不& 现象： 出现振动和巨大的噪声. 

气泡的形成和发展过稈与某些线性特征尺度（产生气泡的中心区域的尺度，表 
血张力的相关参 fl， 等等）冇关， W 此，相似性可能在模拟时遭到破坏.在小模型上， 
气泡的形成时 M 和存在时间（气泡从形成到闭合的时间）较短，但根据相似律，这些 
吋间在大尺度现象中不可能 增加； 这导致相似性的破坏和尺度效应的出现. 

当物体的空化绕流充分发展后，液体1蒸气就形成明显的边界，于是在物体附 
近出现空腔，并且可以在很卨的精度 K 认为，空腔与液体的边界上的压强保持不变 
并等 T P , vap . 闪此，这样的边界曲可以视为射流边界面，它是由流过被绕流物体的 
液体物质点组成的（见 §8). 


§5. 完全气体绝热流动的伯努利积分 

现在研究完全气体的伯努利枳分，并且不考虑市力的影响.我们指出，在流体力 
学的一些应用领域（例如气象学）中不能忽略重力的影响. 

我们将研究完全气体的绝热可逆流动，这时对闶定的气体微元有 s = const , 

p=Poe( -U. 

在定常运动中，在同一条流线上 6- = const , 所以对沿流线定义的压强函数 .^( p , 
容易得到以下表达式 1 2) 3 : 

^ — ] - Po c (j-Jn)/Cy -7-1 = ^ Po C (j-3n)/c p (7-D/7 — 7 _ R. = C.T 

7 - 1 Po 7 - 1 P 0 7- 1 /> ^ 

(5-1) 

容易看出 ， ffl 义了等于完全气体的增 i = C / + p / p . 我们指出，对于任意双参 


1 ) 气泡闭合指微小气泡在周围液体的挤压下消失的现象，该现象与周围液体在气泡消失的位罝 
发生碰撞 有关. 在俄文中，在表示气泡闭合时使用的单词 cxjiouuBaHHC 或 3axjionuBttHHe 本身就 
有拍击、主•打并关闭的含义.—— 译注 

2 ) 积分常畐:没有列人 (5.1). 

3 > 见第一卷第五章 §6. 
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量理想介质的定常绝热运动,压强函数正好就是焓，因为根据热流方程，沿流线有 

dU = -pd 丄， 

P 


利用 (5.1), 在绝热运动中沿流线成立的伯努利积分在忽略质量力时可以写为 



对完全气体则有 2 

^ + Cp T = t -. (5.2) 

从伯努利积分( 5 . 2 )和 (5.1) 可见，碓绰±哼毕琿、 f 寧吁®®啤埤 
加而减小. 

' ,显然，流线上的最高温度将在 I ； = 0的点达到.记该点的温度为 T •，可 
mit 9 m 以把伯努利积分 （5.2) 中的常量写为 r = Cp ： r . 温度： r 称为滞止温度， 
i - 称为总焓.就像熵 s 那样，不同流线上的总焓可能是不同的. 

如果利用 (5.1) 把函数少通过压强或密度表示出来，则从伯努利积分可知，在 
同一条流线上，不仅温度在 t ； = o 的点具有可能的最大值，压强和密度也在这一点达 
到可能的 a 大值.我们把压强和密度的这些值记为 〆 和，，于是可以把伯努利积分 
中的常贵表示为以下形式 之一： 



^ c ( J - Jn )/ c p *(7-1)/7 _ 

7-1 Po 


_X_^ e ,-. 0) /c v .，- 1 = _X_£：. 

(5.3) 



图 21 . 气体从气罐中流出 


虽 P •和 〆 分别称为滞止压强和滞止密度 1》 • 

当气体从大型气罐中通过绝热可逆过程定常地流 
出时，在气罐内距离出气孔较远的地方，速度 V 等于零， 
而压强、密度和温度分别等于滞止压强、滞止密度和滞 
止温度（图 21). 

显然，如果总焓的值 r 是给定的，则滞止温度完全 
取决于 iV 流线上的滞止压强和滞止密度不仅与 r 有 


关，还与熵的值 s ~有关.如果熵因为气体微元穿过激波而增加，则滞止压强和滞 
止密度会减小.这个效应与机械能的损失有关,对实际应用有重要意义. 

当气体绕翼型流动时，在翼型上出现一个临界点，那里 t ； = 0, p = p \ p = 〆 ， 
T = T -. 如果在流线上实际没有 t ; = 0 的点，那么，为了引人滞止参量，可以假想气 


n 滞止参 S 也称为总参童或驻点参量，例如滞止温度也称为总温或驻点温度，滞止压强也称为 
总压或驻点压强，总焓也称为滞止焓或驻点焓.——译注 




全气体绝热流动的伯努利积分 


体微元能够从所研究的当前状态通过可逆绝热过程减速到静止状态，该静止状态所 
对应的状态参 M 就是滞止参量. 

我们也可以根据伯努利积分表达式的左侧在流线上另外任何一个 
特征点的取值来确定积分常 fl , 这个点既可以是流线上真实存在 
的点，也可以是利用某一理想过程通过假想时引入的点，例如在绝热过程中加速到 


气流的最大速度 


零压强 p == 0和零密度 P = o 的状态所对应的点. 

从伯努利积分可见，气体速度在 p = 0的点具有最大值.如果用 Vmax 表示此值， 
则伯努利积分中的常 量等于 

- ( 5 - 4 ) 


因为在真空中 p = 0, p = 0, T = 0, 所以显然可以把速度 t ; max 解释为气体从气罐流 
向真空时的速度. 

比较伯努利积分常 fl 的表达式 （5.3) 和（5.4)，得 


V^T'. 


(5.5) 


由此可见， M 大速度 
过” rr 


只依赖于滞止温度 TV 在定常运动中，气流速度不可能超 


,ax = ^ CpT *. 这个结论与气体运动的定常性有密切关系.在非定常绝热运动 
中，气流的速度、温度、 / K 强和密度可能大于 t ; max ，: T , 〆 和 〆 . 


声速 


引入声速0 a = V ( dp / dp ) 9 } 它依赖于函数 p = P ( p ， S ) 的 形式. 完全气体的 
声速 

a = = 

只依赖于温度 r . 

现在可以把伯努利积分写为 

v2 ; a2 

2 7 - 1 ~ 2 * 

由此可见，当气体微元的速度 t ； 沿流线发生变化时，声速也发生变化.如果速度沿流 
线增加到其最大值 r max , 则声速减小到零. 

声速在流线上的最大可能值出现于滞止点，我们把声速的这个值记为 a *. 现在， 
伯努利积分中的常量还可以写为 


f = CpT- = 




= / 


于是 


( 5 . 6 ) 
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临界速度如果气体微元的速度等于当地声速，该速度就称为临界速度 1〕 ，其记号 
为 v ct = Ocr . 当 V = Vcr = Ocr 时，从伯努利积分有 


所以 




= V^TT a * = \/^TT w - 


(5.7) 


t * C r 的值只依赖于滞止温度: r . 

当: T * = 288 K = 15° C ， 7 = 1.4 时，我们来对比一下 a % v max 和的值: 


340 m/s, 


756 m/s, v cr 310 m/s. 


在空气动力学中，上而引人的参 M a，tWx 和&具有 ifi 要意义. 

如果气体微元的运动速度小丁当地声速（V < (I)，气流就称为亚声速 气流; 
如果 v >a, 气流就称为超卢速气流.气体微元的运动速度与，地声速之比 
v/a = M 称为马赫数. M 然，对亚声速流动而言 A/ < 1，对超声速流动而言 M > 1 . 

因为速度 t； 能够从零变化到 W, 声速能够从变化到零，所以马赫数 M 能 
够从零变化到无穷大. 

在使用马赫数的同时，或者说为了取代马赫数，还经常使用气体微元的 
速度与临界速度之比 


速度因子 


_ 卜+飞 V 

Vcr 一 V 7 - 1 V mnx . 


i ： A 称为速 度因子 .在 A 的表达式中，位于分母的 t； cr 在流线上各个点都是相同的， 
因为只依赖于滞止温度而滞止温度在绝热可逆运动中沿给定流线是 
+变的.容易狞出，速度 W 子的变化范 围是： 


0 ^ A ^ 


[TTT 

vT 17 !* 


用压强和滞止参置表我们来研究流线上的速度对压强和滞止参 fl 的依赖关系.为 
示的速度公式 此，取以下形式的伯努利 积分： 

— j _ 2 — p 0 /7 e (»-* o )/ c Pp (* T - l)/*T — V mfiX 

2 7-1 Po - 2 ， 

然后在方程的两侧都除以 v 2 m & x /2 , 再注意到 

Pc/: c (5-a n )/c p *(7-1)/7 
o t ^ ^ 


1) 相应参 fi 称为临界参堪.“临界” 一词也用来形容流场中速度为零或无穷大的点,但在气体力 
学中速度为零的点称为驻点或滞止点.——译注 


. 完全气体绝热流动的伯努利积分 


去+⑸ 


(7-D/7 


所以 


-⑸ 


(7-D/V 


(5.8) 


或者，根据（5.5)， 


v= . 2cpT* 


-⑸ 


(7_1)/7_ 


(5-9) 


公式 (5.9) 称为圣维南一文策尔公式，用于计算气体从 P = 〆，r = r - 的气罐 
经过喷管定常地流向压强为 P 的外部空间时的流速.不过，为了使喷管出口的压强确 
实等于给定压强 P , 必须把喷管做成专 f 】 的形状.这个问题将在下一节中进行研究. 

_ . a — _ 用类似的方法可以从伯努利积分得到压强、密度和温度的以 


p , 与滞止参量和 

马赫数的关系 


下 公式: 


=4-制 

/ v 2 ( 7 一1 \1/(7-1) 

〃=4-忐）-.(卜制 
r = «) =叶-诗 2 ). 

为了在这些公式中引人马赫数，我们把伯努利积分写为以下 形式: 

^ , a 2 V^ax 
2 7_1 一 2 • 

在这个等式的两侧都除以 P /2, 得 

i - 1 - izl^ 

岵 ax ' 丄丄丄一 7+ l A - 


7/(7~ 1) 


l/(7-D 


(5.10) 


现在，公式 (5.10) 可以写为 


P = P 




- A / 2 ) 


-7/(7-l) 





(5-H) 
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气流对物体的加热气流的温度随着气流速度的增加而降低.然而，如果在气流中 

有静止的固体,并且固体的初始温度与气流的温度相同，则固体 

将被加热. 

其实，对于空气 （7 = 1.句，固体表面驻点附近的温度为 P = 了(1 + 0.2 M 2 ). 
如果气流在距离固体较远的地方具有温度 T = -23 °C = 250 K , 则当气流速度达到 
声速 M 级 （M a 1) 时： T « 290 K ， 即驻点附近的气流温度比来流温度高 40° C . 当 
M = 3, r = 250 K 时，我们有 T * = 700 K ， 而当 A / = 5时有: T = 1500 K . 

在高超声速气流绕物体流动时，高温不仅仅出现于驻点.被扰流物体表面的实 
际温度分布既与气体的离解和电离过程有关，也与绝热性的破坏有关，因为黏性、辐 
射以及气体与被扰流物休之间的热交换都会导致过程不再是绝热的.当物体在气体 
中运动时，物体表面可能被剧烈加热，甚至达到熔化和汽化的程度.弹道导弹和航天 
火箭的头部在进人大气层卨密度区域时会被严重烧蚀，之所以没有被全部烧掉，仅 
仅是因为它们在这样的条件下只在大气层中运动很短的时间.物体在大气层中作商 
超声速运动时会被剧烈加热，如何克服这种不良效应的问题是空气动力学的基本问 
题之一，它关系到飞行器材料的选取和外形的设计. 

另一方面，^ T - « 290 K 的静止空气被吸人卨速 K 域时，能够得到非常低的温 
度 T , 例如3 A / « 5时，气流中的空气会被极度冷却，甚至发生液化. 

我们现在证明，只要定常运动的速度足够小， v 2 / t ^ ax 《1，流 
体的可作•缩性对压强和密 度对； 速度的依赖关系就只4.微弱的 
首先翻，当运动速度很小时，由不哪缩流体公式 


P = P - Po 


和完全气体绝热可逆运动公式 


p= ， d) 




(5.12) 


分别汁算出来的压强是足够接近的.为此，我们把表达式 (5.12) 按照参数 t， 2 /< ax 展 
开为泰勒级数，再利用= 2a* 2 /(7 - 1) 和 7PV ， = V 2 , 得 

y ( _2 _ • 

. , 7 V 2 7- 1 \7- 1 _ ) V 4 

P = P ' 7^"^ 2! 七 … 


=p - — 


»>肖气流中有激波时 ，请 在穿过激波的流线上保持不变（见15页). 


§6. 可压缩性对流管形状的彩响•拉瓦尔喷管的基本理论 


由此可见，对 T 可压缩的完令气体和密度等于气体滞止密度的不可 / K 缩流体，压强的 
差别是 M 级为 P ^/ Sa ^ 的小董. 

如果 v 2 / 4 a ^ 2 ^ 0.01，即如果 t ; < (275,则上述差别的量级仅有1%.这样，如果 
a * % 340 m / s , 则在速度 t ; < 68 m/s = 245 km / h 时，按照不可压缩流体公式和可压 
缩气体公式计算出来的压强的区別不到1%. 

类似地，对丁•密度将冇 


P , 1 v . 

7 = 1 一 + …. 

容易检验，当 t ； < a 75 时， p 与 〆 相差约2%.于是，如果认为气体是不可缩流体， 
则在同样的速度 r = ^/5下，压强的误差为1%，密度的误差为2%. 

在20世纪初，空气动力学基本上只研究不可压缩流体.现在，3飞机的飞行速 
度达到并且大大超过声速时，考虑可 m 缩性就具有 头等® 要的意义. 

与此同时，也+能认为在1； < 68 m/s 时都可以忽略介质的可压缩性， W 为这个 
结论是根据气体运动的伯努利积分得到的，而伯努利积分佟矽军帘毕矽蜱茸.如果 
气体的运动是非定常的，可压缩性在很小的运动速度下就已明 •《. 地•表•现出来. 
例如，在声波的传播过程中，气体微元的运动速度很小，但是这时所有主要的效应都 
与介质的可 ft : 缩性有关. 


§6. 可压缩性对流管形状的影响•拉瓦尔喷管的基本理论 


现在研究可压缩性在气体定常运动时对流管形状的影响.我们假设流管是细长 
的，从而吋以认为运动特征 M 在每一个横截面上的不同点都是相同的，并且气体微 
元的运动速度垂直于横截面.设 S 是流管的任意一个横截面的面积. 


不可压缩流体运动中 
的流管的形状 


对于均匀不可压缩 


流体，根据连续性 
方程可知，流管的 
质 M 流 W 和体积流 M 都是常 M . Pl = p 2 , 
v x Sy = v 2 S 2 = vS = const , 即 


S = 



所以速度越卨，横截面越小.该函数图像 
是双曲线（图 22). 



图 22 . 不可压缩流体运动中的流管的横截面 
面积对速度的依赖关系 


可压缩流体运动中的 
流管的形状 


如果流体是可压缩的，则只有流体的质量流量沿流管保持不 
变， p x V l S x = P2 v 2^2 = = const , 即 


S = 





( 6 . 1 ) 
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阁 23. 对 v 的依赖关系 
取决于流速是否超过声速 



m 24 . 完全气体绝热可逆流动屮的 
流符的横截曲面积对速度的依赖关系 


可压缩流体的密度依赖于速度.对于完全气体的绝热可逆流动，我们有 



4-去广 


只要把这个表达式代人 (6.1), 就得到依赖关系 S = S(v): 


S = 


const 




( 6 . 2 ) 


由此可以求出流管的形状 1 

对于任意可压缩理想流体的任何运动 （一 般不是绝热运动)，我们通过另外一种 
形式来阐述流筲形状的问题.为此，我们用以下方法来计筲 d (^). 取定常运动的欧 
拉方程在流线上的投影，得 

vdv = = -a 2 —^ 

P P 

式中 ^ = dp/dp 是沿流线计算的.对于绝热运动， a 就是由 yJ{dp/d P ) a 定义的卢速. 
在一般情况 K，tt a 不等千声速，但是它在对非绝热运动的以下讨论中起着声速的 
作用.于是，沿流线成立 

vdp = — A / 2 pdv , (6.3) 

式中 M = v / a . 对于非绝热过程，这里引人的数 A / —般不等于由比值 v/V 0 P/dp), 
定义的马赫数.从 （6.3) 直接可得等式 

d (/ w ) = pdv + vdp = p(l — M 2 ) dv. 

可以看出，随若速度的增加 （ dv 〉0)，量 w 在亚声速流动中增加（这时 t ; < v / d ^, 
M < 1), 在超声速流动中减小（这时 V ：> y/d^/dp^ M > 1). 显然，在 I ； = y/&^Jd~p 
( A / = l ) 的点，最 W 具有最大值（图 23). 

这里略微改变了原文的行文顺序，使逻辑关 系更加 淸晰.——译注 
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幻(1> 


(b) 


图 25. 可压缩流体运动的流管 


图 26. ( a ) 拉瓦尔喷管 ,（ b ) 简申喷竹（收缩喷管) 


根据公式 （6.1) 和 pi ； 的变化特点可以得到一系列重要结论.在亚声速流动中 
(M < I ),流管的横截而随矜速度 t ； 的增加 ifri 减小，随着速度的减小而增加，这与不 
可压缩流体的情况相同.收缩流管中的亚声速流动所能达到的最大速度就是声速. 

在超卢速流动中 ( A />1), 如果流速沿流管增加，则 ㊇ 减小，流宵扩张.相反，如 
果流管扩张，则其屮的超声速流加速运动.如果超卢速流沿流管减速运动，则 W 增 
加，横截面减小， W 此，超声速流在收缩符中减速运动.我们肴到，流管的特点对亚.声 
速流和超卢速流截然不同.所得结论对仟何理想气体的仟葸定常运动都成立. 

对丁完全气体的绝热可逆流动，流管横截面面积 S 与速度〃的关系由 （6.2) 给 
出，见图 24. 曲线 S ( w ) 有2条渐 近线: t ; = 0和 v = v max . 

^ 醜獅 m 麵醜純声舰动賊小，在辦速流动段 

增加，并 ft 流管在 Af = 1的地方具有最小的横截面面积 
(m 25 ). 我们在设 u •用来把亚卢速气流通过绝热过程加速为超卢速气流的喷管时需 
耍考虑这个结沦.这样的喷管称为拉瓦尔喷管，它具有收缩段、最小横截面（喉 部) 
和扩张段（图 26( a )). 

只冇收缩段的喷管称为简中.喷管或收缩喷筲（阁 26( b )). 气流在绝热过程中流 
过简单喷饩时能够达到的最大速度就是声速，这个速度是在 M 小横截面的地方（即 
喷管出达到的.简单喷讶和拉瓦尔喷管在丄程中有广泛应用，例如，拉瓦尔喷管 
是火箭发动机、超声速风洞等设备中必有的部件. K 面将更详细地研究简单喷管和 
拉瓦尔喷筲中的绝热流动. 

27( a )). 

嶋压强 Pq 称为反压. 流动特 征触輕 出 n 瞧记 作 〆 , 〆 ， 
V ., 在气罐内距离喷管较远处的值记作 〆 ， 〆 ，了％ % 并且认为 v = 0. 如果 p •二 
在喷管中就没有气流.如果反压 p Q 略小于 〆 ，气体就开始流动. 

当气体与环境之间没有热交换时，气罐内的温度 7- 和压强 〆 保持小‘变，我们 
来建立此时气体流过喷管时的质 ft 流 M G = pvS 对压强比 p 0 / p * 的依赖关系.如果 
Po / P * = 1，则 C 7 = 0 ( 阁28中的点 4) .当 p 0 / p - 略小于1时，喷管中出现亚声速气 
流，速度在喷管出口达到最大值.这种流动情况应图28中的点 R 当 p 0 / p - 继续降 
低时，出 U 速度增加，流量也增加，但气流仍然是亚声速的.最后，当压强比达到某个 
值 Ip " =〜/ 〆 时，出口速度等于当地声速 V = v cr = a CI >. 我们来计算在 t / = 


简单喷管中的流动 
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当简单喷管出口速度达到声速以后，喷管内的流动情况不可能因为反压 Po 的变 
化而发生变化，这在物理上有一个简单的解释.其实，反压的微小变化是一种小扰 
动，小扰动以声速沿介质微元传播.但是喷管出口的 
气体微元本身就以声速运动，所以扰动只会被气流带 外 

走而不可能进人喷管内部.在临界流动状态下，喷管 Ay=i 

内部的气体微元“不知道”喷管外部的情况. 

然而，反压的变化将影响喷管圩®的气体运 / ! V 

动. 随着％ 的降低，在喷管外部的 a 由 k 流中，气流 / j ^ 

能够成为超声速的，但不再是均匀的（速度在射流横 _ L _ ■ ' 

麵上的分細不购) . Pa/r p,p， 

现在研究气体经过拉瓦尔喷图 29 .绝热可逆流动的质量流密 
拉瓦尔喷管中的流动狐气罐中流出的情况 （AL «外沿流线对 P / 〆 的依赖关系 

图 27( b )). 在前面一种情况中使用过的所有记号都 

保持不变.对于连续的绝热定常流动，利用流线上的 . 

基本关系式 (5.8), (5.7) 和状态方程 ! 


P ct /P. p/p* 

围29.绝热可逆流动的质貴流密 
mpv 沿流线对 P /〆 的依赖关系 


(专 r ， 


我们把质 a 流密度^的表达式写为比值 p / p - 的闲 
数： 





(7-1J/V 


( 6 - 6 ) 


图29给出了 w 对 p / 〆 的函数阁像.显然，流线 
上 M = 1 ， p = p „ 的点对应图像中的最大值点.曲-^- ^T 

f 九半古段^气亚声速流动 ( 从< ^ 速度和压强沿拉瓦尔喷管 

半段对应超声速流动 （ A / > 1, p < p cr ). 拉瓦尔喷管管轴的分布 
的每一个横截面都对应着曲线 W = /( p / p *) 的一个 
确定的点，沿喷管轴线的每一段位移都相当于按照确定方式沿这条曲线移动. 

地研究拉瓦尔喷管内的流动.喷管中这样的流动状态称为理 
论流动状态，而这种条件下的喷管称为理论喷管.我们关心 
的是压强和速度沿管轴的分布（图 30) 和喷管流量 G = 对 Po / p - 的依赖关系有 
何特点. 

当 p „ =，时， 在拉瓦尔喷管中没有流动 ， G = 0 ( 图28中的点 A ). 如果略微降 
低反压 p 。， 在喷管中就开始出现亚声速流动，流量为 G (例如图28中的点 S ). 图30 


气体在拉瓦尔喷管中 
的理论流动状态 
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(曲线1一。给出了速度 V 和压强 P 在这种情况下沿管轴的分布.最大速度和最小 
压强是在拉瓦尔喷管的最小横截面 i ： 达到的 • 沿管轴向喷管出口 方向的位移相 

，于在 W 曲线上从某一点6移动至 S min 的对应点 c ， 然后再从点 c 反方向移动至 
的对应点 rf . 继续降低反压，在喷管中还是亚声速流动，但流量 G 更大一些（例如 
图 28 中的点 £；); 图30中的曲线2 — 2' 是速度和压强沿管轴的分布 曲线. 与前面类 
似，沿管轴的位移对应养沿 W 曲线亚卢速段的移动（图 29 )，只是向上移动的终点9 
高于点 c . 

最后，当反压进一步降低至某个值时，速度在喷管最小横截面 S min 上达到声速 
v = a = v cr ， 时压强 p = (图30中的曲线 3—3' 或3_4',图28中的点 D ). 沿管 
轴的位移对成着沿阁29中的曲线的移动，这时终点 g 位于 Af = 1 的点.在拉瓦尔喷 
管喉部之后，横截面开始变大，而 t ; 或者逐渐减小，或者逐渐增加，并且速度减小的 
情况对应笤图29中的 w 曲线的亚声速段，速度增加的 tf ! 况对应若该曲线的超声速 
段.相应地，这时) " K 强沿管轴或者逐渐增加到出口压强的（图30中的曲线3—3')，或 
者逐渐降低到出口压强 Pi (图30中的曲线3— 4'). 如果 pi < P <的，则（当 S c / S mln 
闶定时）气体在喷讶内的连续的理论流动状态是不可能的. 

当 Po 时，喷管中的流动全部是亚卢速的；当％ = Pi 时，在最小横截而之 

前是亚声速流动，在般小横截面之后是超声速流动，并且喷 ff 出口的超声速速度< 
具有确定的 m . 我们指出，对于给定的喷管，如果不改变气罐中的气体参贵而仅仅改 
变环境压强抑，就不可能得到具有不同出口速度的另外一种超声速流动状态.当气 
流的滞止参 M 不变时，为了得到小'同的超声速流动状态，必须使用出 n 横截 面与烺 
小横截面的面积之比不同的 其他 喷管. 

torn v ' ^ p 0 > 贝 1 拉輝 . i 仑 
流动状态 • 〆 < p 0 的喷管称为过赚喷管， 〆 > p 0 的喷管则 
' ' 称为不完全膨胀喷管.对于前者，气流应当在外部介质中进 

一步减速，从出【]喷出的0由射流发生 收缩； 对于后者，气流应当进一步加速，自由 
射流发生膨胀.如果一个喷管对于给定的 Po / P - 是非理论喷管，则气体从喷管中流 
出时不 W 具有-维运动的件质，并且在气流中会出现激波.当 p 。< pi 日九激波出现 
于喷管出 U 以外的气体射流中，而当 p' 4 < p D < p ' 3 时，激波出现于喷管以内喉部之后 
的超声速段.对于任何 po < Pi 的情况，喷管的形状和气体在出 n 以外的运动都会导 
致喷管中的气流不再是一维的和连续的. 

3气流速度在拉瓦尔喷管的 a 小横截面上达到声速之后，喷管的流量将不再随 
着 P 。 的进一步降低而变化.这时的流 S 值等于= p cr v cr s min (51 (6.5)). 极限流 
量只依赖于滞止参量和最小横截面面积，这与简单喷管的情况是一样的.当滞止参 
M 给定时，给定的喷管具有确定的最大流 M , 气体不可能以超过的流董通过喷 
管.为了根据给定的流 M 和气体在气罐中的参童来设计喷管，需要对 S min /5e 
进行选择. 


§7. 定常运动的积分关系式对有限物质体的应用 


可调喷管我们指出，如果要求经过喷管的气体流量在气体的滞止参 a 改变时保持 
不变= const ), 则喷管一般应具有可调节的喉部，即 S mi „ 应当是可 
变的.根据 (6.5) 可得，在 G cr = const 时应有 p m S m \ n /\/ f * = const . 

如果滞止温度增加（给气罐内的气体加热)，但 p * = const , 就必须扩大喷管的喉 
部.出 7- = const 时， p * 可能因为损耗而降低（熵增加)，这时也必须扩大喷管的喉 
部.如果由外部条件给出的流 M 无法通过喷管.气体就不可能定常运动，这时在气流 
中 町能出 现剧烈振荡. 


§7. 定常运动的积分关系式对有限物质体的应用 


在第三祆和第五饫中，我们对任意的有限物质体表述了力学和热力学的基本积 
分关系式.当运动连续时.这些积分关系式等价于相应的基本微分方程， rfn 当运动不 
连续时，利用这些关系式可以得出强间断面条件. 

积分形式的动力学关系式和能 S 守 W 定律可以表述为第七章的方程 （4.4) 一 (4.7)， 
我们现在考虑这些积分关系式的一些©要应用. 

设 V 足物质体，即山给定介质的物质点组成的运动的有限儿何体，它全部位于 
空 M 中的有限 K 域内； K 是静止的控制体， K 表面为封闭的控制面 s . 此外，我们假 
设物质体在所研究的时刻《与空间中的静止控制体 m 合，而物质面 p 此时 
与静止控制面 E 亟合. 

根据第二章的一般公式 (8.10) 可知，在率 f 运动的悄况 F ， 物质体积分 1〉 的随 
体导数在任何时刻都可以表示为控制面 e 面积分. 


定常运动的基本积分 
关系式 


闪此，对于在任何介质中发生的伴随有任何物理化学过程的 
任何定常运动，对被控制面5:包围的任意控制体 K 可以使 
用以下积分关系式 2) : 


以后将认为，如果被积函数在对某种“流”引人理想化假设时具有奇异性，则所研究的体积分 
是收敛的，并且具冇有限值. 

2 > 即使不引人物质体的概念，也可以直接利用控制体和控制面来表述物理学中的基本守愤定律. 
例如，利用静止的控制体 K 和控制面 E 可以把质景守恒定律 表述为 



即控制体内的物质质量对时间的变化率等于单位时间内通过控制面流人控制体的物质质 fl 与从控 
制面流出的物质质最之差.根据导数的定义，因为所取控制体是静止的，所以 


去 tf pdT 0, 

V V 


从而在定常运动中成立关系式 (7.1). ——译注 




图 31. 控制面示意图 图 32. 射流冲*平板 


质 fl 守恒方程 


pv n da = 0, 


(7.1) 


动 fit (冲 锹） 方程 


pVV n d(T 


FpdT+ / p n da, 


(7.2) 


动 M 矩方程 


J p(r x t ; 4 - k ) v n da = J (r x F + h)pdr + ^ (r x p n + Q n ) da , 


(7-3) 


能 M 方程（热力学第一定律) 


J + = J (厂 v + + / {p n -v-q^)da. 


(7.4) 


所有记号都是常用的，洋见前文.关系式 （7.1) — (7.4) 主要应用于这样一些情形，这 
时只要适当选取控制面 S 就可以准确地或近似地计算出面积分,或者把面积分通过 
已知最或待求量表示出来，于是(7.1)-(7.4)就成为用来确定待求景的方程或公式. 
封闭的控制面 S 可以由若干个封闭曲面组成 , E = E 0 + 5^ + .. •(图 31). 

在控制体 K 内部和某些曲面&上，介质的定常运动和物理过程可能极其复杂. 
例如，可能有化学反应、燃烧和各种相变，可能有多种外力的相互作用，等等.为了 
计算面积分，在全部或部分所选控制面上可以利用某些渐近表达式或假设.所以，仅 
仅根据控制面 E 上的给定的或假定的运动，就可以利用关系式 （7.1)—(7.4) 来计算 
合力或总能量流.下面举例说明一些典型应用. 

妍 的 在冲击平板之后，流体沿平板流动.设人射射流的腿 p 0 、密 

度外和速度％在距离平板较远的横截面 S 上均匀分布并具有给定的值，而速度矢 
量％ 与平板之间的夹角为为简单起见，我们忽略流体的黏性和重量，但是在一 
般情况下考虑其可压缩性.在图中所示的射流自由面和上，我们有边界条 
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件 p = P 。， 式中 P 。 是 f 旱，即环境介质的压强，而•按照问题的条件，它也等于入射射 
流在横截面 S 上的压 《.• 

对于任意的封闭曲面 a 有一个经常用到的 公式： 


Po nda = 土 / (备令 + 窨 fc ) 和= 0’ 


(7.5) 


式中 n = n x i + n y j + n z k 是曲面 Q 的单位外法向或内法向矢 M ， Vb 是 U 所围 K 域. 
射流对平板的作用力垂直于平板，其大小为 


式中 P 是被流体 覆盖的 那一部分平板表而.取垂直于平板的方向为: r 轴方向.如 
果认为平板的另一侧（不受射流冲击的一侧 ）£•• 上的压强等于那么，根据平板 
两侧 E -+ E - 的压强分布，作用在平板上的合力 P 的大小显然可以表示为 


= Jpdcr - J p 0 da = j(p- p 0 ) 


我们现在指出，如何利用积分形式的动 ffl 方程 （7.2) 来计算这个力.如图32所 
示，取封闭曲线 ABCDEFA 所代表的曲面作为控制面5：，包括射流的横截面5,被 
流体搜盖的平板表面 CD ， 射流的自由面 4 B ， FE ， 以及沿平板流动的流体的截面 
(图32中的•和 ED\ 并且在该截面上，流体的速度平行于平板，而压强则等于自 
由面上的枨强 p /). 

根据 （7.5) 和公式 p n = 一 pn, 式中 n 是相对于流体的单位外法向矢 M ， 关系式 
(7.2) 给出 


pvv n dtr = 


- j(p - Po) n 
E* 


W 为在控制面 E 上，只有在被流体覆盖的平板表面 CD 上才有此外，除了 
截面火 F ， SC •和 ED ， 在控制面的其余部分都有 W = 0 ,而在上有 w - ％ 
v x = v 0 sina, 在 BC 和 ED 上有 = 0,所以 

P = /? 0 i ； o^sina = Gv 0 sina, (7.6) 

式中 G 是射流的质量流量.公式 (7.6) 给出射流对平板障碍物的动力学作用力.这 
个力与射流速度的平方成正比，它与人射射流的动量矢量的大小和方向在射流冲击 
平板时发生变化有关.公式 （7.6) 适用于具有任何形状的横截面 S 的理想流体射流. 


在这里和下文中，通过精确计算得到的相应极限值在理论上只有在远场才能达到，但是我们 
总是可以在有限距离的截面上进行近似计算，同时认为由此带来的误差在极限情况下等于零. 
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不可压缩流体平面射现在更详细地讨论一下不可压缩理想流体平面射流的情况 • 
流对平板的作用 这时，只要对单位宽度的射流应用流量方程、动景方程和动 

最矩方程，我们不但能够得到对单位宽度平板的作用力，而 
且能够得到其他一些关系式. 

流量方程给出 U 


plv 0 = pliV 0 + p /2^0, 或 / = /i + h, 

式中/，分別是射流在横截面 AF ， SC 和 ED 的厚度 • 
动最方程在沿平板方向的2/轴上的投影给出 



或 





由此可知, 



我们用 h 米表示从射流中心线与平板的交点 O (见阉 32) 到力 P 的作用点的 
距离.对点 O 的动£1 矩方程 (7.3) 在 fc = 0, F = 0, h = 0, Q fl = 0时给出幻 


Ph = 



4- o 2 . 


如果取 C = plv 0> 则利用最后-个等式和公式 （7.6) 可得 3) 


h = 


l 2 2-l 2 l _h~ 


2 /sii 


2 sin a 


— cot a . 


闪此，在所研究的问题屮，利用一般的积分关系式不仅能够 il •算合力 P， 而且能 
够计剪这个力在平板 1:. 的作用点. 

设有一興展无限大的半尤穷长平板以水平速度％和倾角《在水面上常 
速滑行， T 板的一 端始终与水面接触.物体欣部在水而上的这种泔行运 
动称为滑水.如图33所示， 平板与 水面接触的一端用点 B 表示，这足一条垂直于示 
意阁平面的水平且线，该直线在所研究的情况 F 垂直于滑行速度矢 M. 

我们来研究水相对十平板的定常平面运动，这样的运动在平行于平而即的所 
有平而内都足相同的.水的这种相对运动就是相对于平板的阇连坐标系的运动.设 
水底是平的，我们用//表示水底在平板之前的深度（图 33). 为简单起见，我们忽略 
«力，并认为水是不可压缩理想流体.按照条件，在平板前方和后方很远的地方，水 
在绝对运动中是静止的，在相对运动中则具有水平的常速度％ (其方向为从右向左， 
见图 33). 在相对运动中， ft 由面 AZ? 和 DE， 被绕流的平板边界 BC； 和水底 GF 在 


2 > 由伯努利积分可知，截面 0 C 7 和 £： D 上的速度值为％.——译注 

2) 这里利用了类似于 (7.5) 的公式 J Po rxnda = 0, 式中是任意的封闭 曲而. ——译注 

3 > 显然，射流对平板的作用力具有&平板绕点 O 向垂 S 于射流的位罝旋转的作用.一译注 
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图 33. 平板滑水 


xy 平面卜.都表现为流线.假设由面 i ： 的压强(大气压）是常量.当液体 的市量 
被忽略时，从伯努利积分可知，自由面 L : 的相对速度的大小保持不变. 

在平板滑水端的前而，水沿平板流动并形成一层厚度彡很小的液膜，最终以射 
流的形式落冋水面.显然，液腴自由面上的速度值等于％，液膜中的速度值在较远的 
地方也等于 tv W 此，在平板滑水端前面形成的射流在相对运动中的速度等于滑水 
速度％，而在绝对运动中（这时平板前方无穷远处的流体处于静止状态）的速度在 a 
很小时近似地等于 2v q . 

选取笮位高度的柱体表面为控制面 S ， K 母线垂直于: ry 平面，底面平行于该平 
面，底面边界在邱平面 i •.由封闭曲线 ADCDEFGA 表示，并且截面力 F ， EG 和 
CD 位 T 足够远的地方，使得这些截面上的压强等于 Po , 而速度等于叫. 

从质姑守恒方程可知 


h = H — 6. (7.7) 

因为我们假设水是理想流体，所以水对平板的作用力垂直于平板. 取动褚 方程在 
x 轴上的投影（这样可以消去底面对水的作用力)，得 

pHvl - phvl + pSvq cos a = - Psina , (7.8) 

式中/ > 是单位宽度的平板所受作用力的大小， 

P = J [p-Po)da. 

从 (7.7) 和 (7.8) 容易求出 

P = pSvq cot (7.9) 

这个公式表明，水对平板的作用力与液膜的厚度5有很大关系.该厚度可以视为《， 
//和 /!• 的函数（见图 33). 

如果给定//和 / T ， 则相应问题的全部理论解表明，沿平板流动的液膜的厚度 

^ M 然，在应用积分关系式的时候，在相应方程中，对控制面 E 中平行于: ry 平面的两个截面的 
积分或者等于零，或者相互抵消. 
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在 a 很小时具有量级 a 2 , 所以作用力 P 在 a 很小时具有量级《 (因为在 a 很小时 
cot ( a /2) « 2/ a ). 

力 P 在运动速度的相反方向 Or 轴的相反方向）上的分力是阻力，在垂直于运 
动速度方向上的分力是升力.由公式（7. 9 )可知.阻力值尺和升力值4可以表示为 


R = Psina = p 6 v ^(\ + cos a ), 
A — P COS Q = pSvQ cot 令 COS Q 


(7.10) 


公式 （7.10) 不依赖于//，所以，在无限水深的情况下，即当// = oo, /I = oo, /i* = oc 
时，这些公式也是成立的.这时 ， M 6仍然是任意的，但是可以把这个童通过角 a 和 
浸水段的“长度” /表示出来 .M f 的定义已经在图33中明显地给出 • 

在实际滑水时，被绕流的平板表面上的黏性摩擦力导致滑水阻力增加近】倍，怛 
在 a 很小时可以忽略黏性摩擦力对升力 A 的影响.可以证明，流体重 M 的影响在高 
速滑水时是极其微弱的 1 \ 

设不可压缩流体通过博尔达管从一个很大的、在极限上无穷大的容器中 
W ^ 9 以射流的形式流出（阉 34). 我们认为充满流体的容器位于以 ABEG 为 
边界的全部左半空间，不计流体的重 ffl . 在边界上有一个面积为的小孔，其形状 
可以是任意的.在小孔内安装有一个足够长的柱形管 ED-BC, 这样的柱形管称为 
博尔达赀.在容器中距离小孔很远的地方，流体的压强为 Pl , 而外部空间中的压强 
p 0 < Pl . 流体在压强差 h - Pl ) 的作用下从容器向外部空间定常地流出，形成表面为 


控制面远离博尔达竹 

~ g] 


DN - CM 的射流.距离容器小孔很远 
的射流横截面的渐近面积记为我们 


― 

N So 

来计箅射流的收缩比，即比值5 0 /5. 

我们用表示不变的环境压强，用 
v Q 表示射流表面的相应速度.射流横截 
面面积在极限情况下等于 &， 这时横截 

— - 

■4、 

1 

1 

1 

1 

一 J 



面上的压强也等于； V 对不可压缩流体 
射流中的任何一条流线应用伯努利积分， 

胃 …2 


图二— 流体从博尔达管流出的示賴 = P 0 十誉 （7 .⑴ 


式中 P 是流体的 密度; 这里认为，容器中 
的流体在距离小孔很远的地方在极限上具有压强 Pl . 

为了求出射流的收缩比，我们取虚线所表示的曲面（见图34)、博尔达管管壁、 


^ 参见： CeAOB Jl. H. ri/iocKHe 3a.aaMM rwiipoiiMHaMMKH h aopoiiMHaMMKM. Mockb&: rocTCx- 
H3AaT, 1950; 3-e H3A. MocKBa: Hayna, 1980 ( 俄文第一版的英译本： Sedov h. I. Two-Dimensional 
Problems in Hydrodynamics and Aerodynamics. New York: Wiley, 1965). 书中给出 了滑水的平面 
运动问题在考虑流体重萤时的完整的解. 
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射流表面和横截面&组成控制面 E ， 并对它应用动量方程 (7.2). 在图34中，封闭 
曲线 ABCMNDEGFA 表示控制面 E . 利用等式 (7.5) 可以把方程 (7.2) 写为 


P J vv n dcr = - j {p- p 0 )nda. 


现在，我们将此方程投影于速度方向，即平行于博尔达管母线的方向.对于距离小孔 
无穷远的部分控制面，可以认为速度 v 趋于零，所以通过这部分控制面的动量流等 
于零.对于控制面 I ：上除了灸的其余部分，有 v n = 0. 又因为流体是理想的，所以 
可以写出 

Pv ^ Sd = - J ( p - p 0 ) cos ( n ， v Q ) da = - p 0 )5, (7.12) 

BAFGE 

这里使用了对封闭曲面 BAFGEB 成立的等式 


(Pi _ Po) cos ( n , v 0 ) da = 0, 


BAFGEB 


BAFGE 


(P\ - Po) cos ( n , v 0 ) da = 一 /(Pi 一 p 0 ) d ( 


从 （7.11) 和 （7.12) 立即得到 


Sq 1 
~S = ~2 


(7.13) 


因此，当不可压缩流体通过博尔达宵以射流的形式流出时，收缩比等于1/2.在 
-•般情况下（对于其他形状的喷管)，收缩比依赖于喷管的几何形状. 

对于由亚声速连续气流形成的射流，如果在射流表面 P = P () ， 则公式 （7.12) 仍 
然成立.在完全气体的情况下，可以把这个公式写为 


, Pi "Po _ ( Pi 1 

Po^o \Po J 7 Af 0 21 


式中 Mo 是截面 So 上的马赫数. 

现在需要用气体的伯努利积分代替形如 (7.11) 的伯努利积分.在 (5.11) 的第一 
个公式 中令 〆 = p lt A / = Mo , 由此可得 



7/(7-1) 


(7.14) 


公式 (7.14) 在 M 0 — 0时化为公式 (7.13). 
当 

p* V 


卜 (点) 


7/0Y-1) 
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. 定常运动的流体与被绕流物体之间的相互作用 


流管 E 0 上所受到的面力的合力，而矢 fl 是相应反作用力的合力，即流体对被绕 
流物体和流管的作用力的合力.类似的解释适用于对某个固定点的合力矩矢量 
一 M 和 Af . 

标 a 是单位时间内进人控制面 i ： 所包围的控制体 v 的总能量（包括机械 

能、热《和其他形式的能量)，减去单位时间内通过横截面&和 s 2 进人控制体的总 
能 M ( VT 是从该区域释放的总能 M ). 

按照定义，记为 r 的量是 f 箄单笮，即质量动能与质量焓（见第一卷第五章公 
式 （6.6)) 之和. * ' * * 

如果考虑重力，令 F = 则 


Fpdr = 


， j r x Fp&r = Jfr* 乂 g 、 J 


F-vpdr = g y 


(8.5) 


式中是控制体 V 中流体的质量， r •和 tT 分别是控制体中流体的重心的径矢和 
速度（密度在控制体 K 中的分布可能不均匀). 

在许多应用中可以认为 


dt 


从质 ft 守恒定律 （7.1) 得 


P\V x S l = p 2 v 2 S 2 = G, (8.6) 

式中 g 表示所研究的流管的质最流 a . 

根据条件，在 Eo 和被绕流的物体表面 E 2 ,... 上 v n =0, 所以动 fit 方程 
(7.2) 给出以下 公式： 


R = (Pi + Pl v l) S l^ - (P2 +P 2 U 2)^2~^- 


(8.7) 


在这个公式中，我们引人了单位矢量 Vl / Vl = - n , 和 v 2 /v 2 = n 2 来代替横截面& 
和 S 2 上的单位外法向矢0 ~和 n 2 . 要想考虑流体的重贵，根据 （8.1) 和（8.5)，只 
要在 （8.7) 的右侧加上横截面& 和& 之间的流体的重量即可. 

现在引人横截面&和灸的几何中心的径矢 n •和 rj ， 并且认为在 & 和灸上 
k = 0. 动量矩方程 (7.3) 给出以下 公式： 


M = (Pi + PiV ?)* S 1 


(P2 + P2 v \)S 2 


( 8 . 8 ) 


如果考虑流体的重量，就需要在 （8.8 ) 的右侧加上横截面&和 S 2 之间的流体所受 
重力的合力对流体重心的力矩（见 (8.5)). 如果外部对全部表面仏（在整体上对流 
管和射流表面）的压强 p 0 是常量，则根据前面的结果，在公式 （8.7) 和 （8.8 ) 中可以 
把巧和？ 2 分别替换为 Pl - P 0 和 V2 - Po D . 以后可以认为 Pl 和 p 2 等于总压，或 
, J 此时在只和 M 的定义中也应进行相应替换.——译注 



第八章流体力学 


者等于在某常压强 Po 基础上的增童 • 

最后，如果认为在 A 和 S 2 上扣= 0 (这是一个很自然的假设，并且容易考虑在 
A 和灸上 W 一 0的情况，只不过在很多应用中无此必要)，则能量方程 （7.4) 给出 
一个形式很简单的公式： 

W = ( i ; _ i - 2 ) G . (8.9) 

在这个公式中很容易单独考虑州的定义式所包含的重力的功（横截面&和 S 2 之 
间的流体的势能之差 Q ). 

于是，在 W = 0时有 K 对于完全气体,这个等式在展开后就是伯努利积 

分 (5.2). 在 W # 0时，所得方程是对更加复杂的介质才成立的； 7 冬伯 考鄄万 琴， 其 
中考虑了本来沿流线不变的能量常量因为流体向外部物体“释鈸” muw 而•发生 
变化. 

在一般情况下，公式 （8.6) — (8.9) 既适用于连续运动，也适用于在控制体内部有 
各种间断的运动.它们在工程流体力学中具有重要价值，是对流体机械在一维流动理 
论中进行各种计算的基本关系式和方程.显然，对于横截面 &和& 之间的有限质 
M •的介质，定常运动公式 （8.6) — (8.9) 与强间断面关系式 A 有相同的本质.当横截面 
A 和&完全相同并且无限接近时，公式 （8.6) — (8.9) 变为 If 坤脖关系式，因为根据 
前面所提假设，&和&上的速度垂直于相应横截面. 

在推导公式 （8.6) — (8.9) 时，我们矜经假设速度、密度和压强在流管的有限大小 
的横截面 A 和 S 2 上均匀分布.如果相应流体力学问题的稍确解满足这些假设，则 
公式 （8.6) — (8.9) 是精确的.如果根据梢确解或实验结果可知这些假设仅仅近似成 
立，则所得公式也是近似的，只不过在许多情况下，这些假设实际上是完全可以接受 
的.与此同时也需要注意1从实际应用的角度看，所有理论计算在本质上其实永远都 
是近似的.上述公式对无穷细的流竹总是成立的，这时不必对速度、密度和压强在 
横截面上是否均匀分布提出任何假设.在一般情况下，当运动特征量在横截面 A 和 
5 2 上的分布非常不均匀时，可以通 过对& 和 S 2 进行积分的形式写出类似的公式， 
这时必须把横 截面& 和 S 2 分割为诸多无穷小的微元和△&，然后对这些微 
元写出 （8.6) — (8.9) 的右侧表达式并求和. 

在寧舉流体的绝热定常运动中，如果 (V = 0,并且没有 闪为质 
fii ； 士功而出现的机械能流，那么，只要与流体接触的物体是 
静止的，理想流体中的面力（压强）在曲面和 E 2 ,... 上就不做功，于是 
从 (8.3) 可知，对每一个流管都有 W 所以，根据 （8.9), 在流线上成立以下形式 

D 原文如此，其实应当是单位时间内流过横截面 &和为 的流体的势能之差.因此，如果考虑 
流体的重最，则 

W ~ ^(*1 + ~ *2 - W )， 

式中彳和4 分别是横截面&和为的几何中心的高度.一译注 
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^十仏+色=^ +以+ 旦. (8.10) 

2 Pi ^ P 


在我们所研究的一般情况下，质 量内能 y ( p ， P ， Xn X 2 , …） 可能依赖于表征流体微 
元内部过程的各种力学参 ffl 和物理化学参 M Xu x 2 , •• •，这些参量一般是变量，可能 
沿流线发生变化.即使在控制体 V 内的流动中存在强间断——激波，等式 （8.9) 和 
相应的 (8.10) 也是成立的. 

由于黏性流体在被绕流物体的表面满足无滑移条件，所以面力在静止固体边界 
•..，还可能包括全部或部分曲面 E q ) 上不做功.然而，黏性内应力在自由边 
界（全部或部分曲面 Eo ) 上是要做功的，所以 W^O. 此外，在黏性导热流体中，州 
的值还依赖于流动中的热 fl 交换情况.因此，对于黏性流体中的微流管，等式 (8.10) 
的右侧在一般情况下应为包括形如 W/G 的一项，并&在该流管的流虽趋于零时有 
W — 0. 

对于横截面大小有限的静止的绝热闶体管道，只要黏性力在横截面&和灸上 
不做功（精确的或近似的结果)，就可以认为 W = 0. 

为了在实际中应用方程 (8.9), 我们再给出以 R 兑明. 


对外部能置流的一些 
可能的解释 


对于气体，经常可以使用公式 U = c v T + U 0 . 在有化学反应 
的时候，例如在燃烧过程中，在方程 (8.9) 中滿赵考虑差值 


U 2 — U l c V 2 T 2 — 4- U 02 — U (n 


以及可加常 fit u 02 - u 0l 的变化.参 tt &， X 2 , ••• 的变化导致内能变化，内能的相 
应变化 M 可以解释为内部化学能的变 化贷， 它等于化学反应的“反应热”.可以用类 
似的方法引人熔化能、汽化能、电离能等. 


»如果考 虑重力 做功的影响，流线 L 的能读方程就可以写为 


+ (/i + + gz x = + +(/+ ^ + 分 2, 


式屮川宇母 2 表 示商度 （2 坐标轴指向上方).这个方程实际上是能 a 方程的一个首次积分，町以称 
为能最积分.其实，对于理想流体在有势质 M 力场 F = grad 货中的绝热定常运动，利用连续性方 
秤可以把微分形式的能萤方稈写为以下 形式： 


+ 卜1) =0. 


因此，在流线2上成立能摄积分 


+C/+ = C7(_Sf). 

2 P 

于是，作为动最方程（或动能方程）和能龟方程的首次积分，伯努利积分和能里•积分都是沿流线成 
立的关系式.在文献中，这两个首次积分经常都称为伯努利方程或伯努利公式.一译注 
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在实际 T . 程计算中经常对气休使用内能公式 



并把化学反应和其他一些类似过程所导致的能 M 变化当做给定的外部能量流，这部 
分能 M 流通过方程 (8.9) 中的 fi W/G 表现 出来. 在这种便于应用的研究方法中，就 
本质而言，内部物理化学过程的作用被替换为给定的外部能董流. 


现在考虑几个重要的实例. 


在管道中运动的流体 
对管道的反作用力 


设流体在静止管道么)中作定常运动，管道一般是弯曲的 （阁 
36). 根据公式（8.7)，流体对管壁的反作用力的合力丑就是 
利用矢量 


一 (P2 + ■^ 和 （Pi + 

V 2 V \ 

构建起来的平行四边形的对角线.如果流 a G = p.v.s, = p 2 v 2 S 2 不等于零， Pi 彡0, 

P 2 > 0,横 截面& 不平行于灸，则必 
然不等于零.显然，流动方向的任何改变 
都会导致管喈上的反作用力的合力+等 
于零. 

从公式 （8.8) 容易看出，如果分別从 
横截面&和 S 2 的几何中心引出的垂线 
相交于点0,则流体对宵壁的反作用力对 
点 O 的合力矩等于 零〃， 这时可以把管 
道中的固定点 O 当做力 R 的作 用点. 

物体在柱形管中运动为 r i 卜算在无界流体中运动的物体所受到的阻力，首先研究 
时的无穷远条件 以常速度 t ; 在无穷长柱形管中沿平行于母线的方向进行平 

动的一个或一组物体（图 37). 流体的扰动依赖于物体和柱形 
道的形状、物体在管中的位 K 、 物体的速度、流体的性质（黏度、可 K 缩性等）以及 
流体未受扰动时的原始状态.为了解决这个流体力学问题，必须根据实验提出某些 
假设作为相应问题的附加的定解条件. 

如果物体的尺寸远小于管道横截面的尺寸，则在许多情况下可以认为，由物体运 
动引起的流体扰动在物体前方无穷远处在极限上完全消失，即运动物体前方无穷远 
处的流体处于靜止状态 2) . 这个基本假设在应用上和理论上都是可以接受的. 

”上述垂线一般不相交，所以流体对管壁的反作用力的合力矩-•般不等于零.一译注 
2) 对于放置在竹道中的物体，这个“自然的"假设在某些情况下是不可能的！例如，如果物体是 
静止的，但是物体 t 安装有能够驱动流体的螺旋浆,在物体前方就会形成 射流； 因此，不能认为流 
体在这样的“静止”物体前方处于静止状态，换言之，不能认为前方无穷远处的速度在管道横截面 
上的所有点都趋于零.在无界流体中不会出现这种效应，不过，如果有无限多个物体（例如翼栅), 
在无界流体中也可能出现这种效应. 
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阁 37. 柱形管中的阂体绕流示意图 


我们进一步假设流体的绝对运动和（在物体的固连坐标系中的）相对运动是定 
常的； 这在理论上表示，所研究的流体运动是极限情况下的运动，这时具有给定速度 
的物体已经在流休中运动了无穷长的时间，换言之，物体是从后方无穷远处运动到 
宵道中的给定位置的. 

定常运动假设使运动物体后方的无穷远条件变得复杂起来.乍一荇似乎可以认 
为，就像在前方无穷远处的情况那样，…物体引起的扰动在后方无穷远处也会消失. 
对流动阁案更加深入的研究表明，在所用流体模型的范围内，例如对理想流体而言， 
可以根据物体后方的不 N 无穷远条件求出各种受扰运动.在许多 E 要悄况下，与实 
验相对应的却 IF . 是流体扰动在物体后方无穷远处不消失的一些流动 阁案. 

在研究山流体内部的运动物体引起的流体受扰运动时，为了更加深人地理解这 
个问题的数学提法，我们首先在理想流体假设下研究当物体后方无穷远处没有扰动 
时物体所受阻力的问题. 

A #在发展下述理论时，考察流体对运动物体的相对运动更加方便，这 

^ 时要在流体和固体所组成的系统上#加一个平动速度，该速度与 

物体速度的大小相同但方向相反.经过这样的变换，流体从无穷远处流向静止的物 
体; 根据物体前方的无穷远条件，来流速度值等于物体绝对运动的速度值，方向则与 
之相反（图 37). 

M 然，流体屮所有的力和内应力在以上变换下都保持不变.根据伽利略 一牛顿 


原理， 对任何 流体模型都可以进行这样的变换，使得所有力的相互作用都保持不变. 
对于黏性流体，由于无滑移条件的限制，在绝对运动中静止不动的柱形管在上述变换 
后必须沿母线运动.对于理想流体，赀壁的这种运动对流体运动毫无影响，所以在变 
换之后仍然对以认为管壁是静止的.在通常情况 F ， 有限长管道的无滑移边界条件 
仅仅对管壁附近区域才有重要影响，所以对于放置在管道中心线附近的不大的物休, 
绕流时的上述近壁面效应并没有十分重要的实际意义. 

因此，一组物体以相同的速度在流体中匀速运动的问题可以替换为与之等价的 
静止物体绕流问题，只要让来流速度与物体运动速度相反即可. 

在实验观察中发现，如果存在不参与上述变换的其他一些物体，例如 
风洞水槽船 体的固体壁面上面两个问题就不是完全等价的于是， 
我们得到迪比亚 佯谬： 在原来静止的流体中运动的物体所受到的阻力不等于该物体 
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静止时因为流体绕该物体流动而出现的 阻力. 为了消除迪比亚佯谬，在模拟时必须 
消除（降低）无关物体的影响，这一般要求扩大实验装置试验段的尺寸 • 

因为介质的运动是定常的，被绕流的物体是不可渗透的刚体， 
5^222绕流的所以流线与轨迹重合，并且来 a 无穷远的流线在绕过物体后 
7 应当延伸至无穷远.为简单起见，我们在理想流体模哦 下考 

虑完全气体的绝热运动， 不计外 质量力.此时，在每条流线上都成立伯努利积分.设 
来流在无穷远处的密度^、压强 Pl 和速度％是常 a ， 于是可以把伯努利积分和绝 
热条件表示为以下两个等式： 


”4-去广 ， 


l/(7-D 


( 8 . 11 ) 


式中 


^max = 
2 


CpT* = t% 


(7-D/7 



)/c p 


参虽 r , 了•和在所有流线上都相同且保持不变，并且这个结论对连续运动和 
具有激波的运动都成立.只有当气体微元从外部获得在形式上不同于压强做功的能 
fit w 时，上述参 fi 才有可能发生变化.在所研究的绝热运动中，参 M 〆 仅在 W 为流 
线穿过激波而导致摘增加时才发生变化. 

我们来研究当0： — _ oc 和 : C — 0 C 时横截面&和&上的运动特征 M . 在从5: 
延伸到 s . 2 的所有流线上都成立等式 wi = tw x2 (7 T = rj ); 此外，在运动连续的 
流线上有 Pi = P 〗， 而在 穿过激波的流线上有 p 〗 < 

现在考虑横截面 s 2 上的流体运动.与实验结果相符的一个基本假设是，在物休 
后方距离物体很远的横截面 s 2 上，压强的分布是均匀的，所以 p 2 在&上处处相 
同.因此从 (8.11) 可知，如果流动是连续的，即如果在横截面灸上 pr 2 = Pi = const, 
则在 S2 L 有= const 和 p 2 = const, 并且流 Q 方程给出 


= p 2 v 2 S 2 . 


( 8 . 12 ) 


在物体前方和后方很远处，如果流体充满管道的全部横截面，即如果 A = 5 2 = 5, 
则从 （8.12) 可得 

p x v x = p 2 v 2 . (8.13) 


根据 (8.11), 沿每一条流线都容易把 pt ; 通过 〆 ， T ' t ; max 和 p / 〆 表示出來，所以从 
(8.13) 可知〖) ， P2 / P2 = P1 / P1 , 或者，因为 Pi = P 5, 所以 Pi = P2 , Pi =化，= v 2 .于 
是，如果假设柱形管中的绕流运动是连续的，并且在被绕流物体的后方没有延伸到 
无穷远的空腔，即认为 A = &，那么，作为压强均匀分布条件的推论可知，在位于物 
体前方和后方很远处的横截面&和6’ 2 上，所有流动参量都保持不变.这个结论是 

这里假设流动速度没有跨越声速，该假设在 S 远远大于被绕流物体的横截面面积时是成立的. 



图 38. ( a ) 柱形筲中的半无穷长固体绕流示 意阁； （ b ) 柱形管中的固体的基尔®夫绕流示意阉，在 
间体表面发生流动分离，在固体后方出现延伸至无穷远的空聍 


对气体的连续绝热运动得出的•， M 然，它邛不丐毕嗶蜱垮呼#毕卒. 

W 此，从公式 （8.7) 衍 . 

R = 0 . (8.14) 

^没有外质力时，力 H 是流体对被绕流物体的作用力《!和对柱形符壁面的作用 
力的合力， 

R = R\ + R-2- 

公式 (8.14) 对于任何形状的柱形管都成立，只要在无穷远处 A == &. W 为管道是柱 
形的，所以从理想流体假设可知，作用于管壁的力只 2 垂直于管道的母线或中心线， 
即垂直于无穷远处的来流速度.所以，从 （8.14) 可以得到以下重要 结果： 

尺1 丄 Vqo, (8.15) 

因此，我们在所采用的问题提法下证明了，在流体绕位于其内部的静止物体定 
常流动时，流体对物体的作用力的合力可能不等于零，但是这个力一定垂直于來流 
速度 Voo = Vl = t ; 2 . 换言之，升力可能不等于零，但是被绕流物体所受阻力的合 
力等 于零. 

这个结论称为达朗贝尔佯谬，因为它与实验结果有矛盾，在实验中总可以观察 
到 阻力. 达朗贝尔佯谬琴冬毕 T 率#晖卑印竿罕，淳荦 f 缉皁咩：碓砰旱 f 增哕，窣 

流是定常^淦译夺:备命命方 x 务旱»»»__，•卒»芎方 

去去压 38( b ) 爺样 

• •V 參 ♦參 參籲 參參籲 

穷远的空腔). 

尽管在流体中常速运动的物体不受阻力的结论乍一看完全不符合实验结果，但 
是如果注意到，当来流速度和被绕流物体的体积都保持不变时，在实验中可以通过 
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图 39. ( a ) 流线型物体在对称绕流时受到很小的 图 40. 固体绕流示意图 ••（ a > 存在尾涡 
阻力， （ b ) 流线型物体在北对称绕流时受到升力 区， （ b ) 存在充满气体或静止液体的空腔 


把被绕流物体做成流线型的方法来大大降低阻力（图39)，就可以认为上述结论与实 
验结果相差不远.为了保证流动的连续性，为了保证在绕流过程中在物体表面不出 
现类似于阁 38( b ) 所示的流动分离，被绕流物体必须具有流线型外形.与非流线型 
物体相比，例如与球体相比，流线型物体的阻力小上百倍.然而，当具有不可渗透的 
静止表面的物体被空气或水绕流时，阻力不可能完全消失， W 为在物体表面存在切 
向应力一由黏性引起的摩擦力.只有在没有黏性的超流体中大概才会出现流线型 
物体完全不受阻力的现象 1 

我们存:前面从理想流体在柱形宵中绕物体定常流动的问题中得到了达朗贝尔佯 
谬 (8.15), 这个基本结论勻管道横截面 S 的形状和面积都无关，例如在圆柱形管的悄 
况下，该结论+依赖于筲道半径.在管道半径趋于无穷大的极限过程中，公式 （8.14) 
和 (8.15) 仍然成立，所以，对于无界流体绕一组物体的连续定常流动，只要流动特征 
W 在距离物体无穷远的地方是均匀的，就成立达朗贝尔佯谬，它是同样一组物体在 
柱形1?中的绕流问题的相关结论的极限. 

达朗贝尔佯谬是对任何一组物体提出的.在若干个物体的绕流问题中，不能认 
为流体对每一个物体的作用力在来流速度方向上的分力都分别等于零.我们强调， 
我们仅仅证明了一组物体所受到的合力在平行于这组物体的共间平动速度的方向上 
的分力等 于零. 

我们还指出，在证明达朗贝尔佯谬时一般不用假设流体的运动是有势的，也不 
用假设在流体屮不存在充满气体、蒸气和静止液体的有限空腔（见图 40). 

显然，在类似于如阁40所示的理想流体定常绕流问题中，单独一个（或一组）物 
体所受阻力的合力等于零.因为从一般方程 (7.2) 显然可知，如果在一个区域的边界 
面上 W = 0,则物体和流体对该区域的作用力的合力等于零.例如，作用于图40中 
的封闭区域 ADCDEA 中的运动流体或静止流体的合力等于零 2 ). 


超流体具有一些非同寻常的特性，例如超流氦的黏度比液氦的黏度小很多个量级，关于超流 
体的基本理论，可以 参阅： n . n . 朗道， e. m. 栗弗席兹. 流体力学（第五 版). 李植译. 北京： 高等教 
疗出版社, 2010. 第+•六章.张鹏.王如竹.超流氦传热. 北京： 科学出版社, 2009.— 译注 
2) 在相应流动中，如果流体的速度在这个区域中的某些点达到无穷大，则应假设表示流体动萤 
的积分在该区域中收敛. 
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半无穷长物体绕流的有限大小的物体在理想流体中的阻力尺 r 还总是可以用以下 
达朗贝尔佯谬 公式进行 计算： 


Rx = J(p - p 2 ) cos ( n ^ 


(8.16) 


式中 是物体表面， n 是流体所占 K 域的外法向矢 fl ， p 2 = const 是任何常压强，我 
们在下面将认为 p 2 等于物体后方无穷远处的压强. 

如图 38( a ) 所示，如果物体表而 E 延伸到无穷远，则在不计 流体重 ■的情况下， 
对于不可压缩 = p 2 = p ) 理想流体在柱形管中的绕流运动，物体的阻力满足 
公式 


R : = ^) 2 . 


(8.17) 


其实，就像前面那样，我们认为被绕流物体前方无穷远处和后方无穷远处的流动都 
是均匀的平动，在后方无穷远处的压强为 p 2 , 速度为 t ; 2 , 但后方流体横截向面积的 
渐近值 V < &从连续性方程可知 u / = v 2 S .、 所以巧> Wl . 从伯努利积分得 

^ ^ p (^2 - ^?) 

Pi -P*2 =-2- ， 

由此吋知 p 2 < Pl . 利用 （8.16) 和 （8.7), 我们有 

u _ „ \c* I ru ； -■ 、_ pS 、 v'2 — ^*1) . „c*.. 、 


= (Pi - P2)S + G ( v v - v 2 ) 


+ 咖 lbl -〜）， 


而这就是公式 (8.17). 

现在，我们用表示表面为 E 的被绕流物体的横截面在后方 X 穷远处的极限 
面积（横截面垂直于速度 Voo ). 利用等式 


可以把公式 (8.17) 改写为 


, = 5-5* = 5^1-^-^ 
= -|5 0 t; 2 (t; 2 - vj. 


(8.18) 


由此可见，当管道无限扩张时 v 2 — 于是仅在 5 o - oo 时才可能不等于零. 
如果已经给定有限值知，则在极限情况下对这样的半无穷长物体成立达朗贝尔佯谬， 
即 

«x = 0. (8.19) 

M 然，这个结论对于向前延伸到无穷远的半无穷长物体被无界流体绕流的情况也是 
成立的. 

为简单起见，考虑不可压缩流体的情况，并且相应流动是在 
竖直放宵:的柱形管中进行的.为了明确地表述问题，我们只 
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研究一个物体被绕流的情况，并认为该物体在管中常速上浮；相应地，当物体静止不 
动吋，来流速度指向 下方. 如果有一个重量可以忽略的气泡附着在物体后面，流动的 
一般状态就会变得复杂一些（图 41). 

这吋，方程 （8.7) 在考虑重力并在2轴投影后给出公式 

Rz = -(Pi + P^\)S + ( p 2 + pvl)S 一 Mg 、 (8.20) 

式中 M 是横截 面乂和 之间的流体的质量.显然，量 M 满足公式 

M = pSh - p ( V \ -f V2 ), 


式中 A 是横截面 &与& 之间的距离， M 和分别是被绕流物体和附着在物体后 
Pi S] 面的气泡的体积. 

| -1 1 M I ~根据伯努利积分 (3.3) 和连续性方程，再利用压 

| | \ 强在横截面 A 和 S 2 上均匀分布的条件，我们立刻 

j ] I. 1 j nm 

I .Lm { Vi=V2 ’ P2 一 p ' =p9h . 

\ \ h 据此，从 （ 8 . 20 ) 得 

\ \ Rz = P 9 (Vi + H ). 

\ \ \ 因此，合力在竖直方向的分 fi K , 就是物体和气 

\ \ 泡整体受到的阿基米德力.当气泡体积因为气体进人 

或者静压在竖直运动过程中降低而发生变化时，这个 
w 力也会发生变化 • 如果 通过预 先或持续释放气体的 

物体绕流 示意图 方式在物体后面形成气泡，则合力凡可能远; CS 大 T 

^ 物体的重 M . 如果没有附着气泡，较重的物体就会下 

沉，但是附着有气泡的物体可能上浮，并且是加速上浮，因为阿基米德力在上浮过程 
中因为气泡膨胀而增加. 

5的被的物体按照图 38( b ) 所示方式进行的流动，不计流体重量•这 
' 在物体后面形成以自由流面为边界的 区域鼠 其中充满 

压强为某个值 Psvap = p 2 的液体蒸气或气体.就像前面那样,这里也认为物体前方远 
处的流动是均匀平动，但在物体后方很远的地方，均匀平动仅发生在区域这以外，这 
部分流体的压强为 P 2 , 速度为 〃 2 ,横截面面积的渐近值< S . 这时，物体的阻力 
(8.16) 仍然满足公式（8.17)，因为自由流面上和物体后部的压强满足 p = p 8vap . 

因此，如果在理想流体绕物体流动时发生上述流动分离现象，则被绕流物体的 


伴有流动分离的被绕 
流物体的阻力 
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阻力不等于零，这时不成立达朗贝尔佯谬.一般而言，对于管道中的流动，可以在 
P 2 < Pl 的条件下任意给定压强值和 P 2 = P 6vap . 

对于理想气体在柱形管中绕物体的绝热流动，如果气流速度连续变化（这一般 
意味着亚声速流动)，则在发生 h 述流动分离时可以建立类似的理论. 

如果伴有流动分离的被绕流物体是一个孤立的物体，并且在物体后 面形 成一个 
内部压强为常 ffl 的无穷长空腔，则为了计算物休的阻力，必须考虑流体在 S — 00时 
的极限运动.对于孤立物体，该极限〃的结果是 r 2 — %，所以 

Psvap = P2 — Pl_ 


W 此，在不计 承餐: 的理想流体绕孤立物体的流动中，在物体后面有可能形成延伸到 
无穷远的空腔的条件是 Pl = = P 8Vap > 即空腔内部压强 P 8vap 正好等于距离被绕 
流物体很远的流体的压强. 

当无界流体绕物体流动时，对于伴有流动分离的 基尔® 夫绕流，如果物体的流 
体力学阻力不等于零，则根据的公式 (8.18) 可知，空腔的横截面面积（横截面垂 
直于来流速度）在物体后方无穷远处也应当趋于无穷大，因为 


lim S 0 ( v 2 - vj / 0. 

v a -*v, 

我们指出，如果在无界流体绕孤立物体的流动中发生流动分离并在物体后面形成空 
腔，其中 P 8 vnp=Poc ， 那么，若不求解相应流体动力学问题，就不能从柱形怦中绕流 
的阻力公式 (8.17) 得到孤立物体绕流的阻力公式/ 

当空腔中的压强 p HVHp 给定且 Psvap 时，也可以建立相应的绕流运动，但 
空腔在这种情况下不可能延伸到无穷远.可以证明，如果 Pflvnp > Poo , 则结果如图 
40( b ) 所示，这时物体在理想流体中的流体力学阻力等于零. 

性右拓 n 射潘的你潘 p … p < 虑、各 绕&力 •$’ 例 J 如 I ?1 42 + 

M 方式，这_成-股反向臟， 它流 向 ㈣ 面第二叶上的 
无穷远处.这样的射流最初是由 J 1. A . 埃夫罗斯引人并研究 
的 2 ) .显然，在理论上这样构造出来的空间运动其实无法实现，这表示在 p svap < Poo 
时不可能存在定常绕流.然而，实验在许多情况下都明确显示，在物体后方空腔的尾 
部区域中存在这种射流，它在进入空腔边界面后因为耗损而明显减弱，同时导致该区 


这里认为，伴有流动分离的绕有限大小的孤立物体的流动是基尔霍夫绕流，其中 v 1= =v 2 . 

2, 参见： 04>pOC Jl. A. rH^pOilHHaMMMeCKaH TeopMH njiocKonapa^^eiibHoro KaBHTaaKOHHoro 
TeMeHH«. ilAH CCCP- 1946, 1(4). 对相应理论更加详细的论述 参见 ： CeijoB JI M. n^ocKHe 


3a.aaHn rn.apo.aHHaMHKM m aapoAHHaMMKH. MocKBa: rocTexM3«aaT, 1950; 3-e H3;. MocKBa: 
Hayna. 1980 ( 俄文第一 ■ 版的英译本 ： Sedov L. I. Two-Dimensional Problems in Hydrodynamics and 



Wiley, 1965); 还口 T 以参阅 ： rypeBHM M. H. 
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被绕流物体^,+^2吸收反向射流 


式中 


2 ( Poo-P 


是空化数，于是可以写出的一个简单的公式: 


R x = pQiVoo + V k ) = pQVocil + Vl + x )- 


( 8 . 21 ) 


如果 x — 0,并且速度 Voo 是固定的，则 p 8vap - Poo , 于是伴有反向射流的绕流 
趋于基尔报夫绕流，这时阻力不等于零.取极限 后有％ = 

Kirch = ^PQVoo- 

因此，取极限后，空腔的 fl 大横截面(见图 42) 位于无穷远处，其而积趋于无穷大， 
而反向射流的流 SQ /0. 

3 / 0时，如图43所示，可以把上述流动解释为绕能够吸收反向射流的物体 

山 +央的流动，反向射流减速至相对于物体静止的状态并留在物体内部.显然，我 
们可以在某一较短的时间间隔内考虑这种绕流问题.物体 态 + 不但受到满足公 
式 （8.21) 的阻力/^，而且闪为在物体内部减速的反向射流所提供的冲量而受到向 
前的推力 pQv k . 因此, 物体禹 + 4受到的总阻力凡,等于 


Rx \ = Rx - pQv k = 


= pSv k v ( 


式中 S 是被吸收的反向射流的横截面面积. 

在理想流体绕物体烏的上述定常流动中，在物体后面 
被物如 m 把《体波度力 •向 变为相 S 
^ 方向， 就可以 构造出 理想流 体的一种新的定常流动. M 然，当 
压强分布保持不变时，所有运动方程在这样的变换下仍然成 
立.在新的流动中，可以把原来的反向射流看做物体向前喷出的射流,它使迎面来流 
分开并绕物体山+ 流动，然后又汇合于物体后部. 

显然，如果物体 皋 + 4在原来的流动中受到阻力尺仏则 
该物体在新的流动中向前（不是向后，而是向 前!） 喷出射流， 
物体受到推力（即方向与来流方向相反 （!） 的力)，其值等于 
因此，在理想流体绕物体的定常流动中，如果物体吸收或喷出射流，则达朗贝尔 
佯谬不 成立： 用这种方法既能得到阻力，也能得到推力. 
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(a) (b) 

择 U4. 伴有流动分离的基尔 ffi 夫绕流： （ a) 利用間体空化器形成空腔， （ b) 利用反向射流形成空腔 


众所周知，在火箭的经典运动方式中，当物体向后喷出射流时自然可以得到推 
力. 然时，上面的分析表明，当物体向前喷出射流时也能得到推力.这时，射流的反 
作用力给出阻力，流体在物体后部的平稳汇合使压强得以恢复，从而产生推力 D .流 
体在物体后部平稳汇合的这种理论流动状态在实际中很难实现. 

我们再来研究 〜 a P = Poo 且〜=、的情况，这时空腔的 M 
大横截面 s •(图 42) 位于无穷远处，其面积趋于无穷大•如 
^ RU 4 麻，細碰种顯槪下翻娜（的基尔霜夫 

绕流或者（在流体速度方向变为相反方向之后）向前喷出射 
流的物体 >4 2 的相应绕流，在物体后方形成无限扩张的空腔. 

容鉍看出，气空腔的渐近扩张程度相同时，物体糸的阻力是向前喷出的射流对 
物体七的反作用力的2倍.换言之，如果假设在 x — 0的极限下可以通过把图43 
中的物体 A + 分解的方法得到绕物体态和烏的上述流动，则物体山的阻力 
是物体4的阻力的2倍. 

空腔的渐近行为只与来流受到的合力有关.对于图 44( b ) 中的流动方式，反向 
射流受到的合力指向下游，其大小为 2 pQ Voo (因为速度为 Voo 的反向射流先减速，然 
后再被来流加速至 Voc 并指向后方).另一方面，以速度向前喷出的射流对物体 
A 2 的反作用力等于物体的阻力，即= R x /2 . 对于图44⑷中的流 
动方式，作用于具有固体空化器的物体的合力在大小上正好等于作用于来流流体的 
合力. 无论空腔是利用固体空化器形成的，还是利用反向射流形成的，只要其扩张程 


1》 关于这些结果和进一步的论述，参见 ： CeaoB JI . M . 06 o 6 TeKaHMM HAeajiLHoil 
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度相同，作用于来流流体的合力就都等于= 2 pQ Voo . 

上述结论具有特别重要的价值，因为当物体在流体中高速运动时，发生流动分 
离并形成一个空腔把运动物体包围起来的分离绕流比不发生流动分离的平稳绕流更 
加有利.其原因在于，由 T 流体的黏性，在流体中高速运动的具有给定体积的流线型 
物体即使在平稳绕流过程中也受到极大的摩擦阻力，这种摩擦阻力大于前端装有空 
化器的物体在分离绕流过程中受到的阻力 . 

我们已经在前面指出，可以利用反向射流形成伴有流动分离的基尔霍夫绕流，从 
而把阻力降低至利用固体空化器形成流动分离时的阻力的一半 2 ) . 

SSSSwia * 臟来流足超声速的，或者假设在被绕流物体附近的扰动气 

1 流中存在超声速流动区域.在这些情况下会出现激波，所以不 

能使用上述关于流动连续的基本假设.当气流中有激波时，在穿过激波的流线上，滞 
止温度: r 仍然保持不变，但滞止压强 〆 下降， W 为在穿过激波时熵是增加的，这时 
发生 不可逆 损失，机械能转化为热.以滞止压强 K 降为特点的这些损失导致被气体 
绕流的物体受到阻力. 

我们现在考虑滞止压强和滞止温度在物体前方和后方距离物体无穷远的横截面 
上不同的情况，即 W / p ;， R 〆 7 V 的情况，并史详细地研究这时的阻力值.能够引 
起滞止温度发生变化的 W 索包括气流屮的化学反应（例如燃烧）和外力做功，这时气 
体获得或火去能 tt . 我们假设，在距离物休很远的地方，运动是绝热的，压强均匀分 
布，速度 T 行于来流速度 3 ). 

设有限大小的被绕流物体位于柱形管内， p 2 和 t ， 2 在灸上的分布不是均匀的. 
根据 （7.2), 气体对被绕流物体的作用力在: r 轴上的投影为 


= (Pi - P 2 )S + / P 2 v 2 ( v l - V 2 ) d ( 7 . 


( 8 . 22 ) 


我们在前而已经证明，在 7^ =巧，= pj 时有 Pi = p 2 , ％ = 所以 /?；r = 0, 
这样就得到达朗贝尔 佯谬. 当总焓 r = cpr- = vl^/2 和 滞止压，强发生变化时，即当 
G 4 P; #的时，由 (8.22) 可知 ，力& 一般不等 于苓，其值 ^ 赖于 T • 和 〆 在流 
线上的变化特点.我们在> 0 时得到阻力（见图 37)， 在 7^ < 0 时得到推力 .一 
般而言，在有能 ft 输入时才会得到推力，这时总焓 增加 ， ij 〉 ij. 

我们来考虑 it 的情况，但假设在气流中存在不可逆损失，使得滞止压强在 


这正是超空泡龟甫或其他超空泡武器的原理.一译注 
2, 由此还 W 然坷知，利用聚能射流穿透装甲比利用同体炮弹更加有效（关丁聚能射流穿甲弹的 
原理，吋以 参阅： M . A . 拉夫连季耶夫， B . B . 沙巴特.复变函数论方法.施祥林，夏定中， H 乃刚译. 
北京： 高等教育出版社. 2006. 第三章 §4. —— 译注). 

3) 还玎以而且需要研究在物体后方无穷远处不满足这些假设的理论绕流方式，例如有限翼展興 
型的绕流（见 S 27), 以及镙旋桨的有旋绕流（这时要考虑尾流中的涡旋). 
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物体附近的某一段流线上降低， p】 < rt. 被绕流物体后方的远场压强 p 2 —般不等于 
. . '•* 和妁给定后，为了计算 p 2 , 从流量方程可以 


« --- -- ’ » • • 

物体前方的远场压强 Pi. 当 A ，力，祁 pj 铒疋庙，为 J 1 
得到一个很复杂的方程，利用 （6.6) 可以把它写为以下 形式: 

> ml / • •彳〜 • 1、/ • . / « \ # 


m) 


1/7 


⑼ 


(7-1)/7 


- ( P 2 / P 2 p- X)h 


- ( PjP\^~ l)h 


1/2 


da = 


(8.23) 


从这个方程可以看出，如果仅在横截面 S 上的有限区域中才有妁# pi , 则在 5 -oc 
时有 P 2 /Pi 对于 S = oo 的无界气流绕孤立物体的流动，在许多情况下一 "例 
如向无界气流输人能 M 时 1 > —可以认为 


lim (p! — p 2 )5 = 0. 

S —oo 

所以，在实际应用中可以使用公式 


Rx = j ^ 1 ^,( 1 ；! - v 2 )do 

Sa 

来 il •算无界气流中的阻力（或推力> &，并且对 q 和 u 2 成立公式 (5.9), 


(8.24) 


v i = \: 2 c p ]7 




(7-1)/7' 




V 2 


\i 


2 cpT ； 


-⑼ 


(7 ， 1)/V 


如果 7 V = T 2 •，但 扣 < 札则 v 2 < 化结果得到阻力.如果打 > 77,但 W % 的 
或妁> p :， 则巧> Vl ， 物体受到推力.这样，我们阐明了阻力和推力对不可逆损失 
和来流吸收能 fi 情况的依赖关系的机理. 

在喷气发动机的理论和实验中，人们研究和使用在各种飞行条件 F 叫气 流输人 
能《的各种合适的方法，这些方法也适用于螺旋桨（包括船用螺旋桨).我们将在后 
而研究发动机理论的某些原理.这里仅仅指出，例如，可以利用螺旋桨或荇在气流屮 
燃烧燃料的方式向气流输人能位，从而获得推力.燃烧可以在位于发动机内部的专 
门的燃烧室中进行，这时外部空气会从发动机的前端流人并从后端 流出； 燃烧也可 
以直接发生在被绕流物体的外部气流中，例如飞机的机翼和机身以外. 

簠栅锗乎问额由的淹绕流问题貝：有重要:意 

賴獅形状刪 u 職互妍彳调无紗个周期性排 
列的柱形机翼组成（见图 45). 在平行丁•机翼横截面（翼型) 
的平血上取笛卡儿坐标系.为明确起见将它与某一个興.型关联起朵.我们用 Z 表示 
與栅的周期矢 M , 用表示矢量 f 与 rr 轴之间的夹角.要想组成图45中的翼栅，只 


M 如果 7 V 一 T 2 •，则在 (8.23) 中的积分号下出现因子 y / TjjTT ， 该因子仅在横截面 S 上的有限 
区域中才不等于 1. 这种悄况并小改变上述结论.类似的因子是 ( p * 2 / pl )^-'^. 

2) 通常把按照一定规律排列起来的一系列相 同的机 翼称为翼橱.翼栅理论在叶片式流体机械方 
而有广泛位用.所以裝概也称为叶櫥.——译注 
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m 45. 柱形典栅在垂直于母线的平面上的示 s 阁 

要把双翼型沿矢 M w 进行平移即可，其中/：是任何 in 整数或负整数.如果周期性翼 
栅是 itH 壬何一组翼型通过周期性平移得到的，则所有下述结论仍然适用. 

我们来研究翼栅的平面定常绕流，并假设流体的密度、速度和应力具有周期 /. 
此外，在與栅前方无穷远处和后方无穷远处（在垂直于 周期/ 的方向上距离翼栅无 
穷远的地方)，流动是均匀平动，分别具有速度％和巧（见图 45). 

为了应用积分关系式，如 m 45所示，取 单位敁 度的柱形控制体，其表而为&底 
[fli 为平而0：2 / 上的封闭曲线 ADCDA 弓被绕流翼沏的边界之间的 K 域，爪 IJJ 师了 
和 平行于 周期矢 MZ ， 足任意曲线 ， fM DC 足把 Mi? 沿周期欠 W 平移一个周 
期后得到的.山流动的周期性和平 M 性可知， AZ? 和 DC 上的相应点 W •有相同的流 
动特征 M, tl: 形控制体两个底而上的相应点也 fl •冇相同的流动特征 fit. 这甲的控制 
而在取法I•.与前面一些应用有所不 N , 曲而和 CD 不是流面，侧面 41) 和 
也不垂直于相应的流动速度. 

质 M 守恒定律给出 

l P\^\n = —2 ，， G 、 (8.25) 

式中和&流体速度在单位欠 M n 上的投影，矢 S n 垂直于周期矢/，并 
且从 Z 到 n 是顺时针方向（见阁 45); G 是单位宽度的流体层在一个周期上的质燈 • 
流量. 

根据流动的周期性和平而性，对于单位宽度的被绕流翼栅在一个周期上所受到 
的作用力 R ， 动位 方程在不计质 M 力时 1〗 给出公式 

R = (Pi - p 2 )ln + G ( v x - v 2 ). (8.26) 

这个简单的公式对翼栅的;、 V :用或理论大冇益处.在这个公式中，第一项垂直于翼栅 
的周期矢量，第二项与来流流过翼栅后速度的大小和方向发生变化有关.第二项一 
般包含周期矢 S 方向上的分力，该分力具有使翼栅向相应方向运动的趋势.在问题 
的上述一般提法下，公式 （8.25) 和 （8.26) 对任何性质的液体和气体都适用，不论是 
否需要考虑其黏性 2) ，也不论在流动中（在 E 内部）有何种物理化学过程.例如，根 

4) 在翼栅理论的相应一些应用中，在需要研究相对运动时很容易额外考虑惯性质最力. 

2) 因为远场流动是平动，黏性应力等于零. 
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据翼栅前后流动特征 M 的实验测量结果即可利用这些公式来计算作用力凡 Kffl , 
我们将在一些可以接受的假设下对公式 （8.26) 进行变换，从而得到关于一组孤立翼 
型在无界流体中受到升力的《要结果 - 

现在引人封闭曲线 ABCDA 上的速度环 M 1'，以逆时针方向为环量所对应的正 
方向.不难看出， r 满足公式 

r = (v 2l - V U )1, (8.27) 

式中〃 U 和 〃 2/ 是 速度％ 和 V 2 在周期矢撤£上的投影.在流体有旋运动的一般情 
况下，环 M r 与积分路径有关 1》 . 在计算环 M 时，如果封闭曲线附近的流体运动是有 
势的，就可以使积分路径变形，而如果被绕流翼划以外的流动都是有势的，就可以把 
封闭曲线 ABCDA 变形为翼型的边界.因此，这时可以把满足公式 (8.27) 的环讀 r 
看做一个周期内所有翼型边界上的环 ffl 之和，并 ft 在计算每个环贷时都以逆时针方 
向为正方向. 

公式 （8.26) 更宜写为复数形式，这时把矢 M 看做复数，即 

R = R x + iR v , n = n: + in y = - ie 1 "， 

Vi = V\ x + i^iy = (v u - iv lTl ) c' v 2 = v 2x + \v 2y = (v 2l - iv 2n )e 2 3 * * * * * * * il \ 

不难检验，利用这狴记号可以写出 






2 v 2l - v u 

这个公式中的第二项垂直于翼栅的周期矢 M ; 在翼栅绕流的一般情况下， X 论流体 
是否具有可压缩性，这一项都不等 予零. 

现在考虑一些特殊情况.设^^不可压缩 （ Pl = = p ) 理想 
流体绕静止興栅运动，没一卜 kkkkk 人系统 . mmk 

3 ^的流线族，它们覆盖了某一流动 k 域，并且每…条流线 

都延伸到翼栅前后方无穷远处.从无穷远条件和伯努利积分 

町知，被 i . 述流线族覆盖的流动 K 域是有势运动区域（见§2末尾).与此同时，在流 

动中也可能存在有旋运动区域.既可以研究伴有有旋运动 K 域或空腔的各种绕流运 

动，也可以研究翼呦之外处处有势的绕流运动.在-一组翼型的这样的有势绕流问题 

中，即使总环量 r 是给定的，但如果对不同翼型采用+同方式给定相应环通:,则绕流 
方式也是不同的. 


在一般情况下，如果曲线 *4 杉和 DC 是全等的，则环袋 r 不依赖 f 这些曲线的取法，但是，如 

果一个周期内的曲线和 7 X 7 不是全等的，则环看值一般依赖于这些曲线的形状.在有势绕流 

的情况下，环 M r 则不依赖 T •上述非全等曲线. 
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对于延伸到翼栅前后方无穷远处的流线，从伯努利积分可知 


p( v lu 


= P 2 


P ( v 2n 


(8.29) 


根据 （8.29) 和（8.25)，公式 （8.28) 中的第二项等于零，所以公式 （8.28) 的形式变为 


R = —ipr 


Vi+v 2 


(8.30) 


公式 (8.30) 就是翼栅有势绕流的茹科夫斯基定理.我们一般研究在翼型之外处 
处有势的运动.根据这个公式，作用力 fl 垂直于平均速度 ( Vl + « 2 )/2, 并且与密度 
和环《成正比.环量 r 取一个周期内环绕一组翼型一周的封闭曲线，该曲线应包 
含内部有旋运动 K 域或空腔.根据公式（8.30)，只要把平均速度矢量在环量 r 所对 
应的环绕方向的相反方向上旋转90° (在所给情况下，如果 r > 0,则应把平均速度 
矢量顺时针旋转90°，这是与- i 相乘的结果)，即可得到力 R 的方向. 

在 Z — oo 时对 （8.30) 取极限，即可从翼栅过渡至孤立的一个或一组翼型.显然， 
在环量 r 有限时取极限，得^ =« 2 = ^.于是，公式 （8.30) 给出著名的茹科夫斯 
基定理用于孤立的一个或一组翼型时的通常 形式： 


R = -iprv^, 


(8.31) 


式中的总环 fi r 等 于向无 穷远扩张的封闭曲线上的环 M . 

对于孤立的一组或一个 翼型， 可以研究各种极限流动，例如存在有旋流动区域 
或空腔时的绕流.公式 (8.31) 对任何这样的绕流都成立. 

这个公式具有《大价值，是机*空气动力学的基础.公式 (8.31) 符合达朗贝尔 
佯谬， 因为从 (8.31) 可知，在理想流体中，平行于速度的分力（阻力）等于零，但升力 
可以不等于零.升力的存在与非零环 Mr 有关. 

为了计算实际的升力值，必须指出确定环量 r 的方法 . C . A . 恰普雷金和 H . E . 
茄科夫斯基曾经研究并解决了这个问题 1 > . 

可以把孤立翼型的上述茹科夫斯基定理推广到任何马赫数下的连续绕流情况 2) ， 
只要印毕寧举雖； I 都峰；邱咚.其实，对于周期值/趋于无穷大的翼栅，我们来 
研究女 4* 一纟 ft 构造该绕流序列时，重要的仅仅是以下两个 假设: 
(1) 在/ — 00时存在极限 运动； （2) 在极限运动中，所有来 ft 翼栅前方无穷远处的流 
线和所冇延伸至與栅后方无穷远处的流线是同一族流线，并且这些流线上的气体运 
动是连续的正压运动. 

根据假设（2)，从伯努利积分和无穷远条件可知，气体的运动在上述来自无穷远 
处并延伸至无穷远处的流线族所覆盖的区域中是有势的（见本章 §2). 为确定性起 

1】 在中文文献中，确定环 S r 的相应条件通常称为库塔一茹科夫斯基条件.对于翼型的无分离 
绕流，这个条件要求翼型上下表面的流动在尖后缘处汇合.一译注 

2> 见： CeAOu JI. H. I'MApo-aapoAMHaMHMecKHe cvinu npw o6TeKaHHM npo 中 mjicM oKHMacMoW 
jkhakoctlio. ilAH CCCP, 1948, 63(6): 627—628. 
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见，对于所给的全部翼型绕流序列，设能够在有势运动区域中变形至他的任 
何封闭曲线上的环量 r 都具有固定值. 

对于上述序列中的每一种绕流运动，都成立以下关 系式： 

正压条件 p 2 = /( P 2 )i P \ = /( Pi )， 

流 fl ： 方程 P 2 v 2n = Pl ^ ln . 

伯努利积分 + = (832) 

Pi 

环 M 公式 V 2l - V U = y . 

如果 M ~和 r / z 是给定的，就可以把关系式 (8.32) 视为用来计算化， p 2 , p 2 , 

V 2n y V 2l 的方程组 • 

在一般情况下，方程组 (8.32) 有若干个解.根据所假设的正压条件，运动的所有 
特征 fi 沿流线连续变化（正压条件不允许出现激波).在某些怡况下，例如在高超声 
速绕流中，正 m 条件是-•个过强的假设， W 为在理想气体理论的范闱内无法从理 i 仑 
上构造出连续绕流，这时茹科大斯基定理不成立. W 此，我们仅仅局限于上述流动区 
域中的连续正压运动，例如绝热运动. 

下面我们将认为，在/足够大时,速度在一些流线上只有很小的变化（被绕流物 
体和有旋运动 K 域的尺寸比/小很多).由此显然可知，在/足够大时，通过求解方 
程组 (8.32) 得到的墀栅后方的流动特征贵非常接近于翼栅前方的流动特征 tt . 于是， 
在 Z — oo 时取极限，有 

P2 — Pi » P 2 —Pi. V 2n-^ An ，％ — V lf. 

这时，根据方程组（8.32)，所有带下标2的虽都可以视为比值 r/Z = » I ^的 
函数，所以公式 （8.28) 第二项括号中的表达式的极限值可以写为 

P 2 v 2 l + + P2 V 2n )' 

根据流量方程（8.25)，有 

点 (。 2 4 j = 峡為. 

根据伯努利积分，有 

dp 2 _ dv 2n 

d ^ = ~ p 2 V 2 l ~ p 2 V ' 2 n d ^' 

由此可知，在 r 有限时， （8.28) 中的第二项在取极限后等于零，从而证明了气体绕孤 
立的一个或一组翼型的连续流动也满足公式 (8.31). 
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流体力学作用力对运在理想流体绕静止翼栅的定常流动中，翼栅所受流体力学 
动翼栅的功 作用力可以通过翼栅前后的流动特征量表示出来，相应公式 

(8.26) 非常简单.显然，作用于静止翼栅的力不做功.这时， 
对控制面 S (见图 45) 写出的能 fi 方程给出 

w = (i ； - i^G = ( 4 ++也 - 4 - u2 - 乜 、 a 

\ Z Pi 1 P 2 J 

根据静止與栅定常绕流的以上结果，可以研究相对于某个坐标系以常速度匀速 
平动的翼栅的绕流问题.为此，只要在由翼栅和相对于翼栅运动的流体组成的整个 
系统上杳加平动速度 Vcon 即可. 

考虑一个对应用很®要的实例.为简单起见，设平动速度平行于翼栅的周 
期矢 M ， 即与: T 轴之间的夹 角为沐 在这样的运动中，翼栅前后的渐近速度为 

V ab 9 1 = V, + V con ， V Aha2 = V 2 + V con . 

根据伽利略一牛顿原理显然可知，在流体绕静止翼栅的相对运动和绝对运动中，所 
有的作用力和内部过程所导致的能 tt 流 W 都是相同的，但是动能不同，焓 i ；： b8 也不 
等于 i ; ci . 例如，流体对翼栅的作用力相同， m 是这个力在翼栅的绝对运动中的功率 
等于 « V CO n - 

对于流体的绝对运动，现在考虑•个周期内的焓的变化.经过简单变换后 
容易求出 

J = 提 + 癸-夺，_ " J ) G 

= (*rcl 1 - + 尺 • V con = W + ft -V con . 

因此，绝对运动的能 M 方程表明，流体在绝对运动中会额外损失-•部分能 ffl ， 这部分 
能 fi 正好等于流体对运 动興栅 的流体力学作用力的功. 


§9. 流体机械的基本部件 


运动的流体与阇体壁面以及流体内部物体之间有力的相互作用，我们在前面已 
经研究了一些对应用颇为重要的相关实例和规律. 

处的控麵，并假设其横麵上的流动是均匀的.然而，有 
流体流动的所有管道其实都是有限长的，甚至常常是很短的, 
所以在选取控制面时必须注意密度、压强和速度在特征横截面上分布的不均匀性. 

例如，黏性所导致的无滑移条件使流体在静止壁面上的速度永远为零，所以流 
体速度在壁面和被绕流物体表面附近区域中的分布总是很不均匀的.然而实际得到 
的结果经常是，在流动边界附近，例如在管壁附近，速度分布的不均勻性仅仅在很薄 
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的一层流体中才表现出来，这层流体的质量流董与管道的总特征流量相比微不足道 • 

此外，因为在实际应用中无法对流体机械各部件中的三维流动进行精确的流体 
力学计算，所以发展出来一些工程上用的水力学计算方法.在这些方法中，流体在所 
研究的每个横截面上的运动由为数不多的几个整体特征置来描述.为了引入这些特 
征景，可以对实际上不均匀分布的流动特 征量进 行某种平均，它们可以在实验中测 
最出来. 

即使在某些情况^能够考虑并计算流体机械个别部件中的三维流动，在分析该 
机械的整体 工作状 况时，不同部件之间的关系也是用水力学方法根据流体参 M 的平 
均值建立起来的.相应特征《可以并且应当以某些 平均量 的形式 引人； 鉴于提高计 
算精度的必要性和用现代技术制造出来的各个部件以及整机的髙度完善性，这些特 
征量的每一个百分点都具有实际价值. 

可以采用并研究各种 ffl 的平均值，例如平均密度和平均温度，气体通过横截而的 
平均流 E ， 各种平均效率，等等.在同一个过程中，这些 fi 的平均值与非均匀流的平 
均化方法有关，它们在不同的平均化方法中可能相差甚远.显然，统一的平均化方法 
必须满足一些特殊条件，并 a 所采用的那些统-的平均化方法应当具有合理的基础， 
使得相应平均值所定义的特征 M 不但符合力学和物理学基本定律，而且确实真正体 
现所研究的机械及其部件 X 要在实际应用中表现出来的那些效应和性质.使这个问 
题变 得史加 S 杂的另外一个原因是，少数几个平均特征®永远不可能完整地描述非 
均匀流与机械各部件之间复杂的相互作用.为了设计和制造更商性能的产品，在对 
现象进行电加细致的分析时，这些复杂的相互作用可能至关重耍. 

我们在这里仅仅用 lft —般的形式提及平均化问题 U 和流体机械基本部件的理论. 
就本质而芑，我们只是从给出水力机械和气动机械相关术语在力学上的定义并解释 
其工作的最一般的流体力学原理的角度进行讨论 2) . 

引入完全气体在管道给定横截面上的平均 特征埴 有多种方法，其基本思路是确 
定气休通过假想的绝热可逆过程减速到静止状态时的热力学参 a (对于理想完全气 
体，这些参 M 是滞 ih 压强 〆 和质 tt 焓〖•)，或者引人气体在给定横截面上的某种假 
想的确定的平动，并且速 ® t ； moan . 压强 p 和温度： r 在横截面上均匀分布.在某些应 
用中需要引人的不是平动流，而是-•些简单的旋转基本流. 

11 关干流动的平均化.详见： Oaob JI . M ., McpHwW r . r . 06 OCpeAHeHMW HCpaBHOMPpHUX 
noTOKOB ra3a n KaHajiax. TcopeTHnecKaJi rn.apoKcexaHMKa: C6opHMK cthtcH No. 12, nun. 4 . 
MocKBa : 06 opoHi H 3, 1954. C. 17 — 30; 还可参阅： CcaoB JT. M. MeToau doao6hh h pa 3 Mcp - 
hoctm b MexaHHKe. 9-e Mockbs ： Hayna, 1981 (俄文第八版的中译本： JI. H . 谢多夫.力学 
中的相似方法与玢纲理论.沈靑，倪锄非，李维新译. 北京： 科学出版社， 1982). 

水力机械和气动机械的理论与应用是内容广泛、成果丰富的一门工程科学，是在大量经验的 
基础上发展起来的.表征气动机械和水力机械完善程度的性能指标与相应机械的经济性、耐用性 
以及控制和工作的可寐性有关，而在设计飞机和火箭时，外形的紧凑性问题和重®的最小化问题 
则极为突出.笹体上最优的解决方案是各方面因素折中的结果，只有对流体力学过程进行优化才 
有可能实现这样的结果，因为流体力学在这里起主要作用. 
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对于管道中的非均匀气流，在每一个横截面上都可以引人以下重要特 征量： 

气体的总质 M 流 M 

G = j pv n d(7 ； (9.1) 


平均质II总焓 


二卜 G = *J 


，„ da , 


(9.2) 


式中 i* 是流过横截面 S 的气体微元的质量 总焓； 
平均质》熵 

^mcan = 士/ sdG ， 


(9.3) 


式中 .s 是流过横截面的气体微元的质 ffl 熵: 
给定横截面 h 的平均冲 M 


J ( p ^ 


frvv n )d(7, 


(9.4) 


式中 n 是横截面微元 da 的单位法向矢 ffl. 这里不考虑平均动£1•矩，因为它只在基 
本流不是平动流时才是承要的. 

从前面的讨论可知，在实际流动和假想引人的平均流动中， tt (9.1) — (9.4) 的守 
恒性对于得到正确的特征 tt 是非常必要的，这些特征 M 决定了气流与被绕流物体之 
间力和能 M 的相互作用，这些相互作用本身也决定了气流的那些所需要的性质.所 
以应重点指出，对于横鉞面为 S 的给定管道中的气流，如果把给定的非均匀流替换 
为平动流，则《 (9.1)-(9.4) 在这两种流动中不幸完全相同. M: 实，当柱形管中的气 
流足平动流时，气体的状态取决于 3 个参 M 


P ， P ， 


(9-5) 


如果给定面积5、流 ft G 、 质 M 总焓和质量熵 . s , 就可以利用气体力学公式计算 
参 fl (9.5). 现在，如果再根据给定的 p ， p ， t ; 汁算冲 M J 并用公式 : T = 计算. 
绝对温度，则/不等 f 根据实验测&结果按照公式 (9.4) i | 算出来的 / m ean , 而温度 
T = p/Rp 既不等于按照横截面或质 ffl 取平均而 i | 算出来的温度，也不等于用其他某 
种独立于原始引人方法计算出来的平均值. 

还可以利用其他一些条件来计算特征平动流的平均值 A A 汄例如利用 G，r 
和冲 M 分 M 4, / y ， / 2 的守恒条件 1〉 .这时可以利用热力学公式计算相应平动流的质 
ffl 熵 I 但是如果存在不均匀性，则有 S > 5 me an , 式中 Smean 由 （9.3) 计算.这是因为, 

更细致的研究表明，有时可能根本无法这样计算，即利用 G ， i ' J 的守恒条件计算 p , p ， t ; 的 
问题在某些情况下无解.然而，如果在横截面上给定（7,广 S ， 则类似方程永远有解（见64页脚注 
中的文献). 
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如果在柱形管壁面 h 没有摩擦力，则当速度在横截面上的非均匀分布状态在假想的 
(或真实的）内部过程中变为均匀分布状态时（当非均匀流成为均匀流时)，相应的熵 
就是七 在这样的过程中存在不可逆损失，从而引起熵增加，滞止压强下降.一般而 
言，这样的过程即使在理论上也并非总是存在的.如果气流速度向均匀分布的趋势 
发展，相应可用能 量就会 有实际 损失； 如果速度仍然保持非均匀分布，相应可用能量 
就可能没有实际损失.由此可知，要想在某些情况 F 通过引人相应平动流的方式进 
行甲均 化，更适宜的和更正确的做法是在 C ， ；•， 5| „ ean 保持不变时进行处理. 

在实际问题中，平均值的上述区别仅对非常不均匀的气流才会明显表现出来.对 
于不均匀程度较低的义流，相应平均值的区别很小，有时甚至小于测 M 和计筲的精 
度，似也并非总是如此. W 此，无论足为 f 全而理解问题的本质，还是为了在计算中 
使用实验数据，都必须明确表述引人平均值的 条件. 

下曲将在 g ， r 和熵 . s mcan 保持+变的条件 卜使 用气流在管道的给定横敝血上 
的平均特征 S . 利 用这些 条件可以计算 p ， P 和速度 tfi V . 至于速度的方向，在轴对称 
赀逍 中通常可以认为平均速度指闷管轴方向，在一般情况下则可以认为，在非均匀流 
和用来模拟的相应 f •动流中，平均冲 W (9.4) 的方向保持不变，该方向就足速度的方 
向. 

仟何平均化运算和特征 w 数 n 的降低都导致所研究的现象失去一些性质.在计 
算竹 逍横叔面和被绕流物体的形状时，为 f 史细致地分析和解决问题，-•般笟要增 
加气流平均特征 M 的数 n 并研究一些用于模拟的非平动流，从 Ifri 宙要对所给气流违 
立更杂的平均化模型.不过，这些复杂模型仅用于一些细节问题，它们仅在 进行更 
粞确的 il •算时才是葙要的. 

利用专门形状的筲道或喷符 • 可以使流体以所洁速度运动.例如，收缩喷竹•用 
于为亚 声速气 流加速，拉瓦尔唢管用于获得超声速气流.对于理想流体的可 
逆绝热过程，我们已经在 §3 和 §6 中 if •细地研究了这些问题. 

这里仅仅指出，喷宵是许多机械和设备的敢要部件，被应用于风洞、火箭发动 
机、喷气发动机、各种导流管和导向装置、涡轮机（水轮机、汽轮机、燃气轮机）和 
各种试验台.例如，火箭发动机和喷气发动机的推力就是 W 为气流从喷管高速向后 
喷出而产生的. 

可以对喷管提出各种要求.例如，对风洞而言，通常要求气流从喷管进人试验段 
时具有良好的均匀性，从而可以川来研究各种物体和装置的绕流.对喷气发动机而 
言，喷出均匀气流有助于提高推力.从喷管流出的流体，其流 M 、速度和均匀性与喷 
管的几何尺寸和导流管的形状有密切关系. 

我们在 §3 和 §6 中曾经研究过一畔理想过程.在流体沿管道的实际流动中，黏 
性内应力的影响和管壁对流体的外部摩擦力的影响都会显现出来.这些影响在管道 
较长时极为 a 著，所以在典型情况下尽 w ： 使用较短的喷管.另一方面，对于非常短的 


U 喷管一般指用来使流体加速的一段管道.——译注 
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喷管，速度分布的均匀性遭到很大破坏，从而明 a 产生非均匀的三维流动，在壁面可 
能发生流动分离，还会出现口袋状回流.喷管的基本尺寸、形状和相应压强梯度都对 
喷管内的速度分布有很大影响.此外，必须考虑管壁的粗糙程度，有时还必须考虑通 
过筲壁的热流（例如，火箭发动机喷管内的运动气体具有3000 K 量级的温度).在超 
声速流中，+町逆损失和不均匀性主要来激波.在喷管内部，形成这样的激波可能 
与喷筲形状的某些几何性质有关，但在非理论流动状态下，无论喷管形状如何都会 
形成激波（见 §6). 闪此，流动特征量在喷管横截面上的平均值可能不等于在§3和 
§6中用理想化理论计算出来的结果. 

我们分别用 贞和的 表示喷管人口和出口的滞止压强.对理想喷管有 p；/pt = 1, 
但在实际流动中 

Pi 

W 为不可逆损失导致气体微元的熵增加.比值^称为总压恢复率，是喷管性能的一 
个 fi 要指标，它表征流体在喷管中的实际流动状态与理想流动状态的偏离程度.在实 
际应用中，优质喷管的 a 接近1: 0.98. 

发动机用的喷符具有 很岛的 a ， 所以起主要作用的是推力因子及=，即 
在进出丨丨压强条件相 M 时 ft 冇给定喷管的发动机的推力与具冇理论喷管的发动 
机的推力之比.理想的理论喷宵没有不可逆损失，其出口气流是均匀的.对于优 
质唢管，/ _ ? = 0.98 0.996. 

气流的非均匀率 

△V 


对风洞也 m 迆价值，式中足试验段气流速度对相应平均速度的偏离值对横截而 
和对时间的平均值.对丁•性能优秀的风洞， e 的 盘级为 1%. 

在许多应用中（例如风洞)，为了保证所 X 流 tt 或喷管出 u 流速，需要采用可调 
喷管或可史换喷管.对于亚卢速喷管，主要可调特征 M 是出口横截面 面积; 对于超贞 
速喷筲， 主要吋 调特征 M 则是喉部横截面面积，气流在这里达到临界速度（见 §6). 

为了使流动速度降低、 H {强增加，可以利用被称为扩散段（或扩扭段、扩散 
f 器、扩压器）的一段专门的 管道. 就像喷管那样，扩散段也是喷气发动机、 
各种机械和试验台的组成部分.例如，气流流过风洞的亚声速或超声速试验段后仍 
然具有很 A 的机械能，应当为这部分气流减速 1〉 ，所以在风洞中设计有扩散段.如何 
降低扩散段不可逆损失的问题就是如何保持可用机械能的问题.只要解决了这个问 
题，对风洞 [ Wg 就可以保证其装置的经济性，对喷气发动机而言就可以提卨 K 推力. 

扩散段中的过程与喷管中的过程正好相反，所以亚声速流动的扩散段在流动方 

x 论是为了把空气流排放到压强大于风洞试验段压强的大气中，还是为了让空气流通过风® 


段后再循环使用，都必须使流动减速.在回流风洞中应当使空气减速，以便降低壁面阻力并改善风 
项的 X 作条件. 
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图 46 .超声速绕流时简申扩敗器入 n 之前的激波示意图和照片 


向上是扩张管，而超声速流动的扩散段先收缩 ft 扩张，气流速度在其喉部减速至声 
速，然后再减速至亚声速. 

利川扩散段得到损失很小的平稳气流要比利用喷管得到损失很小的商速气流 w 
难得多.无论是扩敗段还是喷管.理想的可逆运动都 W 为同样的原 W 和问样的流体 
性质而遭到破坏，但是这些因 素在气 流减速时表现得史加 M 著.扩散段中的气流在压 
强增加的悄况下减速，喷管中的气流在压强降低的情况 F 加速.相对而言，前者在壁 
而发生流动分离的条件更容易实现 u . 为 f 避免流动分离，亚卢速扩散段应当是光 
泔的，既不能有接缝和尖点，也不能有过大的扩 张角. 当超卢速气流迸人超声速扩散 
段时，一般在人 U 形成激波，从而出现巨大的机械能损失. 

表征扩散段的基本指标是总压恢复率 

Pi 

在理想扩敗段中 CT = 1，似实际上即使在性能极好的扩散段中 • a 的值也小于具有类 
似出人 n 压强的喷管的总压恢复率. 

用于超声速飞行的扩在喷气发动机前方有一个进气道，它是扩散段的前部.我们 
散段 将在下面证明，空气进人进气道后应，减速，以便获得能 

来形成向后喷出 的高速 射流，从而产生所滞推力. 

在超卢速飞行中，当相对速度大于卢速的气流接近喷气发动机扩散段时 ，或者 
在扩散段内部，可能因为激波 rfll 出现极髙的机械能损失.如图46所尔，在简中扩散 
段人口之前形成一道正激波. 

利用正激波条件（见第七章§ 6 )和§ 5 , § 6 中的气体力学一般公式，容易得到激 
波后的滞止压强妁与激波前的滞止压强 W 之比对来流马赫数= vja , (马赫数 
对应飞行速度，也称为飞行马赫数）的依赖关系 公式： 
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当 7=1.4 时，由此可知 


( 0.96, 若 = 1.4, 

\ 0.72, 若从= 2， 

I * 0.33, 若 = 3. 


显然，当飞行马赫数增加时，损失增长极快.为广避免如此巨大的损失，扩散段被设 
计为具有锋利前缘和锥状中心体，以便在入口前面产生斜激波（见阁 47). 这时，正激 
波仅出现于一系列斜激波之后. W 为利用斜激波法向速度计详出来的马赫数 M 不 
大，所以斜激波的损失也不大.气流在穿过最后面的正激波后变为亚声速流，正激波 
之前的马赫数 m 这时已经接近 r 1，所以正激波的损失也很小.斜激波的数 B 越多， 
超卢速流减速时的总压损失就越小.在实际飞行时，如果6行马赫数在 % 3以 
内，则只要1至2个斜激波就足以使损失降低到可接受的程度. 

扩敗段的另 一个® 要指标是流 aw 子&它被定义为超声速飞行时扩散段的实 
际流!2与可能的 最大流 E 之比.如果流人扩敗段的那部分气流在无穷远处的横截面 
面积等于扩散段人 U 面积，则相应流 械就是 最大流 ffl . 扩散段在亚声速飞行中能够 
吸入气流，所以 P 以及扩散段流 tt 的可能的 ® 大值对应扩散段人口的临界速度.由 
此可知， 

Poo v oo 

如果斜激波正好位于超声速扩散段外壳的前缘（图 47( a )), 则 ^=1. 如果完全 
关闭气道，则全部气流都在扩散段以外流动， ^ = 0. 在实际流动的某些工况下，能够 
进入扩散段的全部流 fl 可能无法通过扩散段的 ft 小横截面- 一喉部,这时0 < # < 1， 
流人扩散段的部分外侧气流又沿若相反方向流出扩散段，并且斜激波可能出现在扩 
散段外壳前方或者号之相交（阁 47( b )). 所有这些 W 素都会引起扩散段外部阻力的 
额外增加.如果这部分阻力很大，从而必须采取减阻措施，就可以采用喉部横截面可 
变的可调扩散段.例如，可以改变锥状中心体相对于扩散段外壳的位®，或者采用其 
他一些方法，以便实现这种调节作用. 

我们在前面已经指出，要想让完全气体流能够对内部物体产生推力，就要从 
外部向气流输人能量，或者通过化学反应（例如燃烧）向气流释放能量.在 
产生推力的发动机中总有能 M 输人.向气流输入的能量通常或者表现为热量，或者 
表现为外部面力或质量力的功.混合有燃料的空气在流经发动机内部的专门管道时 
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发生燃烧，从而向气流提供热量.这样的管道称为燃烧室 • 

在空气中添加燃料使气流的质量有所增加，而当燃料在空气中燃烧并释放热量 
时还会形成-.些气体——燃烧产物.在详细的计算中可以考虑额外增加的这些质 fl 
和气流在物理化学性质上的相应变化，只不过这部分质量和气流性质的变化实际上 
经常相对较小， W 为燃料的质 M 分数与参加化学反应的空气的质 M 分数相比很小，甚 
至在化学计 M 混合气中这一比例也是很小的.例如，煤油的质量与煤油燃烧所箔空 
气的质 ffi •之比为 a 8toich ^ 1/15. 在空气喷气发动机的燃烧室中，空气的质童分数其 
实远远大于化学计 m •混合气的相应质 m 分数.比值 q 的 m 级为 1.5% 至 3%. 

我们来研究完全气体在燃烧室中运动的基本效应和原理，并且只考虑理想完全 
气体在定常流动中所获得的热量.我们将用水力学理论来研究燃烧室中气流参数的 
变化，换 h 之，在计算中将认为燃烧室的管道是柱形的，气流的所有特征量在其横截 
面上均匀分布. 

气流的质域熵在有热 ft 输人时总是增加的， 闵为 




J 亨、 扣⑷ >0, 


(9.6) 


式中用 F 标1表示燃烧宰入 n 的参 ffi , 用下标2表示所研究的横截面上的参位或者 
燃烧室出口的参撤， dq ^ 是单位质 fi 的气体在中间位锭获得的热撤. 

根据能 E 方程 （8.9), 我们有 


= (9.7) 


式中表示所研究的横截面之间的单位质«：的气体所获得的总热 ft . 于是 


d 9 (c) = c p dTV (9.8) 

滞止压强之比可以用滞止温度和熵表示出来，相应公式为（见第五章公式 (5.12)) 


-(* 2 -«,)/(c p -c v ) 


由此可知，巧初始总给= C P T ； 和热流 g ( e ) 给定时，即当比值 T 2 7 Tf 给定时，熵增 
加越多 ㈨ > 0)，贝比值 (7 越小.根据滞止温度 T _ 的定义，当气体从温度为 T 
的给定状态通过绝热过程减速至 t = i * - const 的静止状态时，我们有 

T = T '-^ r . (9.9) 


利用 （9.6), (9.7) 和 (9.8) 可得 



(9.10) 
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公式 (9.10) 表明，在输人热量时流速越小，则熵增越小，滞止压强的损失也越小•显 
然，可能的 M 小熵增对应 t ； = 0的静止流体中的可逆传热过程，此外还要求没有其他 
耗散损失.在这种理想情况我们有 

} CpdT* , T 2 - 

s 2 - s i = j Tm = Cp In 万， 

i 

所以 



在燃烧室的实际条件下永远有 a < 1. 

卜.述质要结论是利用一维水力学理论得到的，这些结论在该理论的范围内对非 
柱形燃烧室也显然成立.我们强调，要想降低水力学损失并在燃烧室中实现输人热 
m •的 适它 条件，气流相对彳 : 燃烧室的速度在极限情况下等丁•零.此外，又因为燃料被 
喷射人燃烧宰后必须在运动的空气中完成燃烧过稈，所以需要对进人燃烧宰的空气 
流进行预减速.为了部分或者全部实现气流的预减速，珂以在燃烧宰之前设计合适的 
扩散段.在超卢速 S 行中 X 要使用专门的扩散段为超声速流减速（见前面68页). 

根据对推力问题的分析（公式 （8.24)) S 然可知，为了增加推力，必须增加滞止温 
度之差 T 2 *- Tr 并尽增加或保持滞止压强之比 pj / pj . 前面已经证明，比值 v \! v \ 
在向气流输人热诳的理想情况下保持不变，这时无法增加这-•比值.下面将证明，比 
值 P 5/ P ； 在外力对气流做功时能够远远大于 1. 

为了进一步分析燃烧室中的气流的性质，我们考虑气流的速度、密度、压强和 
马赫数在柱形燃烧室中的变化规律.理想完全气体在柱形管中的定常运动满足以下 
方程: 

流 ft 方程（为简单起见不计燃料质 tt ) 

d(fw) = p dt; + v dp == 0; 

动 M 方程（不计外质最力） 

dp + pvdv = 0; 

热流方稈 

dU = — d— = -pd 丄 + dg ( e )， 

7-1 P P 


W 为内能满足公式 
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从这3个方程解出微分如， dp ， dp , 得 





P 


T^(7-1) 


dg ⑷ 
a 2 


(9.U) 


式中 a 2 = ( dp / dp) s = 7p / p , rftl M = v/a 是马赫数，并且根据 (9.8)， (9.9) 和 完全气 
体的状态方程 p = pRT 容易得到 


(7 - 1) 誓 =(l + 早从 2 ) ; ( 9 . 12 ) 

出公式 (9.11) 可知，柱形管中的亚声速气流在吸收热 ( dq ^ > 0) 时其速度增 
加而压强降低，超声速气流的情况则相反. 

根据 (9.11) 和马赫数的定义 AJ 2 = t ; 2 /(7 P / p ) 容易得到 


(1 A / 2 一 dv dp dp 
M 2 — t ; + p p 


1 + ^ 2 ( 7 - 1 )^!! 


一 A / 2 


a 2 J 


(9.13) 


所以，向亚声速气流输人热位将导致其马赫数 Ai 增加，向超声速气流输人热 ffl •将导 
致其马赫数降低.利用 (9.12) 容易求出等式 (9.13) 的积分，从而把它替换为代数关 
系式. 

因此，在向柱形管（燃烧室）中的亚声速气流输人热撗时，气流速度只能增加到 
临界值在达到临界速度后，继续向柱形管中的气体输入热 fl 是不可能的，这种 
现象称为热阻塞.如果试图输人更多热贵（例如继续燃烧燃料)，就会出现以下两种 
情况之一:^^^出现流动状态的变化,这时燃烧室人口参量发生变化，使得出口速度 
有所下降，以便在继续输入热虽后燃烧室出口速度能够达到 声速； 或者，如果流动的 
上述变化无法发生（例如，利用一些专门装置能够保证进入燃烧室的气体具有严格 

确定的参量)，则在强制输入热量时不可能维 
持定常流动，在气流中出现非定常振荡（例如 
喘振). 

火焰前锋在气体中的传播速度仅有几米 
每秒的量级，所以即使流速不大，火焰的直接 
前锋也无法稳定地停留在气流中，它将被气 
流带出燃烧室.为了保证燃烧的稳定性，必须在燃烧室中安装用来点燃气流的稳定 
器，在稳定器后面形成锥形火焰前锋（见图 48). 

根据火焰在气体中的传播速度和来流速度就可以计算火焰前锋的倾角.因为该 
角度不大，所以为了不让燃烧室的形状过于细长，在燃烧室横截面上必须安装若干 



图 48. 燃烧室火焰稳定器作用原理示意图 
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个稳定器 

压缩机是-•种把机械能转化为气体的内能或动能的流体机械，它能够 
m { } 提高气体的有效做功 能力. 3工作物是液体时，类似的机械经常用于 
提升液体的高度，从而使液体势能增加.这样的机械称为泵. 

当气体在准静态过程中被缓慢压缩时，其内能一般而言会增加.不过，如果气体 
在被压缩的过程中同时被冷却，例如气体同时与环境介质发生热交换，则气体的内 
能也可能不增加.其实，完全气体的质内能只依赖于气体的温度，所以内能就是 
热运动的能 《. 如果气体的缓慢压缩过程是在温度保持不变的条件下进行的，则气 
体在接受机械能的同时也向外释放同样数量的热 M ， 气体的总能变，但质 M 熵 
S = c p \ n ( Tp -^-^) + const 降低.然而，气体的实际有效做功能力，即把内能直接 
转化为机械力的功或直接转化为动能的能力，显然不仅依赖于气体所貝•有的内能， 
旦依赖 T •其汛强.从 T 程应用的观点看，对于温度给定的一定质位的气体，其能量在 
压强较卨时（即熵较低时）具有史卨的品质 1) ，尽管完全气体的能 S 永远是热运动的 
能 ！：• 

气体压缩机有很多种类型.在活塞式压缩机中,活塞的运动使进入气缸的低压 
气体得到伍缩.广泛应用于航空技术和工业生产的是连续作用的压缩机，气体在其导 
流管内或者直接在开放区域中在专门的旋转叶片的作用下获得能傲.旋转叶轮（或 
风扇、螺旋浆）是压缩机以及电动机、内燃机和涡轮机等动力装置中负责把能 M 传 
递给气体或水的装》的基本而典型的部件. 

螺旋浆还用于获得推力.螺旋浆把机械能传递给气体并在后方制造出一个商压 
区，从而为喷气射流的发展创造条件.工业用风机和家用风扇经常用于制造压强差 
并形成所需气流.例如，在冋流风洞中，为了保证气流的连续循环，为了克服各种阻 
力并补偿机械能损失，风扇装置是必须的.我们还指出，因为在风洞的工作过程中机 
械能不断转化为热 fi ， 所以如果通过自然方式不足以全部释放这部分热 M , 就必须 
设法进行冷却. 

在暂冲式风洞中，必须预先用压缩机把空气压缩进专门的气罐中，这部分空气 
在风洞启动后经过风洞流入大气或真空罐 2 ) . 在各种喷气发动机和活塞式发动机中， 
尤其是当它们在高空的稀薄大气环境中工作时，利用压缩机使流人扩散段的空气在 
进入燃烧室之前预先减速并压缩是大有好处的. 

连续作用的压缩机有两种基本 类型： 径流压缩机（离心压缩机）和轴流压缩机. 
图49给出这两种压缩机的示意图.在径流压缩机中，气体主要沿径向流过叶轮，并 
且在相对运动中，气体是被离心力加速并压缩的.在轴流压缩机中，气体主要以绕柱 
形叶片流动的方式流过旋转叶轮，叶轮对气体的作用类似于前面研究过的翼栅（叶 

D 见第一•卷173 —174页. 

2) 暂冲式风洞•般用于研究超声速流，尤其是高超声速流.暂冲式风洞分为下吹式(气流排向大 
气）、吹吸式（气流流入真空罐）和吹引式（气流流过引射器后再排向大气，见下文).一译注 


第八章流体力学 



( A ) ( B ) 


阁 49. 压缩机示意围： （ A ) 单级径流压缩机 （ a . 进气忏， 6. 叶轮， c . 扩压器， d . 排气 ff ); ( B ) 轴流 
压缩机进 U 导流器，6丨.叶轮， Cl . 出口异流器， if . 叶轮转轴 )• 把压缩机叶轮与同样以父为 
轴的圆柱 rfU 相交的部分展开为平而图案，吋以得到如下阉所示的叶栅.如果该圆柱面的半径远大 
f 叶片横截面的尺寸，则在许多悄况下可以忽略气体的径向运动,从而可以在良好近似下把气体 
绕柱形叶片的运动肴做叶栅平而绕流.在阁中标出 r 相应横截面上的绝对速度、相对速度和牵连 
速度的方向 

栅）平面绕流的情况.通向旋转叶轮的进口导流器和通向排气管的扩压器是压缩机 
的重要部件 .. 

在单级压缩机实际工作时，使气体高度压缩（即获得很大的增报比 7 T = p - 2 / pl ) 
而不出现巨大的不可逆损失是难以实现的，所以必须使用由中间导流器连接起来的 
若干个叶轮逐步进行压缩.因此，人们设计出多级压缩机，以便对气流进行高度压缩. 

表征压缩机 K 作状况的基本参量是：气体的质量流最6 = ^;^ 的 

和&分别是压缩机进气口和排气口的面 积)； 滞止温度77, 增压比 7 r==^/W 
(也可以引入其它一些等价指标来代替量 7 T ). 

下面考虑气体在以缩机的静止管道中的运动并研究上述参量.从能量方程可知， 
在实际过程中，单位时间内对气体做功的总量等于 

-W = -T^)G. 

容易证明，这部分功总是大于为了获得同样的增压比 7 T 而在无损失的可逆过程中必 
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须对气体做功的理想值.其实，对完全气体成立以 F —般 公式: 


T ； = (” = a l ^ p ^- l ) h e { a 2 - s Q )/ c p 


( a 是使量纲平衡的常量)，并且由于压缩机内部流动的不可逆损失（黏性、激波、流 
动分离、非均匀流混合等)，我们有 


s 2 — s 0 > 心 一 s 0 . 

假想气体经过一个绝热可逆过程后，其滞止压强从变为 P 5. 在这个理想过程中没 
有不可逆损失，熵保持不变，所以对滞止温度得到另一个值它满足公式 

打 ad = 广 1)/7 e (a …爲 < r 2 ' 

在理想过程中应_当输人的机械功 And 等于 


4 ad = 4(0 T；)G < A = Cp ( T ； - T ；) G . 


比值 

Atu\ . 

了 =〜<1 

称为压缩机的整体绝热效率.也可以单独考虑每一级的绝热效率.绝热效率是表征压 
缩机技术性能完善程度的主要指标. 

对于一台给定的压缩机，绝热效率 r ^ d 和增压比 7 T 主要依赖于流 tf ： G 和增压叶 
轮的转速.在一般情况下，流量可由外部条件（飞行速度、气道横截面面积等）来调 
IV . 对给定的压缩机而吾，存在 M 优的理论工作状态，这时〜具有最大值，这个值 
依赖于压缩机的类 M 、 用途和 T . 作条件.在最好的航空压缩机中，每一级压缩在增压 
比 7 T « 1.5—1.4 时具有效率 ry ad % 0.87—0.88. 

如果在定常运动中有外部能量流 

A + Q ( e > = CpT ； [丌卜 ” 〜(气 - i)/^p - l]G (9.14) 

进人（或者有能 M 流离开)，则从一般公式可知，为了获得给定的增压比 7 T ， 可以通过 
降低熵巧的方式来降低压缩过程所需的机械功 A 为了降低熵巧，可以给气体降 
温 ( Q ^ < 0), 因为气体在失去热量时熵会减小.在这种情况下，被压缩的气体可能 
最初具有明显很低的温度，但是当这部分气体贮存到气罐中之后，其温度最 终会因 
为热传导而变得与环境温度一致. 

为了定量估计在压缩气体时给气体降温可能带来的好处，我们对气体的准静态 
可逆等温压缩过程应用公式 （9.14). 这时，公式 (9.14) 和等式 Td 5 = dQ ^ 给出 



s,)G. 
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m 50. 各种涡轮机的示意阉： （ A ) 校流向心涡 轮机; （ B > 校流爽心涡 轮机; （ C > 轴流涡轮机 （ a . W ••流 
器， 6. 叶轮)，右下阁给出叶轮的相应掸栅案和速度方向 


在等温过程中，我们有 

1 = 脊 = (尝广 '(wW ，，即 W- c P ln ” 

所以 

>l| 8 oth = Gc p T\ Iiitt 卜〈人 d = Gc p T ： [n^- l ^^l), 


冈为在 a = 7 r ^- 1 )/^ > 1 时显然成立不等式 


lna = 


a a 

I d i<I 


(ia 



涡轮机流体在流过压缩机时获得 能量. 与此相反，涡轮机用于从运动的'流体中获 
得机械能.在通过涡轮机的绝热 ( g ^) = 0) 流动中 Z < 0,所以根据 (9.14) 
可知，在涡轮机中 7 T < 1，即气体在流过涡轮机后其总压下降，< rt . 图50是轴流 
涡轮机和径流涡轮机的典型示意图. 


已经在磨坊中使用了多个世纪的风车和水车是最简单的涡轮机.各种功率的水 
轮机广泛应用于水电站，单机容 M 可达百万千瓦.汽轮机和燃气轮机广泛应用于解 
决诸多重要的工业问题.数十万千瓦量级的大功率燃气轮机用于推动现代航空发动 
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机的螺旋桨和压缩机叶轮.涡轮机在许多情况下也用于船舶发动机. 

在涡轮机叶轮上有专门设计的叶片，叶轮的旋转使水流或气流在流过叶片时改 
变方向，从而使叶轮受到巨大的反作用力并输出正的机械功.这样，能量从流体转移 
到旋转的叶轮.在许多情况下，为了获得最佳速度，可以利用专门的静止导流器使流 
体在流过叶轮以前预先旋转起来，而在流过叶轮以后再停止旋转（见图 50). 导流器 
也能够控制流体的速度值.就像汛缩机那样，涡轮机也可以由若干级组成，每一级的 
转速既可相同也可不同. 

考虑涡轮机（或压缩机）中的匀速旋转的叶轮并研究作用在叶轮上的流体力学 
作用力（对静止旋转轴）的力矩. 

我们首先指出，在不同惯性参考系下的 
ffl 对运动中，介质铒一点的相5作用力以及 
合力、合力矩都足相同的.这一性质在前面 
曾经多次被提及和使用.现在假设涡轮机 
叶轮以角速度 w 绕静止轴匀速旋转，并考虑 
流体的 T 述两种 运动： 第一种是相对于静止 
的惯性坐你系的运动，第二种是相对于与旋 
转叶轮 IAI 连在一起的非惯性米标系的运动. 

在第二种运动中必须引人作用在介质上的 
离心力和 科里奥 利力，这两种惯性力都是外 
质51•力.在相对运动中出现惯性质 tt 力，这 
关系到广义“阿基米德力”及其 力矩. 

这些力不仅作用于流体，而且作用于旋 ffl 5 i . 涡轮机流杓和相应拧制而的示意 m 
转叶轮和固定在叶轮上的叶片.当涡轮机叶 

轮尚速旋转时，角速度 u ； 很大，惯性质 ffl 力很大，结果在涡轮机叶轮中出现巨大的拉 
伸应力，在叶片中尤 K 如此.主要正是因此才不得不限制涡轮机和空气螺旋桨的转 
速.受涡轮机强度条件的这种限制，钢质叶片的岡周速度不允许超过700 m / s . 这是 
一个非常敢要的限制条件，在设汁空气螺旋浆和旋转叶轮时必须考虑这个条件.显 
然，在设 H •静 ih 导流器的部件时不会产生这种拉伸应力.从应用观点看，静止部件上 
的作用力和力矩应当在静止坐标系中进行研究，而运动部件上的作用力和力矩应当 
在运动的随体坐标系中进行 研究. 在计算涡轮机旋转叶轮上的流体力学作用力的合 
力矩时，可以假设流体相对于叶轮的运动是定常的 . 

为明确起见，我们來考虑涡轮机的一个叶轮（图51)，并把叶片表面、轴对称机 
壳表酣、套在转轴 h 的整流装置表而（与流体接触的部分）以及涡轮机人口和出口的 

'> 这个假设在存在导流器时仅仅在平均意义上符合实呩情况，因为涡轮机叶片的位罝相对于导 
流器管道行周期性变化，而流体的周期性运动是非定常的.相应周期在转速很高时很小，增加叶片 
数 Q 也能降低周期. 
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圆锥面&，&取作控制面. 

我们来计算涡轮机叶片上的流体力学作用力对涡轮机转轴的 力矩. 为简单起见， 
我们忽略静止机壳、整流装置和圆锥面 A , s 2 上的摩擦力，仅在理想流体范围内考 
虑问题. 

显然，一部分控制面是以2轴为对称轴的旋转曲面，作用在这部分控制面上的 
所有压力都与2轴相交或平行，所以这些力对2轴的力矩等 于零. 于是，只有作用在 
旋转叶片上的压力对2轴的力矩一般才不等于零. 

作用在叶片上的离心力与2轴相交，其力矩也等于零.作用在流体微元上的科 
氏力的合力矩不等于零，我们把 它记为 M kz . 在定常运动的情况下很容易计算该力 
矩.为此，在流动区域中的每-点把流体的相对速度 ％ el 表示为 


Vro! = V rre , +V ercI f V xreli 

式中 t ； rrel 是径向相对速度 ， 是横向相对速度， r lrel 是轴向相对速度，相应速度 
值记为和 t » 2 rc ,- 容易看出，力矩 A 4, 等于 


= —2 u 


rv rro , pdr = -2 w J r^dm = J r 2 dm , 


式中 K 是控制体，是控制面以内的流体质 M . 

W 为运动被认为是定常的，并且在控制面上 Vnrel 一0的条件仅在圆锥面&和 
5 2 上成立，所以 


Mkz = w J ri dG — u J r2 dG = J r^i dG — J r 2 u 2 dG, 

Si Sj Si 5a 


(9.15) 


式中 （7 是 质埴流 M , d (7 = da，w 和 ％分别是圆锥面 &和& 上的牵连线速 
度值，法向矢 fi n 的方向见图 51. 

根据定常运动的动 ffl 矩方程 (7.3) (其中 fc = 0, h = 0, Q n = 0), 压力对叶轮的 
力矩为 f 

M * = / r ! t; tlrel J r 2 t ; t 2 rel dG + Af fca . (9.16) 

Si 5a 

可以引人横向绝对速度来代替横向相对速度， 


v t\ re\ = ^t\Bbs- u ly V t2r cl = V t2a b* - ^2* 

所以根据 （9.15) 和 （9.16) 可以得到 

= j - J r 2 v t 2 ahs dG . (9.17) 

Si s 2 

公式 (9.17) 称为辱年兮本如果考虑流体的定常绝对运动，则 A 4 Z = 0,这时直 
接从公式 (9.16) 出发彳•艮到这个公式.使用这种简单而直接的方法推导欧拉公 
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m 52. 引射器示意图.引射流体（通过横截面 &) 和被引射流体（通过横截面灸）从人 n 流人引 
射器，混合室后的流动在横截面 s 3 和&上是均匀的 

式是非常 ft 然的，但是上述方法也不算复杂.与此同时，要想更深人地理解这个问题 
的本质，要想更清晰地体会相对运动，我们所采用的方法不无裨益. 

扭转力矩 m 2 与流体机械的流量以及流体在流过旋转叶轮时在人口和出口的扭 
转情况和 ^ t 2 ab «) 有密切关系.流量、 ft 大流址和扭转情况不仅依赖于导向 
装? f 和叶轮的儿何参数，而且依赖于流体的给定参请和叶轮的角速度. 

类似于压缩机的绝热效率 T ^， 可以把涡轮机的绝热效率 7 /ad 定义为所得功率 
与绝热可逆过程中的理想功率 之比： 

w : Cp ( T：-W —丄 

在绝热可逆过程中没有仟何损失，熵保持不变. 

相对 尸 / K 缩机而言，涡轮机中的流体力学过程更易于完善，所以涡轮机的效率 
通常较尚，并且一般高于压缩机的效率. M 好的燃气轮机的效率可达7^ 3 0.94 .涡 
轮机与压缩机之间的定性关系近似于喷管与扩散器之间的关系. 

从燃气轮机燃烧室流出的气体具有很高的温度乃和滞止温度7丫，所以燃气轮 
机叶片的工作条件比压缩机叶片的工作条件更加恶劣.因此，如何冷却涡轮叶片和 
涡轮盘 1》 ，如何保证它们的强度 和工作 寿命，都是与此相关的重要问题. 

水轮机在商速运转时有出现空化现象的危险.涡轮机中的液体或气体在失去大 
徵能 量时，其温度会大为降低，这种效应可用于气体液化装 H (涡轮制冷压缩机). 

一台给定的涡轮机在不同转速下 能够具 有不同的工作状态，这取决于对流贵的 
控制，控制方法是限定来流流 tt 和调整出口《强或出 U 截面. 

为了利用一种气 流提岛 另一种气流的总压，通常可以使用一段穿门的筲 
道——引射器.具有不同总压、流速一般也不同的液体或气体从引射器 
人 n 流人，然后在被称为混合室的管道屮发生混合和能 M 交换,压强、密度和温度因 
此变得处处基本相同，结果形成均匀的混合流体，以便进一步通过混合室后而的扩散 
段或喷管减速或加速.图52是引射器的示意图.引射器还用于需要通过入口吸入液 
体或气体的一些装置. 

引射流体（主流体）具有较高的总压，其参 ffl 用下标1表示.引射流体从出口横 
截面为 A 的喷管流出后带动横截面&上的被引射流体一起进人混合室.被引射流 

1】 冷却过程中的不可逆损失导致涡轮机效率降低 2%-4%. 
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体（次流体） 的参最 用下标 2 表示.混合室是一段具有圆形（或其他形状）横截而的 
柱形（或非柱形）管道，两种流体在这串.发生混合，并且经过混合室直径 8-10 倍的 
距离后，在横 截面& 上就能得到基本均匀的流动.图53给出了速度剖面在混合过 
程中的变化特点.在图52和53中，引射流体位于中央，但也可能存在其他一些不同 
情况，引射流体可以位于外侧，两种流体也可以分别从若干个喷管流人混合室.在后 
一种方法中，采用较短的混合室即可完成混合过程. 

引射流体和被引射流体在引射器人 n 具冇不同的速度.其混合机理在许多情况 
下取决于初始速度间断面的不稳定性，这与黏性效应和扩散现象有密切关系，在某些 
情况下还与物理化学过程有关，例如与混合室内的燃烧有关.尽管如此，对柱形混合 
室而言，如果忽略阂体壁面上的摩擦力，则在混合过程能够实际发生的许多情况下 
可以认为，横截面 A 上的流动特征 S 不依赖于混合宰中的中间过程.引射器横截而 
A + S 2 和上的流动参蜞之间的关系满足普适的守恒方程，这在本质上类似于强 

间断（激波）的情况.我们知道，在许多情况 F 
(但并非总是如此）可以在理想流体范围内对强 
间断引人普适的守恒方程并加以研究，尽竹实 
际现象中的相应内部过程 K 实也是连续的，只 
不过其变化过程非常剧烈，它们与黏性、热传 
导、化学反应动理学等 W 索有关. 

流动混合问题对 F 混合室的设计（例如对 
速混 合状态 F 的典型于混合室长度的确定）有重要价值.然而，如果 
^ ' 对于给定的引射器已经在人口给定了引射流体 

和被引射流体，则在某些情况下根据上述一般守恒方程即可回答流动混合能否实现 
的问题.但是，在某鸣儇要情况下，例如当混合室中存在超声速射流时，济要分析射 
流形状的变化和射流在引射器内部发生混合的机理才能冋答这个问题. 

对于柱形? K 合室中的定常流动，无论其中的内部过程冇何特性，都可以对山混 
合室壁面、横截面 Si + s 2 和 s 3 组成的控制面写出一般的积分关系式，其形式如下. 
质 fl 流量守恒方程 

Gi + G2 = G3 , ， (9.18) 

式中 G fc = Pk v kSk . 

没有外部能量流时的能 M 方程 

G x i \^ G 2 i ^ = G z i ^ (9.19) 

式中 

2 p k 

是质 a 总焓， ii 和 g 是引射流体和被引射流体（它们一般是不同的流体）在进人引 
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射器时的质量总焓， G 是混合物在流出引射器时的质量总焓，并且从热力学上讲，混 
合物的焓在其组分给定时具有确定的表达式. 

柱形混合室的动方程 

PiS Y -f (7,^! + p 2 S 2 + G 2 v 2 = p 3 S 3 -f G 3 v 3 . (9.20) 

如果混合室不是柱形的，例如.如果其形状是以 z 轴为对称轴的旋转曲血，则在 
(9.20) 的右侧必须增加 一项： 

- J Pcos ( n , x)da = -R Eo , 

式中 n 是混合室 壁面仏 的 申位外 法向矢 M，p 是 5：u 上的沭 强，其数值与混合现象 
的细节有关 • S 是作用于混合室壁面上的阻力（或推力).在某些情况下坷 

以使用方程 (9.20) 来汁算^ 0 ,而在其他一些情况 F 则可以根据实验或与实验相符 
的假设给出还可以在方程 （9.20) 中近似地引人与 S 0 上的黏性摩擦力有关的 
半经验阻力项. 

而积&，&和&是引射器的几何特征*.如果混合室是柱形的，则 


•^1 f 52 = S3 . 

(9.21) 

被引射流体流 燉 g 2 与引射流体流 a 之比 


n _ ^2 P2 V 2 S 2 

G \ 

(9.22) 


称为引射率，它是引射器工作过程的基本指标之一.如果被引射流体和引射流体不是 
同一种流体，则与引射率 n 有关.关系式 （9.18) — (9.22) 对液体和气体均成立.如 
果在扩敗段出口给定某些流动特征瓜（例如在亚声速流动中给定出 U 压强)，则在上 
述方程组中应洛补充描述流体在扩散段中的运动的关系式（在实际应用中还要考虑 
扩敗段的不可逆损失)•在 （9.18) — •( Ml ) 这 4 个关系式中含有12个参 fi : 心% 
S k } 而流体的特性是通过总焓的表达式 i ；( p k1 p kl v k ) 表现出来的. 

无论是为了设计引射器，还是为了确定引射器中的流动性质，相关理论和计算都 
密切关系到并在很大程度上基 T 对相应未知参量的上述方程组的分析和求解0 .究 
竞哪些参 ffl 是给定的已知参《，哪些参 M 是待求的未知参量，在不同问题中可能各 
+相同，这依赖于问题的提法.原来相互分离的非均匀来流从人&进人引射 
器，从横截面&流出时已经变为均匀流.在柱形混合室中的实际混合过程可以视为 
在动 ffl 守恒条件下的-•种平均化过程，这时实际流动与平均流动都满足条件 (9.20). 

"可 以从•些专*和论义中了解所用求解方法和结果，例 如： A6pa MOBM H 1 ， .H. IlpHK^a^HaH 
ra3GBa« AHHaMHKa. 4-c H3A. MocKBa ： Hayna. 1976; 5-e H3A. (b 2 h.), 1991. rpuropnH C.C. 




对方程 (9.18)—(9.21) 的分析表明，当 Pp Pi , 〜 p 2 , p 2 , v 2 , 5 2 ( 或 P ;， 耵， 
A , = w/t ^， S p p ;， T 2 ' A 2 , S 2 ) 给定时，在 S 3 = 5i + 5 2 的条件下并非总是能够从 
该方程组解出 P 3 , P 3 , W (或的，了;?，、).闪此，这种平均化方法一般可能无法实现. 
亚声速来流应当具有相同的入口压强，即 Pi = P2 - 如果两股来流都是（或其中之一 
是）超声速的，则 Pl = P 2 可能不成立.在 P ;, A •和 P ;， 给定时， Pl , 巧，巧和？> 2 , 
p 2 i v 2 依赖于人口管道的形状. 

在混合过程能够发生的情况下，利用方程 （9.18) — (9.21) 可以计算熵的变化 


计算结果应^满足 


(Gj 4- C?2)^3 — CtjSj = △ 沒 . 


△5>0, 


(9.23) 


因为混合过程是不可逆的. 

可以考虑理想的玎逆混合过程（这时存在外质 fl 力)，于是 △$ = 0,从而可以把 
动 M 守恒方程 (9.20) 替换为右侧为零的方程 （9.23) 并计算相应总压 pj id . 那么，可 
以引入以 F 比值作为混合室的-•个基本指标（混合宰效 率)： 




式中是实际过程中的总压， P 3 id 是引射器入口流动情况相同时的理想过程中的 
总压 • 

■速度不同但腿刪關-种不可压馳体， Pi=P2 , 
p, = p 2 =z const . 对于不可压缩流体， 


Pi = P 2 


r = T + cT+ p * 


式中 c 是热容， cT 是内能.可以这样选择轴对称引射器的形状，使得流体在混合过 
程中始终 ft 有处处相同的压强 p = Pl =p 2 . 我们认为混合室中的混合过程是由黏性 
引起的（但忽略混合室壁面和横截面 A ， S 2 , S 3 上的黏性摩擦).在问题的这种提法 
下，能量方程 (9.19) 和动 M 方程 （9.20) 给出 

0 ^ + 02 ^-+ G lC T x + G 2 cT 2 = (G, + G 2 ) 譬 + ⑼ + G 2 )cT 3y 

^\ v l + ^2 V 2 = (^1 G 2 )V 3 , 

因为压强在&， S 2 , S 3 和 Eo 上处处相同，其合力为零.由此直接得到 


AE = [G\ + (?2) 


r ii = Q \ g 2 fa - w ): 

2 2 Gi + G 2 2 


= G\cT\ + G2CT2 — (Gi -t- G 2 )cT 3 


(9.24) 
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在不可压缩流体在混合室中发生混合的过程中，由于压强是常量，所以动能损 
失就是机械能的全部损失.损失掉的能量变为热量，这类似于完全非弹性碰撞 
过程中的能量损失，这时物体在碰撞之后也具有相同的 速度从 (9.24) 的右侧可见， 
内能在流体发生混合之后增加.利用 (9-24) 可以计算混合物的温度 r 3 . 

我们来研究完全气体在引射器中的 混合. 随着总压之比 W /朽 
的超尸速^的增加以及扩散段出口截面& (见图 52) 上的反压的降低， 
1 混合室人口的气流速度不断增加.在上 述参量 满足一定的关 

系时，高压引射气流在使用收缩喷管时达到声速，从！ = A , = 1,在使用拉瓦尔喷管时 
达到超声速， A , = A theor > 1,式中 A theor 是喷管出口的速度因子在拉瓦尔喷管理论 
流动状态下的值.当 P ;/ Pj 或 P 0 / P 4 (式中 Po 是拉瓦尔喷管前方很远处的静止气体 
的 J +: 强）进一步增加时， A : 已经不能再发生变化.于是，在 p 0 / P 4 等于某个值时，速 
度在拉瓦尔喷管的喉部达到声速，并且从这一时刻开始.引射气流的流 W 达到临界 
值.这时，混合室人口的引射气流和被引射气流可能具冇不同的静汛，所以一 般吋以 
任意给定速度因子 A 2 . 然而实验表明，要想使被引 
射气流在引射器中的流 M G 2 不等于芩， A 2 仅有确 
定的取值范围.为了确定 A 2 的可能取值，必须分析 
气流刚进入?合室时的流动情况.引射气流达到或 
超过声速时 （ A » > 1时）出现的效应与亚声速悄况下 
或不可压缩流体情况下的效应有定性的 K 别. 

如果达到或超过声速的引射气流 在拉瓦尔喷筲 
出口的静压 Pl 大于被引射气流的静压，则引射气流 
在进人混合室后继续膨胀， 其平 均速度增加，横截面 
扩张.引射气流的横截面面积在位筲 1' 一 1'( 阁 54) 

达到最 大值，这时其核心部位的静压远小于周围气 
流的静压.此后，引射流休又被 Hi 缩，形成一种以周期“桶状”结构为特点的气流， 
强和速度在纵向和横向都发生明显变化. 

引射气流从拉瓦尔喷管出口到第一个“桶状”结构的最大横截面之间的流动特 
性对引射器中的基本流动规律冇非常重要的影响，这个横截面（图54中的 1' 一 1') 称 
为阻塞截面.利用基于实验结果的一系列假设可以对混合室前部的流动进行近似计 
算/但'我 X 在此并不关注定 M 的计算，仅仅槪括地指出在混合室中形成阻塞截面时的 
某些定性的流动特点.横截面1 一 1 与 i'_r 之间的引射气流加速运动，带动被引射 
气流也加速运动.因为被引射气流在横截面1 一 1是亚声速的，所以在横截面 1' 一 1' 
之前，被引射气流的加速主要是由压强差引起的，这时两种气流的混合相对很弱. 

被引射气流在位置 V - V 具有最小的横截面，速度因子 Ai 达到最大值， Ai 彡 1. 
最大值 M = 1对应气流在引射器人口的临界 值足， 并且利用降低引射器扩散段出 
口反压 p 4 的方法不能提高该临界值.不过，利用这种方法可以在小于足的范围内 



图 54. 气流刚进人混合室时的流 
动示意阁，中间的超卢速引射气流 
发生膨胀 . a . 引射气流与被引射气 
流的边界， 6. 激波 
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任意改变被引射气流的速度因子 A 2 . 如果（在横截面 1一1 上） a 2 = A 2 ( A 2 依赖于 

比值 p !/ p 5), 则引射器中的定常流动称为啤咢碓 _• 

图55给出超声速气流引射器的实验 
结果. 



m 55. 不间比值 p ：/ p 5 下的引射器特征 a. 在 
各条曲线中，类似于 /U? 的部分对应临界状态 
之舫的流动,类似于的部分对应临界流动 
状态.引射宇 n 住临界流动状态下与反压无关 


在临界流动状态下，随着 Pl/Pl 的下 
降和 P m i/P2 的上升，引射气流的膨胀程度 
增加，而被引射气流的通过面积减小，所 
以引射率 n = G 2 /G x 降低.当 Pt/P5 达到 
依赖于比值 p ：!/ p : 和 s 2 ! s ' 的某个值时， 
引射气流在位 》 V - V 膨胀到充满混合室 
横截面 （图 56), 结果使引射率 n 降为零， 
这时引射过程完全停止，在引射器中发生 
早塞琿舉.阻塞现象 使柱形混合室中的某 
4 m 合务式不可能实现，尽管相应流动能 
够根 据方程 (9.18) - (9.21) 计算 出来. 


在实际应用中，引射器中的临界流动 
状态是最佳状态， 闵为 相应引射率最高，混 
合气流中的速度差最小，从而使损失最小.就像间断面条件那样，当完全气体发生混 
合时，方程组 （9.18) — (9.21) 具有两个解.一个解对应混合室出口的亚声速流动，另 
一个解对应超声速流动.只要对混合室中的流动进行分析，就能选择出所需要的解. 


可以证明，能够在混合室出口实现的流动状态在很大程度上取决于阻塞截面上的一 


些条件. 



mo 6 . 引射流体在引射器阻塞 
时发生膨胀的示意图 



图 57. 引射式风洞示意图 .1. 压缩空气 
气罐 . 2 . 引射器， 3. 试验段 


引射器的应用引射器是一种简单而方便的装置，具有广泛的实际 应用. 例如，位于 
风洞出口的引射器可以起到抽吸空气的作用.引射器经常用于向大 
气排气的髙马赫数超声速风洞.当高温高压气体流过超声速风洞试验段时，气流具 
有很高的总压和总温，相应条件全部或部分满足高速飞行的相似律.高马赫数气流 
在通过风洞试验段以后，其总压在接下来的减速过程中不可避免地大幅下降.借助 
于扩散段和起压缩机或抽气机作用的引射器，再利用气罐中的压缩空气，就可以保 
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证气流按照所需方式流过风洞（图 57). 

为了进-•步利用喷气射流的能贛，可以加装引射器，使喷气射流与被吸人的空气 
发生混合.只要在专门混合室的人口和内部形成适宜的压强分布，就能够提高推力. 
然而，除了额外的推力，在引射器外表面还有额外的阻力，这种情况以及其他-些原 
因使得引射器在提高推力方面的作用是有限的.还可以把引射器当做气泵，这样能 
够形成高度的真空.例如，以水银蒸气为工作对象，利用引射器可以获得几百万分之 
一大气压的真空.此外，引射器还广泛应用于与气体的开采和管道输送有关的许多 
装置. 

§10. 喷气推进理论基础 


火箭发动机火箭发动机是一种典型的喷气发动机 1 > • 考虑一个静止的或匀速平动 
的物体，在其内部的一个区域中存有或者能够通过燃烧物体本身携带 
的一些物质（通常是固体推进剂或液体推进剂，发生燃烧的区域是燃烧室）形成总压 
为 〆 、总温为 P 的压缩气体.假设压缩气体通过一个专门的喷筲从燃烧室流到物 



体以外的空间，外部空间的压强 P(J < p •(图 58). 如果比值 P y Po 〜 i ， 喷宵出口的流 
速就是亚声 速的； 如果 pVpo » 1. (在使用拉瓦尔喷管时）就产生超声速射流. 

我们用 S 表示气流流出物体时 
的出口横截面面积.如果气流相对 
于物体的速度是亚声速的，则出口 
的均匀气流的压强（根据一维流动 


理论假设）等于外部空间的压强 Po . 
如果拉瓦尔喷管是理论喷管，则出 


图 58. 火箭发动示意图 


口的超声速气流也具有压强 p Q . 拉瓦尔喷管中的气流在临界截面之后达到超声速 


后，也能够在喷管内部通过一系列激波减速为亚声速气流，这时气流在喷管出口的 
压强（在一维理论范围内）仍然等于外部压强 P ( J . 在超声速非理论流动状态下，气流 
在出口横截面 S 上 的压强 〆 不等于抑；如果 〆 > po , 则相应喷管是不完全膨胀喷 
管，而如果 〆 < p Q ， 就得到过膨胀喷管.在一维理论中，气流流出喷管时的相对速度 
矢量1；在出口横截面上均勻分布并且垂直于该截面. 

我们来研究气流和外部常压强 p Q 对物体的总作用力.气流对物体的作用力分 
布于喷管和燃烧室的壁面 S ， 压强 Pq 则作用在物体的外表面 Eo . 

我们把火箭发动机的推力定义为壁面 E + E 0 上的面力之和.因为 


- j Ponder = J p 0 nda = p 0 S 

Eo S 


火箭发动机是自带推进剂的喷气发动机.推进剂是燃烧剂（燃料）和氧化剂的总称.——译注 
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所以推力 fi (见定义 (8.1)) 满足公式 


- j P n da - J p 0 nda : - j da 十 p () 5 n, 


( 10 . 1 ) 


式中 n 是 S 的单位法向矢 fl , 其方向与气流方向一致.为了计算推力，我们对相对 
于物体运动的气体应用动最方程，相应的封闭控制面由曲面5：和喷管出口截面 S 组 
成.假设气体相对于火箭发动机的运动是定常的，不计质 a 力，则有 


pvv n da = J p u da - J p'n da. 


( 10 . 2 ) 


W 为在闶体壁面上 W = 0,所以在忽略进入燃烧宰的尚密度液态或固态推进剂诸组 
元的微小动 fi 之后，我们从 （10.1) 和 (10.2) 得到火箭发动机推力的基本 公式： 





过膨胀唢管 

阁 59. 不同流动状态所对戍的喷管出 U 横截 
面示意图 


R = 一 [(p’ 一 p Q )S + pv 2 S] n. (10.3) 

括号前的负号表明， 矢&凡 在括号中的表 
达式大于零时指向 S 的外法向矢 ffl n 的 
相反方向，所以它确实是推力. 

在理论流动状态这种特殊情况下，推 
力的大单的 公式： 

R = pv 2 S = Gv ， 


式中 = 是喷管的流 H . 

理论喷管给出最大的喷管的流贵完全取决于喉部的横截面积.下面将证明，在流 
推力 II 给定时，理论喷管的推力 A 有最大值.图59是不同流动状 

态所对应的喷管横截面示意图.我们来考虑推力在不同流动 

状态下的区别. 

如果不考虑喷管壁面的摩擦，则从一般公式 (10.1) 可知，在不完全膨胀喷管中 
有一部分推力无法实现，其表达式为段的 积分： 


= -J (P - Po) cos(n, x) da > 0, 


W 为在上 p > 外， cos(n, x) < 0. 对于过膨胀喷管，推力的增量 △/? 小 于零: 


- - J (p - p 0 ) cos(n, x) da < 0 y 


因为在 BC±p< p 0 , cos(n, x) < 0. 由此可见，理论喷管在理论上是 M 优喷管. 
然而，实际的火箭发动机用于高空飞行（以及在宇宙空间中飞行)，这时无法保证 
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气体以理论流动状态流出喷管，因为理论流动状态要求喷管具有过于巨大的出口横 
截面.例如，如果燃烧室中的压 强为 〆 =10 7 Pa ， 飞行高度为30 km (〜=10 3 p a )， 
则出口横截面面积应当是临界横截面面积的大约500倍.当 p 。— 0时 5/5 cr - oo . 
所以，火箭发动机的喷管一般是在不完全膨胀状态下工作的. 


燃烧产物的总温和反 
应热 


我们用 T ' •和表示火箭发动机喷管出 U 气流的总温和总 
压，并把高温喷气射流当做完全气体，用表示其质遍:总焓. 
如果忽略通过燃烧室和喷管壁面的 少量热 交换，就可以写出 


i ,m = c p T ,m = ij = + /i, 

式中 c ；, 是燃烧产物的平均质 tt 定压热容， ^ 是迸人燃烧室的推进剂诸组元在初始 
温度下的质 M 总焓 u ， q 是（在不同燃烧过程中发生完全或不完全燃烧时的）相应 
化学反应产物在同样初始温度 F 的质 M 总焓，/ I 是流出喷管的单位质 量飞体 的相应 
反应热 2 >. 

对于给定的推进剂诸组元和相应燃烧产物，焓就像内能那样可以梢确到相差- • 
个常 tt . 只要把这个常 E 用确定方式阇定下来，就可以对气体（反应产物）使用公式 



式中： r 是总温. 

M 和&是所用推进剂的基本化学特征 fi ， 这些 tt 不仅显著依赖于进人发动机 
燃烧宰的推进剂各组元的质 M 比， 还显著 依赖于燃烧的完全性 3) ，而这取决于推进 
剂的汽化和混合过程以及化学反应的动理学性质.可以根据推进剂组成和化学热力 
学实验结果对 M q 进行计算， q 的最大值对应化学汁毋混合物.利用推进剂组元供 
应系统即可保证进入燃烧宰的推进剂各组元的比例符合化学计 ill •数之比.可以采用 
化学计域混合物或者在组元质 II 比的某些给定 K 间上对比和评价火箭推进剂的各种 
组合 • 

下面的表格给出目前正在使用的和将来有希塱使用的一些推进剂的某些数据. 
从表格可以肴出，液氢和锂是岛能燃料.尽管从力学观点来看，液氟比液氧具有更大 
的优势,但是氟有毒性，并且在化学上非常活泼.氧原子和氢原子在发生复合时会释 
放出极多的热量. 

在使用某种推进剂时，除了要考虑在表格中列出的数据，还要关注如何在火箭 
发动机燃烧室中实现燃烧过程的问题.此外，具有重要意义的问题还包括推进剂诸 
组元的毒件、侵蚀性和爆炸性，其存放的方便性和可能性，以及制造成本等其他某些 


°在总焓 < 中，进入燃烧室的推进剂各组元的动能仅占微不足道的比例,实际上小于&的万分 

之一. 

2) 在许多对实际应用很重要的情况下，特别是在使用低温液体推进剂（例如液氧和液氢）时，对 
现代火箭发动机而言成立不等式 q & 

3) 在现代的发动机中蚵以实现程度极卨的完全燃烧. 
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推进剂化学计量混合物的反应热 • 


燃烧剂 

氧化剂 

单位质量推进 
刑的反应热 
h / kcal - kg -1 

pVp * = o.oi 

时的单位推力 

fisp . id . / S 

液氢 h 2 


3 030 

400 

锂 


3 500 

370 

煤油 


2 270 

310 



2 020 

300 

肼 


1 940 

320 

液氡 h 2 

liiS 

3 030 

420 

锂 


3 170 

420 

胼 


2 420 

370 

煤油 

硝酸 

1 440 

265 

煤油 

四铒 化二氮 

1 720 

285 

锇职子 o 

氧原子 o 

3 800 


氢原子 H 

氢原子 H 

51 600 

4 500 

a 原子 H 

«原子0 

11 300 



• 在以下文献中蚵以找到关于燃烧剂与铽化剂的各种组合的详 
细的热力学数据 ： Sutton G . P . Rocket Propulsion Elements . New 
York : Wiley , 1963; bappep Nl . h < ap . PaKCTHuc ABwrATejiH . 
Mockbu: 06 oponrM 3, 1962; Sarncr S . F . Propellant Chemistry . 
New York : Reinhold , 1966. 


因家.例如，由于制造和存放的困难，在表格中列出的氧原子和氢原子的复合反应0 
前还没有得到实际应用，尽管该反应能够释放很多热虽. 

因为热散失或者部分释放出来的能 S 被用于推进剂组元供应系统， G 和 7 V 
降低至产和 了' •（产< il , < 77), 这些 fi 可以在专门的计算中加以考虑. 

在理想的燃烧过程中，如果最终的总焓只与被释放出来的化学 
能有关，则在发动机的理想过程中，总 ft : 在喷管的临界横截面 
S cr 给定时首先依赖于推进剂诸组元的质量流量.此外，总压还依赖于燃烧室中的不 
可逆过程以及气体在喷管中运动时的不可逆损失，这些不可逆特性都导致熵增加. 

气体的质 a 流 a 满足公式（见 （6.5)) 


总压与推进 剂流: 


G 






p.s cr 



式中 〆 和: r 是临界截面上的总压和总温. 

如果燃烧过程在喷管的临界截面之前已经完成，并且可以忽略热量的散失，则 
T - = r \ 从流量 g 的公式显然可以看出，流量 g 与实际成正比.只要对进入燃 
烧室的推进剂流 M 进行控制，即可改变总压. 













前而已经指出（见§9)，比值 




表征喷管中临界截面与出口截面之间的损失 .M CT 通常接近于1,优质喷管的 C 7 的 
取值范围是 0.98—0.99. 

根据火箭发动机的推力公式 （10.3) 和§6中的公式可以写出 


发动机的推力 


式中 


R = (Gv+p'S)-p 0 S = Ip'./(A) — P 0 )S 1 


(10.4) 




/(A) = (l + A 2 )(l- 




S 是喷管出口横截面 面积.当 〆 》 Po 时 （ p _ 的 M 级为 50 — 100 atm , 在地球表面 
P(J 〜1 atm , 在髙空〜 0), (10.4) 右侧括号中的第二项比第一项小得多. 

喷管出 U 的速度因子 A 在忽略喷管中的微小损失时可以根据§6中的公式通过 
比值 S C r/S 表示出来，即 


0-^ 




=(忐 r 


比值％ / s 是山喷管的结构定义的.由此可知， 


V = y/^pT m F ^ 令 ^ 


喷气射流的速度依赖于燃烧热和燃烧产物的泊松绝热线指数 7. 

由 (10.4) 可知，在 P () 〜0时推力正比于流量 (7 或总压 〆 ，总压的所有损失直接 
表现为推力的损失.用流量来控制总压 〆 就相当于控制推力. 

单位推力 (也称为比推力或比冲） S 火 S 5 发动力与每秒消耗推进剂 


单位推力 


重最的比值（单位是 s ): 


尽 。= ^ 


式中是燃烧产物通过喷管的重量流贵.单位推力是表征火箭发动机的推进剂性 
能、燃烧过程完善程度和喷气特性的重要实际指标. 

对于 p ' = P () 的理论喷管，从 （10.4) 有 


, v 很 • 
、 = 、 = 7 = 丁 


卜-(矣 n 
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或者、=心 ％ 01 认 

对于非理论喷管（见 （10.3) 和图 59), 有 




从最后两个公式显然可以看出，单位推力显著依赖于推迸剂的发热 M (即 M •广) 
和比值 p '/ p \ 后者表征压强在发动机中的下降 程度； 单位推力对燃烧产物的泊松绝 
热线指数7也相当敏感.从理论喷管的公式可知，在其余条件相同的情况下，单位推 
力坟 P 随 7 的增加而增加（对于单原子气体 , 7 = 5/3,对于分子结构具有更多自由 
度的气体，1 <7< 5/3). 显然，火箭发动机的单位推力与 K 行速度毫无关系，与飞行 
岛度则 冇微弱的关系（通过 Po 表现出来).当飞行高度增加时，压强〆保持不变， 
压强 p n 降低，所以单位推力随# p Q 的降低而略有增加. 

在前血的表格屮列出 f 推进剂各种组合的化学 H M 混合物在理想过程中给出的 
单位推力，在计算时认为发动机中的燃烧足完全的，气流流出喷管的运动是可逆的， 
并且压强的 T 降满足 p '/ P “ = 1/100. 从这个表格可以看出，仅有更大的燃烧热并不 
足以获得更大 的申位 推力.例如，肼和液氧比乙醉和液緘具有更大的笮位推力，这是 
W 为相应燃烧产物的分子组成 A 有不同的 性质. 

现代液 体火® 发动机住地球表面的单位推力为 


凡 p 〜 240—420 s, 

rfUlAI 休火箭发动机的相应指标为 


/^ p 〜 220—250 s. 


这些指标对于未来的发动机还能史岛.单位推力在岛空更大一些. 

作为推进剂和发动机的-个指标，也可以芩虑并使用单位推力的倒数 


Csp 




go 

R 


火箭发动机的基本特 
性 


(黾位是 S- 1 ) 来取代中.位推力.这个指标给出获得1 N 推力时每秒所需消耗的推进 
剂的重 s 

. 乂 kkbk 推进剂的单位里量流量％很大，而当飞行器在 

非常高的高空 K 行时，化学推进剂应巧储存在飞行器上，所 
以火箭发动机一般只能短时间工作.甚至对于具有超大推力 
的现代火箭而言，主发动机的工作时间也仅有几分钟而已.其他一些类型的发动机 
在大气层中工作时可以从周围空气中获取氧气，由这样的发动机驱动的 k 行器所携 
带的燃料具有小得多的消耗率.所以，从这个角度讲，它们比火箭发动机更加合算. 

火箭发动机 的质鼋 较小，能够在真空中丁作，并且能够在短时间内提供其他类型 
发动机所无法提供的巨大推力.例如，目前的单喷管液体火箭发动机能够在飞行中 
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提供800吨力的推力，而现代大型航天火箭的第一级具有若干个这样的发动机.固 
体火箭发动机的推力可达几千吨力. 

_ 用于在地球大气层中飞行的发动机可以使用空气中的氧气作 

和其为氧化剂.从大气吸人的空气与飞行器所带燃料共同用于形 
細1臟（将柳⑽飯獻讎絲浦工作介质)， 
从而产生推力.这时，工作气流中的空气的重量比燃料的重鼠大得多.这样的过程可 
以直接在空气喷气发动机中实现.在同样使用空气的活塞式发动机和燃气涡轮发动 
机中，燃烧产物的能 a 通过涡轮转化为机械能并带动螺旋桨旋转，而螺旋浆又把机 
械能传递给空气或水并形成推进射流，从而产生推力. 

驱动飞行器在大气中飞行、物体在水中运动、交通工具在地面和水面行驶的发 
动机形式各异，种类繁多.实验和理论表明，针对推进系统的不同运动条件和维护条 
件，适 k 并且能够采用不同类型的发 动机. 例如，立刻可以符出，在真空（太空）中暂 
时只能采用火箭发动机，但发动机中的工作过程、能最源（包括核能）和产生喷气射 
流的工作介质可能各不 相同； 化学燃料的燃烧产物、被加热的气体、等离子体流和离 
子流等，甚至光子流和其他基本粒子流（这时出现如何发明新型发动机的问题，这种 
发动机使用太空中的稀薄介质，就像空气喷气发动机使用地球大气那样）都可能是 
工作介质.在一般怡况下，如何选择和设计《优的推进系统的问题与具体应用条件 
有 m 密切的关系.不过，仍然存在某些普适的关系式，它们是描述任何具体的推进系 
统及其 m 佳工作条件的基础.现在，我们就来对各种空气喷气发动机系统建立一抶 


类似的普适的概念和指标. 

玎以利用以下公式来定义发动机的飞行效率: 

Rv 有用功率 


空气喷气发动机的飞 
行效率 


V 


% _ 所消耗的功率’ 


(10.5) 


式中是推进系统的推力， v 是飞行速度， W 是单位时间内向气流输人的能贵 
w 一般正比于申.位时间内所消耗的燃料的 mM . 

类似于卡诺循环的效率（见第五章)，可以引人发动机 的琿隼 萃罕.之所以引人 
理想效率，是为了针对能够实现的某种发动机结构得到一种判•据:来价所输人的能 
馕能够被使用的最高极限以及接近该极限的程度.热力学表明，理想效率小于1.理 
想效率是在理想可逆过程中达到的，而实际效率由于现象的不可避免的不可逆性永 
远小于理想效率.尽管如此，在许多情况 F ， 正确设计的发动机能够足够好地满足理 
想条件.实际效率与理想效率之差表征一台发动机在技术上的完善程度.在设计发动 
机时，可以利用理想发动机的特征量来指导如何选杼基本参 M ， 如何采用正确的方 
法來实现工作过程.理想效率值还可以用来评价未来的各种可能性 • 

图60给出空气相对于具有空气喷气发动机的飞行器的定常运动的示意图，图中 
的阴影部分表示发动机和飞行器的结构部件，虚线表示直接与发动机部件发生能 M 
交换的空气微元所对应的流线，实线表示没有直接从燃料或发动机运动部件（例如 
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阁 60. 空气相对于具有空气喷气发动机的飞行器的定常运动的示意图 

螺旋桨）获得外部能量（热量或机械能）的空气微元所对应的流线.这 里把第 一种流 
线所代表的气流称为内流，把第二种流线所代表的气流称为外流，它们都来 ft -00 
并流向 + oo . 

实验表明，在高速11行时，外流对飞行器的作用力和内流对飞行器的作用力有 
密切的关系，两者在力学 h 缺一不町.从流动的一般图案也可以符出这一点.利用实 
验方法和计算方法都能够得到效率的实际数值.在进行计算时，应在考虑不可逆效 
应的条件下构造出具有相互作用的外流和内流，然后进行细致的分析.这些方法都 
很复杂，与具体对象的特点密切相关. 

下面将在理想可逆过程的极限条件 F 对理想效率的计算进行分析.前面已经证 
明，在气体绕有限大小的任意一组物体的可逢^的理想条件下，如果没 
有能 景从外 部进入气流，物体所受推力和阻力就等于芩（达朗贝尔佯谬).在有能 M 
交换时，必须把评想条件下的推力理解为气流对飞行器所有部件的内表面和外表而 
的合力. 

我们首先证明 U ，如果曲面 ABDEE , D X B X A , (见 W 60) 以外全部空间中的外流 
是理想气体的连续定常绝热正压运动，并且无穷远处的横截 而&和 S 2 是有限的 2 )， 
就可以得到达朗贝尔佯谬的一种史-般的表述.用这种方式表述的达朗贝尔佯谬表 
明，在上述条件下，外流对飞行器外表面和延伸到飞行器前方和后方无穷远处的内 
流表面 的总阻 力或总推力等于零.根据这个命题可知，外流对飞行器表面的总推力 
(或总阻力）一般不等于零，其大小等于外流对与之接触的内流表面的总阻力（或总 
推力)，而方向则相反. 

就像前 面在证 明体积有限的物体的达朗贝尔佯谬时的处理方法那样，我们把理 
想气体的上述外流看做柱形管中的一种极限流动，该柱形管的母线平行于无穷远处 
的流动速度矢量，横截面 i 己为 SV 此外，我们认为前方无穷远处的压强和后方 
无穷远处的压强 P2 在管道横截面上均匀分布.对位于无穷远处的横截面 - &与 

*) 参阅： Ce,aoB J \. ]/[. O noJieTHOM Koa^^mnHeHTe nojieaHoro .neftcTBHH H^ca^LHoro BMHia 
m M^eaJiLHoro B03,ayinHo-paKeTBoro ABHraTejifl. TeopeTHMccKafl rn«apoMexaHKKa: C6 ophmk 
CT aTeft No . 13, bmq . 5. MocKea ： OGopoHrH3, 1954. C . 3 一 12. 

2) 容易证明，在理想流体理论的范围内，只要物体的外形合适，在亚声速情况下就存在这样的绕 
流运动,但在超声速情况下一般会在气流中形成激波.不过，在理论上可以这样选择被绕流物体的 
外形，使激波完全消失或者只给气流带来无穷小的损失.在计算理想效率时应忽略外流中的损失. 




s ，一 s 2 之间的外流所占区域应用流量方程和动 M 方程，并将后者在管轴上投影，得 


p x v x (S* -Sj) = p 2 v 2 (S •- S 2 ), 

^ — (P 2 - Pi )(5” 一 S 2 ) + PjVjfS 9 - S ： )(v 2 - Vi), 


( 10 . 6 ) 

(10.7) 


式中 ft 是阻力，其定义为 


(p-PiX 


DxBxAx 


其中是被绕流的曲而微元在垂直于来流的平面上的投影（速度《平行于0：轴). 
在乂 日寸，从 （10.6) 有 


s . — s ' 


p 2 v 2 (S 2 - 6\) 
P2 V 2 一 Pl v l 


利用这个结果和（10.7)，得 




闪为沿流线成立等式 


p 2 v 2 - pv 
P2 V 2~ P\ V \ 


dv, (10.8) 


fwdv =-< 


如果 乂和 S ’ 2 的而积有限， V 的面 积趋于无穷大，则 p 2 — 川 — Poo , W tv 由此 
可知 /e — 0, 因为 (10.8) 中的积分在 v 2 — h 时趋于零. 

如果4，则 AW = p 2 V 2t 再根据正 Hi 条件一般可得 h = p 2 和 V 1 = v 2, 所 
以 K = 0. 这时，阻力为零的结果不仅对无界绕流成立，对具有任意横截面 y 的管 
道也成立. 

在以上推导过程中，起重要作用的仅仅是气体运动的正压性和连续性，并且所 

有流线都从 x =- oc 延伸到 x = +oo (在无穷远处没有反向流动).只要运动是正压 

的 ， ft = 0的结论对非绝热运动也成立.如果仅仅外流可逆，但内流不可逆，则达朗 

贝尔佯谬的 h 述广义表述仍然 成立. 所以，申啤邛《卜 f 辛穹彳 

. 

我们用 G = P\V X S X — p 2 V 2 S 2 表示内流的流 M ：， 式中 Pi , W 和 P 2, h 分别是内 
流在前方无穷远处和后方无穷远处的密度和速度.根据问题的提法和§8中的公式 
可知，总推力/?和进入气体的总能 M 流 w 满足公式 


R = G{v 2 - v x ) t (10.9) 

W = G(tJ - i ；). (10.10) 


这样就证明了，对于可逆绝热外流和任何不可逆内流都成立公式 （10.9) 和 (10.10). 
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如果从外部进人的能量 w 表现为热 M, 则由等式 (10.5) 定义的总飞行效率（理 
想效率或实际效率）总是可以表示为以下形式： 

V = ^therm^/prop* 

式中 ^ them . 是热 效率， 

G ( vl /2 - v\m ^ 

•/therm — 、 i ， 

% Top 是推进效率或飞行机械效率，利用 （10.9) 可以把它表示为 

Rv x 2 

7/prop = G { yl /2 - v 2 J 2 ) " 1 + v 2 / v x < . 

如果推进系统能够被分解为输出机械能的发动机（例如活塞式发动机）和推进 
装筲（例如螺旋桨)，则总效率根据 （10.11) 可以表示为热效率与推进效率之积.热效 
率和推进效率分别是发动机和推进装 W 的苺本指标.对空气喷气发动机而言，这种 
分解方法仅仅是形式上的一种假设，闪为 ％ hemi 和 v prop 这两种效率是发动机整体 
作为同一个对象的不 M 指标. 

在实际应用中，对船舶、 K 机上的活塞式发动机而言,在稳定运转时热效率 M 高 
的是柴油机， r; thcrrn 的倣级为0.45,而蒸汽机的 S 大热效率 T7 thenn ~ 0.35; 对于现代 
大功率航空燃气涡轮发动机，则有 7/ therm - 0.35 — 0.45. 

W 为为了得到推力，必须成立不等式 


( 10 . 11 ) 

( 10 . 12 ) 

(10.13) 


”2 > V ” 

所以 M 然在 v 2 与 q 相差不多时才有锒大的推进效率.在一般情况下，为了在推力 
给定时降低&的值，必须提高喷气射流的质鼠流景采用增加发动机相应管道横 
截面面积或锞旋桨直衫的方法可以提高流 ffi G， 但是这些方法导致被绕流管道的阻 
力上升，旋转部件的角速度下降，推进系统因此变得笨 S. 这些问题和其他一些原因 
迫使人们寻找和采用一些折中的方案. 

对 T 空气喷气发动机， a %， Pi, 7Y，Pl，il 的值取决于飞行条件 （t 行速度和飞 
行高度，而大气的数据是已知的). 

为了计算质 a 流最 g , 需要知道流 m 因子化 

G = ( fpivj , 


式中 S 是发动机进气道面积，它取决于发动机的构造和工作状态. 


喷气射流的速度 


喷气射流的速度 v 2 可以通过总压和静压表示出来.对于不可压 
缩流体， 根据〆 的定义有 




Pst = P 2 - 


(10.14) 


对于完全气体， 
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^2 = A 2cpT 2 * 1- 


(t) 


(* y - D/V 


(10.15) 


由于机械能的损失或输人，射流的总压 〆 和的可能不同.总增压比 7 T = p；/pt 
适宜作为空气喷气发动杉 L 或螺旋桨工作时的空气动力学过程的基本指标. 

对于不可压缩流体，根据条件 Pl = p 2 容易得到以下公式来代替公式 (10.14): 


v 2 = \M 


-Pi) 


(10.16) 


对于气体，根据公式 （5.10) 和 (5.11) 可以写出 


(7-1)/7 - 


宁 M? 




由此得到 


A2 = ^，>,( A ? _2± l ) + 2± i . 


(10.17) 


这些公式可以代转公式（10.15)，它们把 A/ 2 和 A 2 通过发动机总增压比 tt = p;/p! 和 
来流的给定参设 A/i ， 表尔出来.显然，当 tt > 1时总有 M 2 > A^，A 2 > ，而当 
7T < 1 Fl't M 2 < ，入 2 < 

, 我们再来在 《 —般的情况下计算内流在无穷远处的而积比. 


内流在无穷远处的面 
积比 


对于不可压缩流体，根据 （10.16) 有 


I 十 


2(P ； -Pl) 

Pi^i 


对于气体，从公式 （5.10) 和 （5.11) 得 


■^2 _ Pl v \ = Q(^l )Pl I ^2* 
P2 V 2 ^(A/ 2 )p5 Y T** 


(10.18) 


式中 


g ( M )= 


_ ( 

Pcr^cr _ V 


(l+7)/2(7-l) 


(l+7)/2(7-l)- 


(10.19) 


根据状态方程，我们进一步有 
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㈤ 


y/ii-D 


= e 0 * l — S 2 )/ K , 


( 10 . 20 ) 


式中/? = Cp - Cv 是气体常 a , 力和 S 2 是横截 面乂和 &上的质 m 熵.通常％ < 1， 
… 因为不可逆损失或气体在燃烧室中受热导 

致熵增加.对于螺旋浆、压缩机或涡轮， 7T 等 
于相对于旋转部件的定常气流的总压之比 
P2rel/Plrel = 在理想可逆过程中 7=1. 

根据（10.20)，式 （10.18) 可以改写为 



魏) 

=/(叫， 7 T , X )， 


-1)/27 


式中 M 2 和 q ( M ) 分別山 （10.17) 和 (10.19) 
汁符 •• 阁61给出/ ft X = 1时对和 7 T 
的依赖关系. 

沿发动机管逍的机械能损失和加热导 
" 2 4 6 _ 8 10 致比值增加，不过增加俏一般不大， 

因为 x 的指数很小， （7 - 1)/27 《 1. 

' 上面对各种空气喷气发动机、 船用螺 

61 t ffl 旋桨和空气螺旋桨提出了某些符适的定义 

?0关系式.对相应关系式的进-步分析和 
具休应用滞要考虑能 M 输入机理和内流的不可逆损失. 

i# 这是最简单的—种空气喷气发动机， 62 给出其反細. 

从空气动力学的观点看，冲压式空气喷气发动机由扩散段、燃 
烧室和域喷筲组成.为了在燃烧室中形成适宜的燃烧状态，扩散段是必须的， W 为气 
流速度这时应当较低.为了利用燃烧室中的高温气体与外部空间之间的压强差来加 
速气流，尾喷讶也是必须的.对扩散段和尾喷筲的分析指出，它们的形状在超卢速流 
动和亚声速流动的情况下有》著区别（见 §9). 

如果忽略进人燃烧室的燃料质 M (见（10.12)，（10.13)，（10.10)， （8.4) 和伯努利积 
分)，则可以写出 


冲压式空气喷气发动 
机 
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m 62 . 冲压式空气喷气发动机的示怠围： （ a ) 用于亚声速飞行， 0 )) 用于超声速 w . 1 . 扩散段， 
2 . 燃烧室， 3 . 尾喷管 


W 为按照定义有 


x2 = ^ = 7-1 V 2 

—$ — T+T 2 c p T - 


r / thcrm 的上述公式是在实际冲压式 空气喷 气发动机的一般情况 T 引人的.公式 
(10.21) 给出和 V prop 通过比值 K /7 V (该比值容易通过进人发动机单位质 tt 
内流的热 tt 表示出来）和飞行速度闵子 A (或马 林数） 的表达式.根据（5.10)， A 2 可 
以通过总1£损失 7 T = p ；/ p ： = a 表水出来.对于冲压式发动机，比值 a 取决于扩敗 
段、燃烧室和尾喷讶中的过程的空气动力学性质.该比值对超卢速扩敗段中的损失 
特別敏感，因为激波能够导致巨大损失.例如，根据公式 (10-17) 以指出 7 T 的这样 
一些取值 （< 1)，这时不仅有 A 2 < \，而且有 v 2 < Vl , 结果得到阻力时不是 推力. 

对于冲压式空气喷气发动机中的理想可逆过程，扩散段、燃烧室、尾喷管和外流 
中的总 n (保持不变，即朽= p ;， 所以从 (10.17) 可知 A / 2 = M lt A 2 = \，但是 v 2 > 心 
W 为加热导致7^ > 7 V . 于是，对于理想的冲 ill 式空气喷气发动机，我们冇 


^therm 


入？ < 1， "prop 


R 

V T r 


< 


( 10 . 22 ) 


利用公式 （10.22) 容易估计理想的冲压式空气喷气发动机的热效率 T7 themi . 对于空 
气，7 = 1.4,在 \ = 1 时 Ty therm = 17%,在 \ = 1.93, = 3时 ” thcrm = 64%， 

在、= 2.39,构=10时 ^ herm = 99%. 

从以上分析可知，即使理想的冲压式空气喷气发动机也不能“立刻”（在力= 0 
时）产生推力. 

如果77较卨，即 r 2 7 TV « 1,但- T ； 又不算小，则 T7 therm 的上述取值和 
V prop 的一些一般尚可接受的取值表明，在低速飞行时 （ A : 较小而7^较高）应用冲 
压式发动机并不合算，这种发动机的功效只有在超声速飞行时才能很好地体现出来. 
然而需要注意，总温在马赫数高于 M = 4 时变得很高.要想把发动机内的气流温度 
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图 63. 涡轮喷气发动机示意图.阉中标出主要的特征横截面以及相应总压和总温： 1. 扩散段， 
2. 压缩机， 3. 燃烧室， 4. 涡轮， 5. 尾喷管（可能带有加力燃 烧室） 


保持在可以接受的范围之内，可以控制发动机内的气流速度值. 

如果改变设计方案，也可以考虑这样一种发动机，其“内流"位于“外部空间”， 
并且由相应保护层与发动机表面隔开. 

综上所述，只有在高速飞行时才能应用冲压式空气喷气发 动机为 
了让 喷气发祕錄速济时（包括速 ㈣ 獅起 W 刻）也能 
工作，必须大幅度提高进人燃烧室的气流的总压.为此，可以在燃烧室之前安装压缩 
机，同时在燃烧室之后安装涡轮，以便提供压缩机运转所必须的机械功.这种形式的 
发动机称为涡轮喷气发动机.现代1机主要采用涡轮喷气发动机. 

图63给出最简单的涡轮喷气发动机的示意图. 3涡轮喷气发动机工作时，压缩 
机对空气做功 L comp , 使其总压和总温增加， 




(7-l)/7 


式中 ^comp = 是压缩机的损失指标.对于实际应用的发动机， 7 T comp 的值 

可达 8-15 以上.安装涡轮的目的是为了利用高温气体的 能量来 驱动压缩机.对于 
涡轮，我们有 

. = ^turbo > ^ ^turbo = Cp(T； 2 - T；) = CpT^ [(7T turbo (T tUTbo )(” - 1 ] ， 

式中 ^turbo = 是祸轮的损失指标.总温7\* 2 的级为 1200 -1500 K . 润轮 

叶片在工作状态下受到 E 大的拉伸应力，叶片的 W 热强度限制了总温的 最大值 ，该 
最大值还关系到是否能够对叶片采取冷却措施. 

对进人气体的总能贵流可以写出 

W = cMT; — = 0^(77 2 — U > 0. 


因为压缩机和涡轮的做功童相同， 


^comp = ^turboi 


在实际情况下 L turbo 略大于 
烧室的燃料供应). 


,，因为必须使用一部分能量来支持某些装罝（例如保证燃 
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因为 T 2 W > 77,所以 



^turbo^comp^turbo * 


(10.23) 


又因为在燃烧室中有热董输入，所以 

并且在理想可逆过程中取等号. 

对发动机的总增压比可以写出 




^ _ P 2 _ P ? Pl 2 Pll _ ^comp 
Pi _ P\2 Pll Pi ^turbo 


^comb ， 


在理想过程中 ^comp = ^turbo = ^ coml , = 根据不等式 （10.23) 可得 


(10.24) 


^turbo 


> 


因此，由于推动涡轮旋转的商温气体在流过涡轮后满足 rj 〉7\_，所以只要高温气体 
流过涡轮后总 K 的降低小于低温气体流过 U (缩机后总压的增加 (7 T turbo < 7 T et)mp )， 涡 
轮就对 爪缩机 做功.这一效应使涡轮喷气发动机的总增压比 7 T = V - 2 / p \ 大于1，但是 
对冲压式空气喷气发动机而言，该比值在理想过程中等于1，在有损失时则小于 1. 
在实际情况下，公式 (10.24) 中的 7 T 的《级为2— 3. 因为对涡轮喷气发动机有 7 T > 1， 
所以根据 (10.17) 可得 A 2 > A ,， M 2 > A / p 因此，涡轮喷气发动机能够在起飞时工 
作，这时压缩机吸人空气，在 W > 1时形成内流，从而产生推力. 

当 7 TS 2.3 时，理论喷管的出口速度接近声速.在收缩喷管的悄况下，没有完全 
膨胀的气流可能以卢速流出. W 为总溢7^ 很卨， 所以出口速度也相肖高. 

要想在总增比 7 T 基本保持不变的情况下额外增加涡轮喷气发动机的推力，可 
以提岛尾喷管的出口总温，为此可以在涡轮之后的喷管中再安装加力燃烧室.流过 
加力燃烧室后， H 流在出口的温度可达2000 K 以上,这远远高于主燃烧室中的温度， 
W 为气流在流过主燃烧室时的温度不能过高，以保证涡轮叶片的强度.当涡轮喷气 
发动机用于超卢速吃彳7时，正如前面已经指出的那样，必须使用专门的扩散段来降 
低损失. 

必须注意，为了在上述条件下增加发动机推力，还可以采用更复杂的设 H •方案. 
现在广泛应用的是涡轮螺旋桨喷气发动机和双路式涡轮喷气发动机.在双路式发动 
机中，一部分被压缩机压缩的空气在受热后并不流过涡轮，而是从旁边流入尾喷管. 
双路式涡轮喷气发动机近来之所以获得广泛应用，是因为这种发动机把用于低速飞 
行的普通螺旋桨和用于髙速巡航飞行的涡轮喷气发动机这两者的优点结合起来. 
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为 rU •算涡轮喷气发动机在理想或实际工作状态下的效率 ^ therm ， % rop 和仏可 
以使用公式（10.21)，这时可以根据公式 （10.17) 把量 A 2 (> 通过总增压比 7 T 和 
来流的表示 出来. 显然，涡轮喷气发动机的热效率依赖于总增压比 7 T 、 马赫数和 
比值 T 2 VTf . 如果飞行速度为零，则在 7 T > 1时 

Wtherro 〉 ◦• 

对于给定的涡轮喷气发动机，当飞行马赫数（或给定时，只要控制燃烧室的 
燃料供应，就可以控制总增压比 7 T , 从而控制涡轮和压缩机的转速. 

最后，我们来研究用作推迸器的螺旋桨（包括船用螺旋桨）的理想 
推进效宇嫘旋浆在专门的发动机 （电 动机、活塞式发动机或燃气 
涡轮发动机）驱动下产生推力，发动机的动力指标是通过专门的技术手册给定的或 
已知的.考虑具有最优外形的某个装说被不可压缩理想流体（或理想完全气体）的定 
常绝热连续绕流，并假设在这个装肾中的物体对流体的作用下，机械能以可逆形式 
进入流体，从而形成一股射流.我们将在这种情况下研究该装 迓的理 想推进效率. 

该装筲是一台理想压缩机.根据前面给出的定义，我们把外流和射流（内流）对 
此压缩机整体的合力称作推力.我们还认为，无穷远处的压强处处相同，内流在无穷 
远处的横鉞 面&和 s 2 上具有均匀的速度，并且外流和内流在前方无穷远处的特征 
敢在极限上也是相同的. 

根据运动的连续性、绝热性和来流的均匀性可知，所有流体微元都具有相同的 
质 ffl 熵.又因为无穷远处的压强处处相同，所以位于装置后方无穷远处的内流和外 
流微元具有相同的密度和温度.因此,这时在内流的无穷远横截面&和 s 2 上有 

Pl = P 2 ，Pi = P 2 , s \ ~ 5 2 i = T 2 . 

外力做功使 

/ 衫2, 


并且根据等式 (10.9), (10.10) 和 (8.4) 有 

VT = ^ G ( v 2 2 - vf) f R = G ( v 2 - v x ). (10.25) 

• z 

因此，在所研究的情况下，无论流体的可压缩性如何，无论飞行速度是否超过声 
速，理想的飞行效率7/ = fi . (见 (10.5)) 和推进效率（见 （10.13)) 都等于 

(10.26) 

显然，在巧 — 巧时77 4 1;为了得到有限的推力艮这时必须增加内流的流量, 
G - oo . 在一般情况下，正如我们将在下面证明的那样，在推力给定时，理想效率随 
着内流流量的增加而增加.喷气射流的质量流量越大，其效果越好. 



§10. 喷气推进理论基础 


作为螺旋浆或压缩机工作状态的一个重要指标，引人负荷率 

忒中^是压缩机人口的面积或内流在螺旋桨之前的面积.对空气螺旋桨或船用螺旋 
浆而言, s 等于螺旋浆叶片扫过的圆的面积. 

根据公式 (10.25) 可以写出 




2Rif 

Pi v \ s i 




式中 p = S x / S . 利用这一结果，在公式 （10.26) 中引人负荷率 S 后可得 



(10.27) 


(10.28) 


闪子9 一般依赖于推进器形状的几何特性和它的工作状态.在 S 给定时，可能 
的敁 大效率 r ? 对应着^的可能的最大值.换言之，当外形和推力给定时，最佳情况对 
应着能够通过推进 器的* 大流 a . 

对于不 可乐缩 流体，我们有 

P ; =Pl + 亨， P ； = P 2 + ^ i ； 

根据 (10.26) 和 Pi = &可得 

r)= - , 2 . (10.29) 

-HF0I 


无量纲的欧拉数 pvl / 2 p \ 类似于马赫数，它取决于飞行条件.在公式 （10.29) 中，比 
值 7 r = P2/P1 是唯-个与压缩机有关的参数，在 7 T -► 1时7? -♦ 1. 

可以用因子 p (见 (10.28)) 来代替比值 7 T . 在理想过程中，为了保证螺旋浆所必 
须的因子 P 的值，可以使用专门的环形导流管（对船用螺旋桨而言指布里格 斯一科 
特导流管)，见图 64. 利用这种导流管可以增加流过螺旋桨的来流的面积.显然，在负 
荷率 S 较大（推力大但速度低）时使用这样的导流管是有好处的.高负荷率的拖船 
在使用导流管后，推力最高增加50%,效率最高增加60%.不过，这样的导流管在实 
际应用中也遇到一定困难，因为被绕流面积增加使黏性摩擦力增加，从而给系统带 
来额外的阻力. 

如果螺旋浆的作用可以归结为分布在螺旋浆桨盘上的外力的作用，并且假设流 
体在浆盘上的轴向速度1/保持不变，就可以计算出因子 p 我们先来计算速度， 
设 P ' 2 和 P ; 分别表示浆盘两侧的压强，则压强差 V 2 - P \ 与螺旋桨所受外力平衡，该 
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图 64 .环形异流管的作用 .（ a ) 虚线表示无导流管时的内流，实线表示有导流竹时的内流 .（ b ) A 
有导流 IT 的双锞旋桨拖船的照片 

外力对流体做功的功率等于 

v ’ J(p’2 - P\ )d(J = Rv' = G[v 2 - V x )v' = y (v| - v\). 


由此可知 


从流 a ： 方程得到 


所以 


v， = +u 2 ). 


V,S = y( v l + 以 2)S = 


把 W 的这个值代人 （10.27), 得 

万=($) -1，或= vTTb . 

W 此，根据 （10.26) 成立公式 

v = T ^ krs - (關) 

公式 (10.30) 给出了按照上述理论计算出来的理想效率.由此可知，气 B = 0时 
W = 1. 在上述理论中，最大的理想效率对应 B 是小量的情况.在这种情况下，当推 
力尺和设计速度 q 给定时应当增加&但是强度的要求和产生空化的可能性使我 
们不得不限制船用螺旋浆的直径.按照图6 4 的方式使用环形导流管可以在大负荷 
率下得到比 （10.30) 更大的理想效率和实际效率. 

在空气中运动时，因为 Pl = p 2 , p 1 = p 2 , 所以声速〜= a 2 , 根据 （10.17) 得 





piiiliililissm 
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65. ( a ) 锞旋桨或作缩机风扇的效牛对 x = p 5/ p ； 和马赫数 Mi 的函数关系， （ b ) 理想推进器 
(螺旋桨）的飞行效半在业声速和超声速时对负荷率和马舳数 M , 的闲数关系 


把 v 2 / v x 的这个表达式代人公式 (10.13), 就得到 tKl %).图仍⑷给出 r ^ Tr , M ,) 
的图像. 

在空气中 K 行时，容易 给出一 种规则来确定 W f p 的最 佳值.根据超卢速流的 
性质，在 M > 1时应取 ^ = 1. 在亚声速流的情况下，如果气体在进人发动机时（在 
横截面 S 上）的速度等于声速，则^取最大值.现代航空压缩机明 M 在向满足这个 
条件的趋势发展.这时可得 


: A = ^cr^cr = 


Pl v \ 




综上所述，超声速情况下的效率为 


(10.31) 















亚声速情况下的效率为 
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(10.32) 


公式 （10.32) 在岣较小时与前面得到的螺旋浆理想效率的常用公式有区別.其 
原 W 在于，这里所考虑的问题具有更一般的提法，其中包括采用导流管使蝋旋浆推 
力增加的情况.图 65( b ) 给出函数关系 （10.31) 和 (10.32) 的图像. 

根据理想锞旋浆的上述理论可以做出以下 结论：在设计 重量最小的发动机时，发 
动机的进气装?¥和气道应当保证进入压缩机的气流在理论工作状态下的速度接近声 
速.为了评价发动机的设计方案并揭示可能的前饫和发展趋势，发动机效率的上述 
理论具有非常敢要的价值. 

§11. 理想流体的势流•柯西一拉格朗日积分 


对于理想流体的势流，无论流动是否定常，都可以得到欧拉方程的一个首次积 
分，这个积分被称为柯西一拉格朗日积分. 

考虑理想流体相对于某个参考系的运动.首先写出兰姆一葛罗麦卡形式的运动 
方程 2 

^ + grad -y + 2 u ; xt ; = — i grad p + F , (11.1) 

并进一步假设 ：（1) 运动是有势的，即 u ; = 0, v = grad ^, if 是速度势； （2) 运动是正 
IK 的 ， p = p ( pl 从而可以对全部流场引人统一的压强函数 


^{P) = J 為 ， ^-gradp = grad^. 


在这些假设下，兰姆一葛罗麦卡方程的形式为 


㈣ (替4 斗 ， 


由此可见，质量力这时应当是有势的，我们把相应势函数记为發.方程 (11.1) 的形 
式变为 


grad 


少-發丨= 0, 


由此可知 


g + T + 夕-皆=/⑴， 


( 11 . 2 ) 


式中/⑴是时间 t 的某个任意的函数. 

关系式 （11.2) 就是柯西一拉格朗日积分，它在流体有势运动区域中的所有点都 
成立. 



§11 


理想流体的 势流. 柯西一拉格朗日积分 


. 105 • 


为了计算—肌賤_积分左赃流 
有吋，賴械 动祕上选 雜_点.雄_ ㈣ 无^醋 
度势# 和其他-些特 ㈣ 在无穷远处齡定值糾算_ 淋 w 为■势，、能精 
确到相差一个时间的函数，所以可以引人另一个速度势 

w =屮_ j / ⑷出 

来代替速度势 p 附加项/ /， 对速度场没有影响，因为 

v = grade /? = grad . 

在 （⑽ 中把转 换为私 / at 之后，柯西-拉格朗日积分的右侧等于零•这 

时，速度势可以精确到相差-个与时间和坐标都无关的常 味麻馳 执 
柯拉格朗 R 积分和伯努利积分具有相同的 用处； 如果已知速度势和外力势 

皆，就可以棚 柯西— 郷_积分糾算压强分布' a 伯減 

在定常运动的棚巾，瓣有势 运动麵 西―拉脑日积分娜式」： ； j 伯努利 

积分 相同： 2 


夕-皆 = const = 


但其中的 ㈣ i . 在針麵中紐_，并且腿碰（_正 压餅） 只依赖于 
压强. 


•… 在推导柯西一拉格朗日积分 （ U .2) 时，我们首先要选择某 I 
运动坐标系下的柯西参考系并假设速度势^可以表示为时间和参考系坐标的函 
—拉格朗日积分 不过，在相对于某个参考系描述运动时，还可以（也经常) 

相对于参考系运动的另-个坐标系，例如在流体中运动的物体 + „一 n 
设: c ， y ， 2 是参考系的笛卡儿坐标， m ， C 是运动坐标系的坐标，则坐标变换 △ 


使用相 


式 

x = x«, r,, c, 0, v = y( 《， ” ， C ， 0 ， 名 = 4m ， C，0 ( n - 3) 

可以视为 ig 継碱樹于参縣的运 动瓣. 鄉势$ B 6 ■赫为^ H f 的 
函数，也可以表示为％ C ， 《的函数： 

^( xU , 7,, c > t ), y (€. ^ c , t ), r ,, C , t ) = ^ n , C , t ). (11.4) 

柯西-娜 _ ■是總擁 _ 论，■其巾包含速度.对_ f 的偏 导数， 
该偏导雛在用細述緋运动的坐縣巾计算的.我们指出， 

at 


♦ % 


其实.在计算第一个偏导数时假设工 U 不变，即计算是在空间中的，，’ ％ 2 
进行的：在计算第二个偏导数时假设 d ( 不变，即计算是在相对于参考系 A y 、 z 
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按照运动规律 (11-3) 运动的点进行的.容易建立这两种导数之间的关系；根据 （1 M ), 
我们有 


崎， V ， t ) d ^ p ( x , y , z , t ) d^p ( dx \ ^^ p ( dy \ 丄 ^ f 包、 
di — dt 丁石 

(11.5) 


并且 






d^p 

dz 



d ， Vxmn ， d< = Vvam ' ^\,< = Vlcon 

是与运动坐标系固连在一起的点的运动速度在参考系 u /， z 中的分 M ， 即牵连速® 
Vcon 的相应分 ES . 闪此，可以把等式 (11-5) 改写为 

崎$ ^ 

标积 grad ^ .^ on 足+变 : W ， 我们可以分別在坐标系％ (:和 a :， y ， 2 中用相应分《 
的形式写出其表达式. 

如果速度势^由％ C 的函数给出，则柯两一拉格朗日积分的形式为 

dlfi{ ^ C - fj - t> • «con + y + ^ ^ = /(t). (11.6) 

如果假设运动坐标系像刚体那样运动，则 


= v 0l + n 


式中 t ； a 是运动坐标系原点 Q 相对于参考系 a :， y ， 2的运动速度， n 是运动坐标系 
的瞬时角速度， r 是所研究的点相对于运动坐标系的径矢.例如，当运动坐标系沿 : r 
轴以常速度 V 平动时,柯西一拉格朗 H 积分的形式为 

d^v^l 令 + 一 贫 = / ⑷， 

而在不可仏:缩流体这一特例中妒= p / p , 所以 

扣 ( g ， ”， C ， 0 _ ( grady ?) 2 

dt d (, 2 




/w. 


(11.7) 


速度势的存在为流体力学的相应数学问题带来敢大简化，与此同时，势流也是 
物理上非常重要的一类流动. 

对于理想流体在有势质 M ： 力场中的连续正压运动，在第六章§7中 
讨论了与涡 M U ； = iotv /2 的性质有关的几个定理.例如，在上述条 
件下成立的拉格朗 H 定理表明，势流在 F —时刻仍是势流. 


势流的保持性 


理想流体的势流•柯西拉格朗日积分 


许多运动可以看做是从諍止状态发展而来的，在初始时刻 V = 0, 所以 U ； = 0.这 
样的运动在以后的所有时刻应当也是有势的. 

在许多实际问题中可以把流体的运动看做势流，例如水波和空气中的声波运动， 
固体在流体中运动所引起的各种连续流动，液体射流，等等. 

我们强调，第六章§7中的定理是在一定假设下提出的，这些假设要求介质和过 
程的性质满足相应条件.如果这些条件得不到满足，流动的有势性就会逍到破坏.例 
如，黏性能够导致涡量的产生，而理想气体中的间断能够导致速度间断面的产生，从 
而破坏流动的 IE 压性. 

现在给出不可压缩理想流体的速度势的—种动力学解释.设 
解释. 不可压缩理5某一区域中的不可压缩理想流体在无穷小时间间隔 T 内受到 
流体在压强冲 i 作用无穷大压强 〆 的作用，其冲量 
下产生的运动的狄利 r 

克雷问题 Pt = lirn/p^dt 


是有限的.写出欧拉方程 


F - grad p 

P 


( 11 . 8 ) 


并对 时间从 0到 T 进行积分，然后在 T — 0时取极限.因为 （11.8) 中的普通的压强 
和质 tt 力是有限的，相应积分在取极限时等于零，所以上述极限的结果是 


T 

= -lim / 一 gradp'df ， 
T -°y P 


(11.9) 


式中 V 和1/分别是同一个物质点在压强冲 ft 作用之前和作用之后的速度.只要压 
强的冲 S 是有限的，物质点的速度在无穷小时间 t 内就发生有限的变化.在 T — 0 
的极限 F ， 物质点的位移为零，所以速度 t ; 和 t / 是固定的空间点的速度.物质点的 
速度发生突跃，流体的这种流动是由碰撞造成的.因为物质点的坐标在碰撺过程中 
保持不变，所以在 (11.9) 中取极限时可以交换对空间点的梯度和对时间的积分的运 
算顺序，从而得到 

v f — v = - grad p t . 

P 

如果流体是均匀的 （ p 与坐标无关)，则 

v' — V = grad 


式中 

P = -,. (11.10) 

如果均匀流体的初始状态是静止状态，则碰撞的结果是在流体中出现有势的速 
度场，相应速度势 y , 2 )与压强冲量的关系由 （11.10) 给出.这个关系式可以视 




为速度势的一种动力学解释. 

从不可压缩流体的连续性方程 div v = 0可知，速度势 p (： r ， y , 满足拉普拉 

斯方程 

Atp = 0 . ( 11 . 11 ) 

满足拉普拉斯方程的函数^称为调和函数. 

拉普拉斯方程在某区域货中的解取决于函数^在该区域边界 I ：上的给定值. 
根据调和函数在区域货的边界上的值求该函数在区域勿中的值的问题称为妙，卑 
mm . 在单连通区域的情况下，这个问题一般具有唯一的单值解.因此，如桌 
咸 i 痦出外部压强冲巧=-抑的值，则区域这内部的流体运动和压强冲量 i 完 

•參 • •• • • •• 

全确定的. 

在利用压强冲 M 的概念解释速度势的时候，流体的不可压缩性极为重要.在不 
可压缩流体中，压强的任何变化立刻就会在全部流动区域中体现出来. 

现在研究势流的一般埋论中的某些问题. 

_在正压过程中 （p = p ( p )), 理想流体有势运动的基本方程是连 


理想流体在正压条件 
下的势流 


续性方程 


—^7 + div(grad p) = 0 
p Qt 


( 11 . 12 ) 


和 柯西一 拉格朗 H 积分 


百 + 去 (grades) 2 + 9(p) 

因为压强函数夕= J 為 的微分等于 


(11.13) 




式中 a = y /^ pjdp , 所以 


丄化_ 1 d 妒 
p dt a 2 

于是可以把方程组（11.12)， (11.13) 改写为 


= a (外 


+ Av ? = 0, 


(11.14) 


+ 7(gradp) 2 + 穿一欢 = 0. 


在这个方程组中，压强函数少和速度势 p 是未知函数.尽管在一般情况 T 难以求 
解这个非线性微分方程组，但是一些特殊情况下的求解方法已经被详细而透彻地研 
究过.下面列举与之相应的几类重要的势流. 


. 理想流体的势流•柯西 _ 拉格朗日积分 


不可压缩流体的势流对于不可压缩流体， a 2 = dp/dp — 00 ,所以 (11.14) 中的第一 

个方程变为拉普拉斯方程（11.11)，第二个方程则用于计算压 
强分布.很多重要问题采用这种提法，例如固体在水下运动所引起的流动,水波运动， 
液体射流，等等.我们将在后面详细研究固体在不可压缩流体中运动的问题. 

当可压缩流体某种已知的平衡状态或运动状态受到小扰动 
时，可以采用有势运动的提法.例如，在声学 （ 声波传播问 
S£) 和流线型细长体的某些空气动力学问题中可以研究这样 
的运动. 

在求解小扰动问题时，可以假设速度、密度、压强和它们对坐标和时间的导数是 
已知函数与未知的小扰动 a 之和，相应方程组在忽略卨于1阶的小量之后就成为线 
性的 • 

在静止状态受到小扰动时，比值 | gradp|/p 很小，方程组 (11.14) 在精确到1阶 
小挝时可以写为 

1 A 
__ +A ^ = 0 , 

^ ^ ^ = 0 , 


式中巧 足导数 dp / dp 在术受扰动的静止状态下的值. 

如果质 KUj 的势函数与时间无关，则从上面两个方程可以得到^的方程 


1 d 2 ip 

= 3研. 


(11.15) 


这个线性方程称为波动方程.如果流休是不可 成缩的 ，则％ — 00,波动方程 (11.15) 
变为拉普拉斯方程. 

待求碰 只細于：和 y : a 齡变量,并且只要对 
自变® 和待求函数进行一个特殊的变换，就可以把运动方程 
变换为线性方程.这个变换是由 C . A . 恰普雷金在他发表于1902年的著名论文《论 
气体射 流》〃 中提出并使用的，这篇论文随后成为空气动力学中的许多现代理论得 
以发展的基础. 

在一维非定常流动中，所有运动参量只依赖于时间 t 和1个空间 
籠「細 fSf r * = omst 上，肺运动特紐都是刪的.平面 
波、柱面波和球面波都是一维非定常流动.在第一卷第七章研究过的活塞问题、爆炸 
波传播问题和许多其他的重要实际问题都属于这一类问题.在这一类问题中，方程 
组是非线性的. 


一维非定常流动 


CTpyjix. Co 6 p . 


MocKBa: rocTexM3,flaT, 1948. 


OT^e^bHoe 


1949 . 
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12. 不可压缩流体的势流 • 调和函数的性质 


现在研究不可压缩理想流体的势流. 

首先研究拉普拉斯方程的一些主要的特解 . mm (见第 .二章 
§ 3 ) 曾经研究过拉符拉斯方程的基本解 


- 基， r=V(x- x 0 ) 2 + (y — y 0 ) 2 + ( 2 — 2 o) 2 , 


( 12 . 1 ) 


其物理意义是位于点: r。，y ( ,，2o 的卓磾 （Q > 0) 或卓 f (Q < 0). 

拉普拉斯方程是线性方程，所 Luk 它的解显然以进行*加和微分运算，结采 
得到新的特解.例如，只要求出解 1/r 在方向 s 上的方向导数，即可得到拉普拉 
斯方程的一个 特解： 


= c l 7 = - ( 


(j - x 0 )q + (y - y 0 )P + - : 0 )7 


=-C 


~ 73 ~ 


( 12 . 2 ) 


式中 C = const, a 
间的夹角的余弦， 1 


= dx/ds, 0 = dy/ds, 7 = dz/ds 分別是方向 a 与坐标轴 x, y, z 之 
是引自点％， j/ Q ，化 的径矢 ，/ 是方向 s 上的申位矢 M . 在沒指 
向: r 轴方向的特殊情况下，我们得到拉普拉斯方程的 
/ > 以下解: 





0^0 , N 解 (12.2) 具有简单的物理意义.如果在方向 S 上 

^ ; 有相距且流*均为 q 的一个点源和一个点汇，则 
/ / 1 / 在 △.«» — 0 , Q — oo 并且 QAs/ 4 n 趋于有限值 ( 7 时，上 

' \ \ 胃/ 述点源和点汇 S 加后形成的流动的极限就是 （12.2) .这 

围 66. 偶极子流动 种流动称为孛 ra 坪， c 称为偶极子的矩，方向 S 称 

为它的轴.威 a 孕的点: r Q , J；。， ％是奇点，因为速 
度在这一点的值等于无穷大.在 C > 0 时，流体从点％,如，％沿方向 s 流出，再从 
相反方向流人同一个点（图 66). 

解 （12.1) 和 (12.2) 在构造拉普拉斯方程的其他一些更一般的解时起*要作用. 
如果对速度势 （12.1 ) 在不同方向、上多次进行微分运箅，就可以 
得到拉普拉斯方程的新的解 


。 士 A 


( 12 . 3 ) 


在％，2/0,化固定不变时，流体的相应运动在点％， y Q ， ％以外的所有空间点 a:， 2/， 2 
都是正则的 1 与 1 /r 相比，速度势 ( 12 . 3 ) 及其导数在无穷远处更快地趋于零.点 


正则流动 (peryjiiipHoe Teneiinp) 指没有奇异件的流动 .- 译注 
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%，价，4 ( r * = 0) 是奇点，流体速度在这一点等于无穷大.用这种方法构造出来的流 
动称为流动.多极子流动的性质取决于常量和用来计算方向导数的方向 
S U s 2 > - 这些方向可以任意选取. 

(12.3) 毕味在 r > r *。 时收敛的翠窣 ( r 。 是适当选取的收敛半径) 

d d d 1 

Uds l ds 2 ds n r， 

这样的级数具有很大任意性.相应速度势确定了以点％，％，％为球心、以 r * Q 为半 
径的球面之外的区域中的正则流动. 

设 1 ^••域9中充满运动的不可压缩流体，并且该区域不是全部 
x 界空间.在 K 域0之外选取某区域％,其_細坐标表 
" 示为 X 0 , y 0 , z Q . 显然，由以下积分定义的函数 W ： r ， 2 /，勺是 

区域这中的调和 函数： 

丄 /7Y Q(x 0 , y 0 , z 0 )dx 0 dy 0 dz 0 

47r A -/^ v^(x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 + (2 - 2 0 ) 2 ' 


(12.4) 


式中 Q (%， 2/0, 是某个任意的可积函数.在解 ” 

决某些流体力学问题时,只要从公式 (12.4) 出发，° 

选取适当的函数 g 即可求出所需速度势 a 可 < ^ 

以证明（见本章§26)，如果函数 Q(x 0 , y 0 , Zo) & \ {XM) \ {xy:) 

区域 K 0 中的分段光滑函数，则速度势 W ： r ， y , z) \ ) 

在 ％中满足泊松方程 

_ •參參 

= Q(x y V , z). 阁 67. 用于构造 笮屋位 势和双展位势 

的示意 W 

在区域％的内部存在按体积分布的源，其密度 

为 Q(x, V) z). 如果把不可 it 缩流体的运动延拓到区域 Vo 中，则在这个 K 域中不成 
立不可压缩条件 D (divv = 0). 

_ g 2 之外（图 67). 在某咚情况下，曲面 5： 可以与区域这的全 

部或部分边界重合.考虑积分 

^ = (12.5) 


单层位势和双层位势 


(12.5) 


式中 (？ 是曲面 E 上的点的某个任韋的可积函数.显然，利用分布于曲面 E 的源得到 
的势函数 w 是 I ：之外的调和函数.由公式 (12.5) 表示出来的拉普拉斯方程的解称 
为单层位势. ‘ 

1 ) 不可压缩条件 div V = 0是在没有质痏源的前提下提出的,在存在质量源时要对该条件进行相 
应修正.——译注 
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类似地，可以利用分布于曲面5：的偶极子来构造拉普拉斯方程的解.设偶极子 
轴指向 S 的法线方向，则 




( 12 . 6 ) 


式中 n ( M ) 是曲面 I ：上的点的某个可积函数.由公式 (12.6) 定义的函数 p 是 S 之 
外的调和闲数，它称为双层位势. 

在许多应用中，可以把求解速度势 Wx ， j /， 幻 的问题归结为寻找公式 （12.5) 或 
(12.6) 中的被积函数的问题，即计算分布于曲面 E 的源或偶极子的密度 （?( M ) 或 
fi ( M ) 的问题，这些函数是曲面 E 上的点的函数.这时，因为未知函数是被积函数， 
所以它们所满足的相应方程是积分方程. 

我们来研究调和函数的几个非常 e 要的性质.设不可压缩流体在 
細㈣是 Jfjlj 髓， S 舰域0 巾祕 个删麵.从 
连续性方程直接可以矜出，以下等式永 kk 立： 


Vn^ 


m 


Aipdr = 0 , 


(12.7) 


式中 k &\m s 所包围的 k 域.于是，不 v 年顇学 a 年 f y 

亨 ff . 曲面 mi 以与区《 合： . 

…釦枭也杂心某一点 A / M 半径为的球面取作曲面5,则根据公式 （12.7) 
可以写出 

/》 2dw = 0 ， 或盖 /— =0 , 


式中 du ; 是立体角， Q 是与 S 同心的单位球面，被积函数的值取 Q 在 S 上的对应 
点.…此可知，不论球面 S 的半径如何，都有 


J ifduj = const , BP J (fiduj = 4 nip Mi 


a 后一个公式还可以改写为 




( 12 - 8 ) 


所以，调和函数在给定点 M 的值等于该函数在球心位于点 M 的任何球面上的 

ik 是调和函数的一个重要性质.可以证明，具有连续的二阶导数的任何连续函 
数，只要它在区域货中满足由公式 (12.8) 表述的均值定理，其中 S 是级中的任意 
半径的球面,该函数就是调和函数，换言之，该函数就满足拉普拉斯方程. 






不可压缩流体的势流 J 调和函数的性质 

设函数 v ^( x , y , z ) 是区域切中的调和函数.利用性质 (12.8) 容易证明， 

… w 实， kkkkk ' kdk ^ i ^ kk - k ' M 达到最小值，则在点 

M 的任意小邻域内的所有点 AT 都应当成立不等式 

〜 <vv (12.9) 

但是，如果该不等式成立，公式 (12.8) 就不可能成立，所以对于点 M 的邻域内的所 
有点 ； V 不可能成立不等式 （12.9). 用类似方法可以得到，函数 p 在区域这内部没 
有 M 大值. W 此，对于 K 域切中的不可压缩流体的正则势流，势函数 p 只能在区域 
^的边界上达到最大值和最小值.这个性质对所有调和函数都成立，例如，它对导数 
dip/dx, difi/dy, dtp/dz 也成立. 

现在考虑不可压缩流体势流的速度值的平方 

# =⑵、⑵ 、⑵ 2 

尽管速度值及其平方不是调和函数， m 是，邛 f 不可压缩流体的正则势流，速度的最 

. 

…也 AfflSiiEfeiiiHWik ; 结论.假设速度在货内部某一点 M 达到 A 4 大值，即 
v 2 M > V%， Ji : 中 yv 是点 M 的足够小邻域内的任意-点.如果取点 A / 的速度方向为 
x 轴方向，则有 



因为调和函数 d ^/ dx 在点 M 不可能达到 Ai 大值，所以在点 A / 的任何•个小邻域 
中都存在这样的点使得 

⑵ ，⑵ M . 

但是，如果这个不等式成立，就更应成立不等式 

[⑵、⑵、⑵ V ⑵: 4 

所以，速度的最大值不可能出现于 流动区 域的内部.不可压缩流体势流的最大速度 
总是出现在流动边界上. 

3无界不可压缩流体连续地绕物体流动时，最大速度出现于被绕流物体的表面. 
在定常绕流的情况下，根据伯努利积分， S 大流动速度对应压强的最小值，所以压强 
最小的点位于物体表面.因为空化现象最先出现在压强接近最小值的区域，所以这 
种现象一般发生在被绕流物体表面附近. 

速度的最小值既可能出现在势流的边界上，也可能出现在其内部.例如，速度为 
零的临界点可能位于势流内部.以势函数 w = (X 2 + y 2 )/2 - 0 2 为例，速度在流动内 
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部的点 x = y = z = 0 等于零，而这正好是速度的最小值. 

我们现在引人格林 公式. 格林公式是奥一高公式的简单而有用的推论. 
设正则曲面 S 是有限区域V的边界，在区域V中给定3个连续的单值 
函数尸, Q， 尺，它们的一阶偏导数也是连续的.奥一高公式可以写为以下 形式： 

J [Pcos(n, x) + Qcos(n, j/) + Rcos(n, z)]da = J (盖 + 尝 + 營) dr ’ “ 210 ) 


式中 cos(n, x), cos(n, y), cos(n, z) 是区域 V 的表面 S 的单位外法向矢 M n 的 
分 M. 设 P，Q，R 分别等于 


P = 冷， Q = 令、 R = 


式中 p(:r， ％ 2 )和 0(0：, y， 幻是区域 K 内部的任意的单值函数，并且其一阶和二阶 
导数在该区域内部也是连续的.把它们代人 （12.10)， 我们得到格林第一公式 



grad (f - grad tpdr = 


h 》. 

s 


( 12 . 11 ) 


从格林第一公式容易得到垮•兮芩.为此，在 (12.11) 中交换 p 和也然后把所 
得结果与原来的公式相减 ， mm 


j - ipAtp) dr 



( 12 . 12 ) 


流体的动能设 W •不 可压缩理想流体的速度势， 令少 = A 则从公式 (12.11) 可得 


f = y/|grad^dr=I|^da. 


(12.13) 


显然， M E 等于区域 K 中的流体的动能.公式 （12.13) 表明，区域V中的流体的动 
能可以表示为 K 域表面6’ 上的曲面积分.按照公式 （12.13) 的含义， 速度势 的单 
值性非常重要.不过，如果正则势流所在区域V是单连通的，# G 动就是单值函数. 
速度势^的单值性仅在多连通 K 域的情况下才是一个非常重要的假设. 

如果函数 p 或其方向导数 d^p/dn 在有限区域 K 的边界 S 上等于零，或者在该封 
闭曲面的一部分成立$ = 0,而在其余部分成立 d<p/dn = 0,则从 (12.13) 可知 E = 0, 
所以在这些情况下在 K 的内部成立 Igradd = 0,即 dip/dx = d^p/dy = d^p/dz =： 0, 
从而 p = const, 即流体在 K 中静止. 

. 设某个区域货是给定的，其边界为曲面 S . 根据所求函数 

在区域0的边界5：上的给定值求该区域内的正常调和函数 
J ^ ^ 2) 的问题称为狄利克雷问题.根据所求函数在区域 

边界 E 上的法向导数 d^p/dn 的给定值求区域货内的正则 
凋和函数 War, ?/， 2 )的问题称为诺依曼问题.如果在区域货的一部分边界上给定函 
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数 P 的值，而在其余边界上给定法向导数 d ^/ dn 的值，则根据边界 s 上的这些条件 
求区域货内的调和函数 Wa :， 2/， 2) 的问题称为混合边界问题. 

当 K 域这内部不包含无穷远点时，相应问题称为内部问题，否则称为外部问题. 
在外部问题屮必须额外给出无穷远条件.作为这样的条件,可以要求速度在无穷远处 
等于零，即沿任何路径趋于无穷远时，在极限下都有 

|gradv?|oc = 0. (12.14) 

内部问题的解的唯一现在很容易证明，如果假设速度势 W 是单值函数，流体具有 
性 有限的动能，并且切可以是多连通区域，则不可压缩流体势 

流的上述内部问题的解是唯一的. 

K 实，设两个申值调和函数&和内给出所研究的问题的两个解，我们来考虑 
调和函数 n 外 域然， 对单值函数 P 得到的问题与函数 A 和外的问题是 
相同的，只是函数9在边界 E 上的值等于芩.对函数应 用公式 （12.13)， 
n^p = const . 在狄利克讲问题或混合边界问题屮 p = 0,在诺依曼问题中相应常 a 
可能不等于零, m 是流体的运动是唯一确定的. 

关于解的唯一性的 t 述结论的 tt 要基础是公式 （12.13), rffj 这个公式成立的前提 
条件是关于积分 


J |grady?| 2 d- 


(12.15) 


存在的假设.有一类解在边界 E 附近有非常复杂的性质，使得积分 （12.15) 不存在， 
这时解的唯一性 遗到 破坏. 

为了利用公式 (12.13) 证明外部问题的解的唯一性，除了解在 S 附近的性质所 
应满足的条件，还必须考虑到区域切包含无穷远点，从而必须证明，对速度势 p 在 
无穷远点附近的性质提出的一些附加条件能够保证对相应区域切的积分 （12.15) 的 
收敛性，这些附加条件要求^在无穷远点附近是正则的和有限的.为了解决这个问 
题，我们将在下面更详细地研究空间问题中的正则调和函数^在无穷远处的行为. 

我们还指出，对于多连通 K 域武诺依曼问题和混合边界问题不仅有唯一的单 
值解，而且可能还有多值解，这时势函数9是多值函数.在爭淳通 K 域中，山李隼函 
数 p 给出的解不具有唯一性.为了挑选出唯一的多值解， 这时 要提出一些_加条 
件，这些条件把多值函数的周期固定下来，即把不能在多连通区域货的内部收缩到 
一点的封闭曲线上的环最固定下来. 


格林函数 • 把调和函 
数表示为单层位势与 
双层位势之和 


利用格林第二公式可以把区域 V 中的调和函数 Wo :， ％ 2 ) 
通过 p 和 d ^ p / dn 在该区域边界 S 上的值表示出来. 

设函数 fp(x 0i y 0 , ^o, x, y, z) 对自变量 ® 0 , y 0 , z 0 和： r, 
y, z 都是调和闲数，它在 x = x 0 , y = y 0 , z = z 0 时具有奇异 


性，并且在该点附近满足渐近公式 

^ = , 1 -7 + "(工 0 , 2 / 0 , 2 0 ,工， 2 /，= 了 + 九，( 1216 ) 

y /{ x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 + ( z - z Q ) 2 r 

式中 / i 对前 3 个变 M 和后 3 个自变 M 都是区域 V 中的正则调和函数.下而在使 
用公式 (12.12) 吋将认为 A ， 此， 是积分变 M . 因为函数矽在点 r = 0具有奇异性， 
所以我们首先从区域 V 中去掉以点 r = 0为球心的一个足够小的球形区域（图68)， 
其半径为其表面为球面&，然后对这样得到的区域 W 应用公式 （12.12). 

因为#和0按照条件是冈域％中的正则单值函数，所以从公式（1 2 .1 2 )得 




da + 


仏一 


)d<7 = 0. 


令球面半径 £->0, 利用渐近公式 (12.16) 计算对球面 S e 的积分，我们有 

h /(々-々) 扣 =^[ 7 /^ dff + Mi +) 叫 = ’ (z ， 仏 2) ， 


所以 


咖 ’y ， 4 砮 ) 如 . 


(12.17) 


只要认为曲面 S 与 E 重合，并且在 E 上砂= 0,这个公式就给出狄利克雷内部问题 
的解.如果凋和函数0取决于 E 上的条件 drP/dn = 0,则同样的公式给出诺依曼内 

部问题的解.由这些条件确定的两个不同的函数矽 

-\ 称为狄利克雷问题或诺依曼问题的格林函数.调和 

] 函数 ^(X 0l y 0 y Z 0 , X, 2/ ， 2) 在切的内部有奇异性， 
/ Ly \ i 正则调和函数 / i 在 e 上的相应边界条件为 

( S 'J h = - 士或尝 =-|^. ( 12 ,8) 

\ -^ 利用这种方法，我们把函数 P 的一般形式的狄利 

图 68. 计算势函数时的积分域克®问题和诺依 S 问题！ B 结为 g 数/^的特殊形式 

的狄利克雷问题和诺依曼问题，前者具有任意的边 
界条件，而后者具有边界条件 （12.18). 显然，利用同样的方法可以构造出混合边界问 
题的格林函数. 

令矽= 1/ r , 即令 h = 0, 则公式 （12.17) 的形式变为 


h = — 


(12.18) 


图 68 . 计算势函数时的积分域 




(12.19) 


这里可以认为 S 是函数#的正则区域内部的任何曲面，还可以认为 S 与区域这的 
边界 E 重合.公式 (12.19) 把势函数^表示为单层位势与双层位势之和. 
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在无穷远区域中把势现在蚵以证明，满足条件 (12.14) 的调和函数 v ? 在把区域免 
函数展开为级数 的边界 S 包含在内的任何足够大的球面之外都能够展开为 

级数，其形式为 


p Af , c x x + c^y + c 3 z 
》 =C 一— + ^ - 


y , z ) 
~7?2n+l~ 


( 12 . 20 ) 


式中 /? = y / x 2 + y 2 + 2 2 , C , C,, C 2 , c 3 是常量 ，只是 n 次齐次调和多项式， 


-I 


并且^ 是环绕 K 域级的边界 E 仅 1 周的任何封闭曲面.曲而^可以与曲面 E 
重合， 因为只要函数 p 在:^与5：之间的区 

域是正则的，根据 （12.7) 就有 ' / -^ 

/fcA, 

第二个积分之所以取负号，是因为 S 的法线 p 

这时指向0的内部.显然 ， ffl M 等于流体通 I 

过曲面5：的体积流贵， BP X L / 


v n da 


dV 

dT * 


式中 dV / 出是 E 以内区域的体积变化率，它阍 6 9. 用于证明展开式 （12.20) 的示意图 
—般可以不等于零.如果 E 由流体中的运动 

固体表面组成，则流最 A / = 0. 如果我们研究诸如球面在不可压缩流体中扩张的问 
题,流景 A / 就等于不为零的有限值. 

现在证明展开式 (12.20) 的正确性.设^是球心位于坐标系原点的球面，其半 
径 为尼， 并且曲面 E 位于该球面以内； E 2 是球心位于点 a :， ％ 2 的球面，其半径 i ? 2 
足够大，使得球面5^位于该球面内部（图 69). 

速度势 Wx , y ，2) 是球面5^与 E 2 之间的区域中的调和函数，所以根据 (12.19) 
可以写出 

i^m§k) d<T -hjhUk) da . (i22i) 


下面计算球面 e 2 上的积分在半径丑 2 
因为 


时的极限值. 




( 12 . 22 ) 



所以 
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(12.23) 


因为球面 E 2 的微元 ckr = 式中 u 是立体角，所以式 (12.22) 给出 


AJ 


ipdij = 


从而 


于是 


f A M 

y = 

^ S ^%= 


47 rC , 


式屮 （7 M 对尺 2 积分时出现的积分常 tt . 

现在 W : 明 ， tt C 与球面的球心坐标: r , y， 2 无关.其实，取 f 孕 R [ 
球面 Ei，K 球心坐标为 :r 十△：!：， y，2. 对该球面有 


(12.24) 


=凡 2 的 


J 二-是 +47 rC ’， 


于是可以写出 


冰 + Ax ， ”，0 - 冰，”，0 必= J-C 
Ax Ax ’ 


式中《， r ;,( 足球血 & 上的点的坐标.在 △: c — 0时取极限，得 


JX 


根据条件 （12.14), 偏导数 d ^ p / di 在 — oc 时趋于零，所以 dc/dx = o . 类似地可 
以证明 dc/dy = dc/dz = 0 . 闪此, C 是与坐标: r ， y ， Z 无关的常 ffl . 

根据 （12.23) 和 (12.24), 从公式 （12.21) 得到 




(12.25) 


这个公式是公式 (12.19) 显然，只要把公式 ( 12 . 25 ) 中的偏导数 

d/dR, 替换为方向导数 d/dn, •就•可•以 kk 公式中的积分域（球面 Ei ) 替换为把区域 
^的所有边界包含在内的任何其他封闭曲面. 

在区域货的具有有限坐标 〆 ， 2 /'， 〆 的 任何巧 卓的邻域中，函数 1/r 和 d(l/r)/dn 
可以按 x - x '， y - y \ z - z f 展幵为在球形区域内绝对一致收敛的泰勒 
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级数.由此可知，只要速度势 fOr ， y ， 2 )在点： r '， 〆 ， 〆 的邻域中是正则的，它在该 
邻域中就可以表示为 x - x ，， y - y ，， 2 - z ， 的收敛的幂级数. W 此，调和函数在正则 
点 H ， 是具有任意阶导数的嚀斫*窣. 

从图69容易看出 * 

丄 =- /o . 1 — =f(a- R } ) f 
r ^62 + (a - «0 2 

并且 /( a) = ]/ R . 函数 /(a - /^) = 1/r •在 r # 0 的点是正 则的. 如果在距离球面 5：i 
足够远的点 rr， ％ 2定义势函数 A 我们就可以把函数 /(a - A ) 对尼展开为泰勒 
级数： 

/( a -叫 = + 4-£ ⑷ 《 1 + 士磊⑸ 辦一… (12.26) 

在方向《上的导数等于 

d d ^ d d 


式中 a, /3, 7 是连接坐标原点与球面 ^ 上的变动点《，仏 C 的矢 E 的方向余 
弦.对于一阶导数 


//(a)= 基 ( 士 ) = ^( 


FT ? 


我们有 


/' ⑷ 


ax + /3 y -f -jz _ y , z ) 

~ FT 


式中 A 是: r, y, 2 的一次齐次多项式.利用数学归纳法容易证明，如果 

式中〜 是 a:， 2/， 2 的 n 次齐次多项式，并且其系数依赖于$， ry，C, 则 

f (n+1 "a 、 一 y ' ^ 

J W — /^2(n+l)+l » 

式中 7T n+l 是 a:，y， 2的 n + 1次齐次多项式，其系数也依赖于$， T7,(：. 
这样，展开式 （12.26) 可以写为 

1 1 QX -^- py-^yz D , 7r 2 (x, y, z ) d2 . , ^ n 7 r n ( x t y , z ) mi , 

7 = - n ? 一― 圮 + ―兩-尽一 "+(- i ) - R2 - + - &+. 


(12.27) 


其中每一项都是调和函数，分别代表位于坐标系原点 O 的点源、偶极子和更卨阶的 
多极子.此级数-致收敛，可以逐项进行微分和积分运算. 

把 1/r 的展开式 (12.27) 代人势函数 p 的公式（12.25)，我们得到展开式 (12.20). 
直接从推导过程显然可以看出，展开式 (12.20) 中的每一项都是调和函数. 
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展开式 (12.20) 中的齐次多项式％是调和函数，因为直接进行微分运算即可得 
到等式 

^n(x, 2/, Z)\ _ A^ n (^» y, 

\ ~~ ) 一 _ R ^ 1 — ， 

对 1//? 迸行微分运算并求和后得到的齐次凋 和函数 7 T fI ( x , y , z )/ R 21 ^ 以及 
^ n ( x , y , z )/ R ^ 称为埤孕窣. W 此，满足条件 (12.14) 的任何调和函数可以在球 
面5^之外展开为球函数2/， z )/ R 2 ^ 的级数. 

在速度势#的展开式（ 12 2 0)中，常 M C 对速度场无关紧要， 
賴可以从条件〜= 0細 C = 0. 懸，娜流体的运动 
是由位于其中的运动物体引起的（这时 M = 0)，则速度势 p 
在无穷远处至少像 \/ R 2 那样趋 于零； 当 M #0时，诺依曼外部问题的解在无穷远 
处至少像1//?那样趋于零. 

. mi s v ^ 

賴足公式 （ 12 . 13 ). 我们来研究区域 k 无界，并且在无穷远 
处成立条件 (12.14) 的情况.这时，速度势^在无穷远点的邻 
域内满足展开式 (12.20). 在流体所在区域内取足够大的曲面匕，使流体中的运动物 
体位于其中，然 后让心 无限扩大.令曲面 S 由 Ei 和物体表而5：组成，则 




对于我们所研究的流动，如果乘积 ^( d < p / dn ) 在物体表面 E 是可积函数，则第一个 
积分取有限值.在 A / = 0或 （7 = 0时，根据展开式（12.20)，第二个积分在 Ej -oo 
时趋于零1因为被积表达式这时至少像1/妒那样减小.闪此，对于无界流体的动能 
E ， 我们有 U 

E= ^ J (gradWdr = 皆 / d<T . (12.28) 


于是，在无界不可压缩流体的正则势流中，只要无穷远处的速度等于零，流体的动能 
就是有限的. 


三种外部问题的解在 

( gradv?)oo = 0 时的唯 

一性 


只要动能存在并且有限，在 （12.14) 和 ^ = 0=0 的条件下对 
狄利克雷内部问题、诺依曼内部问题和混合边界内部问题单 
值解的唯一性的上述证明自动就能应用到外_问题的情况. 
我们指出，如果边界面 S 延伸到无穷 ik / 则上述关于调 


和函数在无穷远处的行为的讨论是不对的，这时需要单独的与此类似的专门研究.例 


n 如果/ 0且 M # 0,则在 (12.28) 的右侧额外还有一项 pCM / 2 . 我们还记得，如果曲面 S 
所包围的区域的体积不变，则 M = 0 . 因为速度势#只能确定到相差一个可加的函数/(0,所以总 
是可以认为 C = 0. 
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如在平面问题中，如果曲面 S 代表无穷大圆柱，就需要这样的专门研究，只不过在这 
种情况下，要求速度在远离区域内部边界的无穷远处等于零的条件和速度势的单值 
条件保证了上述基本边值问题的解的唯一性. 


调和函数的镜面对称 
条件 


设点: T'， 〆，〆附近的正则调和函数 ^(x, y , Z) 在平面2 =〆 
上经过点 a:'，y'， 〆的任意小的面微元上等于零.显然， p 对 
x 和2/的所有偏导数在点: T'， 〆，〆都等于零.根据前面证明 


的结果，如果令 x _ x ， M，y — y ，= V ，z — Z ，= C , 则把函数 r?， 0展开为泰勒 


级数后可得， r?， 0在点 （ = 7/ = C = 0附近具有以下 形式: 


W E ，〜 C 2 ) + C 2 E 及 n(t % C 2 )， (12.29) 


式中況 4 和及 n 是％ C 的 n 次多项式.在泰勒级数 （12.29) 中，第一项包括 C 的 
所有奇数次项，第二项包括(：的所有偶数次项. 

我们现在证明，从调和函数的性质可知，在我们的情况下所有 ^ n = 0. 采用直 
接微分的方法容易验算， d C 的齐次多项式被拉普拉斯算子作用后还是齐次多项 
式，并且其•次数下降 2. 于是， 


A ( C ^ n ) = C ^ n -2«, n , C 2 ), (12.30) 

△( C 2 么）= C 2 ^ n -2«, V , < 2 ) + 2^ n «, rj , C 2 ), (12.31) 


式中深 n _ 2 和 ^,-2 是《， r ;， C 的 n _ 2 次齐次多项式. 

因为对于任何整数 n ， 齐次多项式 （12.30) 中的 C 的指数都是奇数，而 （12.31) 中 
的相应指数都是偶数，又因为^的齐次多项式在次数不同时是线性无关的，所 
以 （12.30) 和 （12.31) 的右侧根据调和函数 p 的性质应当恒等于零.由此可知，多项 
式 C 2 及 n ( C ， ％ C 2 ) 对于所有有限的％ C 都应当是正则调和函数.然而，这是不可 
能的，因为上述多项式在平面 C = 0上的一些点不满足均值定理.其实，假设 


C 2 及 n(d C 2 ) = C 2 p K(^ v, C 2 ), 


式中沒 n ( m ，0) 在《，7；取某些非零值时不等于零,并且整数 p ^ l . 根据均值定理, 
等式 

0 = JC 2 p X (^ V , C 2 )dcr (12.32) 


应当精确成立，式中 s 是球心位于平面 c = o 上# = 0的区域中的固定点匕，％ 
(Cl 0) 的任意球面.当球面 S 的半径 e 足够小时，我们有 


dK ， 仏 C 2 ) = C 2 p ^ ； «i, m, O)[i + O(e)] t 


( 12 . 33 ) 
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式中 0 ( e ) & *5 £： 一同趋 J •零的 M . 把 （12.33) 代人 (12.32) 后可知，在 e 足够小但不 
等于零时， (12.32) 中的积分不等于零.由此可见，对于任何 n 都有= 0. 

要想证明对于任何 n 都有沒„ == 0,另一种方法是直接从 (12.31) 出发，令其右 
侧等于芩并进行相应分析. 

于是，如果假设#在平= 0上某个仟意小的 K 域中等于芩，则等式 (12.29) 
的形式变为 


<P = Cw «， ”，（ 2 )， (12.： i 4) 

式中％ c 2 ) 足其自变 tt 的某个解析函数.由此鱼接得到速度势0的以 
下对 称性： 


V , 0 = -冰， 仏 一0，或 ^ P ) = 1(广)， (12.35) 

式中 P 和 〆 是相对于平面 C = 0对称的点，它们互为镜像（见图 70). 由此易得 

(裳 X - (案 X ,， (絮 l = _ d (褰)，(褰 1,. (1236) 

上而仅在级数 (12.29) 的收敛区域中证明了对称性 （12.35) 和 （12.36). 在对函数 
^ 进行解析延柘之后，这种对称性在调和函数^的全部定义域这中都成*，这时 K 
域级相对于平面 < = 0对称. 

函数 p 在平面 (： = 0上位于以级数 (12.29) 的收敛半径为半径的球面内部的 K 
域中等于零，但这并不表明 p 在平面 < = 0上的所有点都等于零.如果能够对闲数 
^进行解析延拓，则在 m 足够大时，在平面 c = 0上可能出现 (^^0 的 区域； 如果 
从不同侧面接近平面= 0的这部分区域，则 P 的值能够具有不同的符号.区域货 
可以 A 有很多叶，在平面 c = o 上可以有奇点. 

设不可压缩流体（液体）充满下半空间，一个固体漂浮在水平液 
面上（图 7 G ). 为简单起见，我们认为液体和嚇跡处于静止 
状态，然后在外部压强冲量的突然作用下幵始运动.在碰撞发生之后，液体的运动是 
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有势的，速度势在碰撞后瞬间等于（见 (11.10)) 

<p(x y y, z) = 

P 

式中 



是在碰撞时作用于液体的压强冲 M. 

用于计算碰撞后瞬间的调和函数 y, 2 )的条 件是： 在液体自由面（平面: rOj/ 
在物体以外的部分）上 

^ = 0; (12.37) 

在物体表面在液体中的部分 Ei 上,压强冲 ffl Pt 不等于零，但事先一般是未知的.然 
而，如果物体受碰撞之后的运动是已知的，则在液体与固体保持接触（液体不脱离固 
体）的情况下,曲面。上的条件是 

^ = Vn , (12.38) 

式中 v; 是物体速度在其表面法线方向的已知分 S. 我们还认为流体在无穷远处静 
止，于是 

(grad^)oc =0. 

W 此，计算速度势?/，幻的问题归结为求解混合边界问题. 

根据条件 (12.37) t 利用关系式 （12.35) 可以把速度势V?解析延拓至上半空间, 
结果得到定义于对称曲面 E 1+ E 2 之外全部空间的速度势 j /， 2 ),并且由等式 

(12.36) 和曲面+ S 2 的对称性可知，在对称点 P 和成立关系式 

(1239) 

其实，设《，汍7是物体表面在点，的法线的方向余弦，则点 P 的相应方向余弦为 
ot y /?, -7 (见图70)，所以从等式 (12.36) 可得 (12.39). 

由 （12.38) 和 (12.39) 可知，对于液体水平表面上的漂浮物受碰撞所引起的液体 
运动，液体扰动速度势的混合边界问题等价于对封闭曲面 E,+E 2 以外的对称区域 
提出的诺依曼问题，相应的对称边界条件是 （12.38) 和 (12.39). 

根据诺依曼问题和混合边界问题的解的唯一性不难看出，这样提出的对称的诺 
依曼问题完全等价于相应混合边界问题.由此可知,要求在对称封闭曲面^ 上 
满足对称边界条件 (12.39) 的上述诺依曼问题的解 1〉 具有对称性 (12.34), (12.35) 和 

(12.36) . 
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速度势在对称点取值如果把等式 (12-34) 替换为 
相同的情况 


= r/, C 2 ), 


则速度势仏 （0 将满足以下对 称性: 


冰，”，0 =池 ”，-0, 


并且 


( a =( ii * m ⑵， -( 紅 • _) 


从等式 (12.40) 可知，在液体内部的平面 < = 0 上成立 

餐= 0，说， r /，0) 关 0. 

这时，对称曲面+ E 2 以外区域的诺依曼问题在5^ + E 2 上具有对称条件 


(^ f \ ( d ^\ 

\dnj p ~ \dn) p ,' 


该问题显然等价丁•以下诺依曼 问题： 

在心上 g = l / n , 在物体以外的平面= 0上 g = g = 0. 

相应问题可以描 述如氏 设液体表而不是由面，而是液体无法穿过的静止水平壁 
面，一个紧挨壁面的固体位于液体中，求阂体受到碰撞后的液体运动. 

设区域货是平面 z = 0以上或以下的半空间.我们将根据上述 
W 镜酣称性細造域0馳繼綱獅赚 S 问腦格 

林函数.容易看出，在区域 2 > 0的狄利克雷问题中，格林函数 A 对于点 X ，2/，2和 
^ o > z o ( z > o , 2 0 > o ) 可以表示为以下公式： 


必1 = 


\x - x 0 ) 2 + (y- y 0 ) 2 + (z- z 0 y 2 V (x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 + (2 + 2 0 ) 2 


MP r MP , 


因为函数 A 满足条件 （12.16)， 并且在边界 E (平面 2 = 0) 上 ％ = 0. 从条件 (12.16) 
显然可知，下半空间2 < 0的相应格林函数是 W = -訶 • 

显然，半空间 z >0 mz <0 的诺依曼问题具有同样的格林函数 ％， 其公式为 


^2 = 


MP r MP , 


因为在 2 = 0时成立边界条件 


抑 2 邮 2 
dn dz 
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半空间 2 > 0中的奇设不可压缩流体充满以平面2 = 0为边界的上半空间，其中 
点系的速度势 给定由点源、偶极子和多极子组成的奇点系，我们来研究相 

应流动速度势的计算问题.为了满足绕流条件 


心 0 日寸 1 = 0 . 


(12.41) 


只要在下半空间引人与上半空间中的给定奇点相对应的虚像流动即可，换言之，应当 
在下半空间的相应镜面对称点放置同样的奇点系.显然，叠加后的流动满足边界条 
件 (12.41). 

例如，如果待求流动是由位于点/\的点源和位于点的偶极子引起的，则不 
可压缩流体在坐标为 a：，y ， 2的点 M 的相应速度势可以表示为以下公式： 

式屮如和％是给定的常 S ， 和 n ， Qj 和 Q ;， 和 ds ) 分別是相对于平® 

2-0 的镜面对称点和镜面对称方向. 

是给定的球 Iffl，K 球心位于坐标系原点， 半径为 n .考 
g 对于球面的反额 ㈤坐 标变换 


xR 2 yR 2 


zR 2 


式中 r 2 ^ x 2 + y 2 ^ z 2 . 


不难 7? 出，球面以内坐标为 A y ， 2 的点 P 和相应半径 r 对应球面以外坐标为 t r ;， 
c 的点厂 和相 应半径 r ' = 卽、 并 a 连接点 P 和点 P 的直线通过球心.容易验 
算，逆变换公式是类 似的： 

*= 等， V= 2 = 菩 ，^ = C 2 + f ? 2 + C 2 - 

点 p 和广称为相对于球面 s 的镜像对称点.在球面 s 上有 p ' = a W 为这 
时 ? = x , 7/ = y , c = 2- 

坊 I ® 灿*1古® 由我们来研究« 对丁 •场 5 #称 W 点2/， 2) 利 I P ， U ， V , 0 

漂爲舰中到軸以内某-点雖。，2/0, 4) 的距离〜 M 和 r > M : 

r 2 PM = (x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 + (2 — 2 0 ) 2 = t * 2 + rj ? - 2 r • r 0 ， 


rj» M = K - ： 0 ) 2 + (17 - y 0 ) 2 + (C — 2 0 ) 2 = 4 + r(? - 2 r’. r 0 

2 F 4 0 R 2 
= r o + 72 ~ 2 r o * r 7 T » 

式中 r， 〆 和 r ( , 分别是点 P ， P ' 和 M 相对于球心的 径矢. M 然，若点 M 位于球面 
S 上％ = K )， 则 

r %'M = ~~2 r ^M- ( 12 . 42 ) 
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相对于变量: T ， 2/，2和％，如， 2() 对称的函数 


r PM 


(12.43) 


t pm rr p , M r PM Vr 2 rl + /? 4 - 2R 2 r - r Q 

是 S 以内的调和函数 ，它在点 P 附近具有 l / r FM 类型的奇点，但在 S 以内不再具 
有其他奇异性.此外，根据（12.42)，此闲数在球面 S 上等于零.因此，由公式 (12.43) 
定义的函数 A 是球面狄利克雷内部问题中的格林函数. 

容易看出，公式 

< =了匕 - (12^) 


r P , M R r PM 


(12.44) 


给出球面狄利克雷外部问题中的格林函数.于是，利用公式 （12.17) 可以得到球面的 
狄利克雷内部问题和外部问题的所有的解，其中的格林函数 A 和#由公式 (12.43) 
和 (12.44) 定义. 


§13. 圆球在无界不可压缩理想流体中的运动问题 

我们来研究球形刚体在无界不可压缩理想流体中的运动问题，不考虑外质世力 
对流体的作用.设 f : 杼为 a 的岡球在无界不可压缩理想流体中以速度 V(t) 相对于 
某静止参考系: yi ， 2 l 以平动方式运动. W 1 球的运动引起流体也发生运动，我们将 
把流体相对于该参考系的运动称为“绝对运动”. 

为了研究流体的“绝对运动”，我们将使用与岡球固连在一起的运动坐标系 z ， 
y ， z ， 其原点位于球心. 

±般扰运減是有細.雖不可臓流細连续性方程， 
速度势 P 应3在球面外部处处满足拉普拉斯方程 


△# = 0， 

此外还应3满足以下附加 条件： 流体在无穷远处静止，即 

(grady?)^ = 0; 

在球面 S h ， 流体既不能流人球面（无渗透条件)，也不能离开球面（保持接触条件) 
即流体速度的法向分量应当等于球面速度的法向分 M 

如果圆球以速度 V 沿 z 轴平动（这样选取 a : 轴)，则绕流条件可以 写为： 


(尝 L - 


V cos ( r , i ) = K cos 汐， 


(13.1) 


. 圆球在无界不可压缩理想流体中的运动问题 


式中0表示 r 与: r 轴之间的夹角.我们指出，从绕流条件来看，圆球以速度 V ⑷沿 
x 轴运动的情况是圆球在理想流体中运 动的最 一般的情况，因为圆球是完全对称的. 
因此，需要解决的是最简单的一种诺依曼问题. 

所提问题具有 唯-解 ，并 
舰關酬歸撕 

方程的上述特解构造出这个解.点源类型的解 \ [ ( \ / 

- l / r 显然不适用，因为它不满足无渗透条件. 

我们可以尝试使用位于坐标系原点 O 的偶极 -- 7 

子流动，其轴平行于 a ： 轴.令 广 

- 47 =-^—^- 

式屮4是某个常 S . 这样的函数不但在球面 

以外满足拉普拉斯方程，而且满足无穷远边界^ 71 -圆球在理想流体中运动时的流线 
条件，即函数本身及导数在无穷远处都趋于零. 

我们来看，是否能够适3选取常 M 次 使边界条件 (13.1) 也得到满足.在球面上 
M 然冇 

f 0< p \ r c > / . cos ^ \ I 2 A cos 0 

U1 = d-r [- 


圆球在理想流体中运动时的流线 


(紅。书 (- OL : 


把这个值代人 （13.1), 得 
所以只要取 

t 

就能满足条件 (13.1). 
闵此， 函数 


2 A cos 6 


V cos 9, 


A = 


Va 3 x 
f = - 丁 7 


a 3 V cos 0 


(13.2) 


给出 tl 述关于圆球在流体中运动的问题的解，相应流线见阁 71. 如果岡球的平动速 
度方向相对于坐标轴是任意的，则流体的扰动速度势满足公式 


V 5 = 十 Wy + V 3 Z)y 


(13.3) 


式屮 V \， K 2 , K 3 表示圆球速度 V 在坐标轴上的分 ffl . 如果圆球的平动速度与时间有 
关，则这种时间相关性在速度势中仅通过函数 K ,( i ), V 2 (0, Vs ( t ) 表现出来. 

如果圆球绕通过球心的某个轴转动，则球面速度的法向分量显然等于零，所以 
理想流体不受这种转动的影响. 

在一般情况下，对于圆球的任意刚体运动，速度势仍由公式 (13.3) 给出，其中 L 
V 2 , V 3 是球心速度在运动坐标轴上的分量. 



为了计算球面上的压强分布，应当使用柯西一拉格朗日积分.在沿 Z 轴的平动 
中，如果函数 Wa :， y ， t ) 是在运动坐标系中计算的，则根据（ II . 7 )有 




(13.4) 


(11.7) 中的函数/(0这时已经根据无穷远条件# = 0, | grad ^| = 0和 p = 确定 
下来.只要知道球曲5： h 的压强分布，就可以计算流体对球面 S 的作用力. 

在无穷远处_度等于，其方向平行于 z 轴. 流体的运 
动这时可以称为“相对运动”，闪为与圆球一起运动的观察者所看到的正是这样的流 

动图案.速度势（用 & el 表示）应当在球面以 
外处处满足拉普拉斯方程 

△…°， 

二 _5/ -二_ 而边界条 件是： 在无穷远处 


( grad ^,)^ = - V , 


m 12 . 理想流体绕阅球流动时的流线 


在球而 E 上 


( v nh 


d 0 . 


相对运动的速度势为 r 得到这个问题的解，我们将应 w 关于圆球在》挣止流休中运 

动的前一个问题的解.容易看出，如果在前一个问题中让流体 
和闽球的速度都奋加 t 速度 -V, 其中 v 是岡球的运动速度，我们就得到圆球绕流 
问题的解.这时，阓球成为静 it 的，而在流体原先的运动上乂释加 r 平行于: r 轴的平 
动，平动速度势为& = -Kx. 所得流动的速度势 


wi = - 


2~ T 3 


-Vx = -V cosO 


基) 


(13.5) 


是调和函数，它既满足无穷远条件 


gr 咖 re i 


¥一、 


也满足球面上的边界条件 


(^L 一 Vco 4-5L= a 


因此，公式 (13.5) 给出所提问题的解.图72 _出这种流动的流线，球面这时是流面. 

显然，在非定常运动中，无论是绝对运动还是相对运动，任个固定时刻勹的 
流线都与速度 V = V ( t x ) 所对应的定常运动中的流线相同.流线图案与球心速度矢 
量有关，坐标系在一般情况下可以绕该速度 矢量旋 转任意角度. 
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相对速度在球面上的我们来计算相对速度在球面上的分布: 
分布 ( \ ( 1 dip rf . y \ 




因此，在0 = 0的点4和沒= tt 的点 D (见图72)，速度 I ； = 0,这些点是临界点•速 
度在0 = tt /2 和0 = 3 tt /2 时达到最大值，相应点位于垂直于 V 的大圆上，例如点 B 
和最大速度等于 3 V /2, 即来流速度的 1.5 倍. 

娜触 V 啡榈无关，醜动駿獅，倾可以使腦 

努利 积分： 


P = Poc 


- V 2 )= 


午 0 - 香 


(13.6) 


现在考虑如何计算流体对位于其中的运动球体的作用力.如果圆球的速度 V 保持 
不变，则球面上的压强分布在绝对运动和相对运动中是相同的（见（13.4))，可以用公 
式 (13.6) 进行计算.山公式 (13.6) 可知，压强在诸如 E , 及， F ， F ' 的对称点是相同 
的，所以流体对被绕流球体的合作用力显然挤确地等于零.球体既没有阻力，也没有 
升力.这个结论就是达朗贝尔佯谬. 

前而已经证明（见§8)，达朗贝尔佯谬不仅对岡球成立，对任意形状的任何有限 
体积的物体都成立，只耍该物体在理想流体中常速运动，在物体表面不发生流动分 
离，并且流体在无穷远处的速度等于零.其实，山于球体的无分离绕流无法实现，所 
以该作谬并无神秘之处.在实际流动中，不断有涡旋从球而脱落下来，流动图案发生 
变形，压强分布在前后半球表而的对称性遭到破坏. 

$ 常的，可以用柯两 - 拉格_积分 ( 13 . 4 ) 计算压强分布，用 
公式 (13.2) 计算速度势. 不难矜 出， 

在计算合力时只要使用公式 (13.4) 中含有 


df acos^dV / \ 

2 ~dT 〈2：呵广7 

的那一项即可，因为用其他项汁算出的那一部分压强在对 

称点 K E '， 兄是相同的（这部分压强等于以所考虑的 图 73 用于计算圆球加速 
瞬时速度值作定常流动时的计算结果). 运动时的阻力 

把球面划分为诸多带状微元（图73)，每个带状微元的 
面积为 da = 27 ra 2 sin 0 d ^ 然后对整个球面进行积分，我们得到流体对圆球的作用力 
的以下表达式： 


p cos 0d(7 — 


0 sin 0 da = ——* 

O 
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设质量为 m 的圆球受到某个外力尺（不包括流体对它的作用力）的作用，则运 
动方程在 x 轴上的投影为 


dV „ 2 

百 = 尺 一 T 


t dV 

^ dT - 


^=3 


我们把这个方程改写为 


圆 球的附加质* ftl 此可知，圆球在某外力&的作用下在流体中的运动相当于该 

物体的质《增加 M 后在该外力的作用下在真空中的运动. fi M 称 
为圆球的附加质 M, 它等于圆球所排开的流体质 M 的一半.外部介质（流体）只引起 
圆球的惯性增加. 


§14. 刚体在无界不可压缩理想流体中运动的相关运动学问题 

设一个具有有限体积和任意形状的刚体在不可压缩理想流体的无界 K 域级中 
运动.假设流体在这个刚体的给定运动的作用下从静止状态开始运动，并且运动是连 
续的，我们来研究如何提出相应问题，以便计算流体的这种运动.无穷远处的流体相 
对于静止坐标系处于静止状态.为了描述流体相对于静止坐标系的绝对运动，我们 
选取刚体的一个随体米标系——运琴的笛卡儿坐标系: c ， ％ 并用 i ， j ， fc 表示相应 
坐标轴的单位矢 ft . 

他士认•办八+ 众所周知，在刚体的任意运动中，刚体任何一点的速度1/ 

刚体中的速度分布 pA . v/ v .V 

欧拉公式： 

U = C/o + Q x r, 

式中 r / n 是刚体某点 O 的速度， n 是刚体的瞬时旋转角速度， r 是从点 O 到所研究 
的点的 径矢. 引人速度（7。和角速度 Q 在毕爭孝續罕的坐标轴上的 投影： 

U 0 = U l i + U 2 j + U^k, 

n = uU + u b j + u 6 k = n 1 * + Q 2 j + n z k . 

只要知道 e 个函数 im ， 就知道刚体中的速度场. 

如果不可压缩理想流体的连续运动是由 刚体的 运动引起的， 
并皿關 雛于静止状态，麟雌力有势或者可以忽略 
不计，则流体的运动有势 ，V = grad A 并且速度势 VP 是坐标的单值函数 1〉 . 

15 刚体表面以外的区域，即流体受到扰动后进行连续流动的区域，可能是多连通的.因为任何封 
闭曲线上的速度环虽都等于零，所以利用汤姆孙定理和流动的连续性即衬证明速度势的单值性. 
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为了计算流体的运动，只要计算速度势 Wx , 2/，0即可.速度势应当在刚体 
以外的区域货中处处满足拉普拉斯方程 


d 2 .p d 2 (f d 2 ip 
知 = 应〜+涼 =0 . 


相应边界条 件是： 在无穷远处 


(grady?)„ = 0, 


闪为刚体的运动应当不影响无穷远处的流体；在刚体表面应当成立无渗透和保持接 
触条件 


d<p _ 


—U n = Un ■ n + x r) 


n. (r x n )， 


(14.1) 


式中 n 是刚体表面 s 的法线矢 M， 它相对 T 流体所占 K 域是外法线矢 ffl. W 此，待 
求速度势应当是诺依曼外部问题的解. 

把流体运动问题转化 § 12 

为只与刚体的几何性受扰运动具有 為限的 动能，并样提出的诺依曼问题貝•有 
质有关的6 个诺依曼唯一解. 

f6] ® 因为上述诺依曼外部问题是线性的，所以在求解速度势 

^ 时可以把它表示为和的形式 ： 


式中 


(p = U'lfii =Uo ^l + ft ^2, 


= ip { i + if 2 j + ifi 3 k t 中 2 = v? 4 i + (P b j + v? 6 fc ， 


(14.2) 


(14.3) 


并且&， &，...， 外与运动坐标系（刚体的随体坐标系）的坐标: c，y， 2有关 • 
为了 H •算毎一个中•值势函数^我们有诺依曼外部问 题：在 S 以外处处成立 


在 X 穷远点 


在刚体表面 E 上(见条件 （14.1)) 


△6 = 0, 


(grad^)„ =0, 


dn — 


，2, 3, 


= {r x n) ^ j = 1? 2,3 - 


利用 (14.3), 还可以把表面 E t 的条件写为以下 形式: 


d^i 

~dn 


神 2 
dn 


(14.4) 
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这样一来，我们得到分别对6个势函数％提出的6个诺依曼外部问题，用来代替对 
1个速度势^提出的1个诺依曼外部问题，并且后者的提法（刚体表面条件）包含时 
间《，而前者的提法却不包含时间. 

根据诺依曼问题性质和唯一性直接可知，对于任意的 U ', U \ 

U \ 求解对速度势^提出的1个问题等价丁•求解上述6个问题.绝妙的是，势函数 
^ ... , ^ 在刚体固连乎标系中对坐标： r , y ， 2的函数关系只依赖： F 刚体表面的 
儿何性质，与刚体的运动 无关. 因此，对于给定形状的刚体，势函数％，# 2 ,…，％ 
一旦被汁算出来，其结果就一直成立. 

如果屮=1 ， W = 0, i = 2, 3, 4, 5, 6,则速度势 p =力， 这时力 是刚体以单 

位速度在: r 轴方向上平动时的流体扰动速度势. 
类似地 ，以和 ％是刚体以单位速度分别在2/ 
轴和 2 轴方向上平动时的流体扰动速度势，而 
以，外和外是刚体以单位角速度分别绕工轴， 
y 轴和 z 轴转动时的流体扰动速度势. 

公式 (14.2) 给出速度势^对时间的依赖关 
系.在运动坐标系中，流体的速度势对时间 f 的 



图 74 . 表而 E 相对于平面: rs / 对称 


依赖关系仅仅通过刚体的速度矢 i 4 t / o 和瞬时 
角速度矢 a n 的分撤表现出来. 


平面对称刚体的势函在刚体相对于平面 zy 对称时不难宥出，对于刚体表面上相 
数 …的性质 对于平面: ry 对称的点尸和尸，成立以下关系式（图 74): 


( d J £±\ = (^£ i ] 

\ dn Jp \ On ) p , y 
\ dn Jp \ dn ) p , 


i = 1，2, 6， 

， A : = 3, 4, 5. 


由此可知，在位于流体内部的平面: / 上成立等式 


dtf i = d^p 2 = dip 6 = 
dz ~ dz ^ dz ~ 


= ^4 = V ?5 = 0 - 


在相对于平面 a : y 对称的点 Q 和 Q ' (见本章§ 12), 我们有 

= A(Q’)，i = 1 ， 2, 6 ， 
' PkiQ ) = - pfc ( Q ’)， fc = 3, 4, 5. 


(14.5) 


(14.6) 


旋转体的势函数 & 对于绕: r 轴的旋转体（图75)，势函数力 显然与角0 无关 
的性质 (6 是平面％上的极角)，这时只有3个互不相同的势函数&， 

内，％ 是重要的.其实， 因为绕 x 轴的转动无关紧要，所以 
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图 75. 坐标轴在旋转体中的方位 


-0； 根据对称性.势函数外和外可以通过外和々表不出来，相应公式为 

2/， 2) = ^^(无， 2 , -y)y 

#6(1，V，之)= P5(z， 2 , -y). 

这些公式在圆柱坐标系中具有以下 形式： 

外(工’ C 沒)= ip 2 (x t r， 0 一 吾)， 

外 (A r ，0) = ( f 5 ( x , r t y ), 

式中 r 是平面％上的极半径. 

现在确定势函数 朽和内 对极角6的依赖 关系. 势函数 内和外 对应刚体以 
申位 速度分别在2/轴和2轴方向上的平动.如果刚体以单位速度在垂直于 z 轴并且 
与 V 轴之问的夹角为 t? 的方向上进行平动，则有 


咖， r ， 沒 ) = V? 2 (x ， r ， 0 ）= cosOtp 2 (x ， r ， 0) + sin^ip^x, r, 0), 

所以 

V ? 2 ( a :， r ， 汐 一 i ?) = cos 〜 2 ( x ， r ， 没 )+ ain 〜 2 ( aj ， r , 0 - - j ). 
令沒 = 0,把角 0 替换为 -0， 再注意到 


^(:， r ， 一7) =0 ， 

得 

ip 2 (x, r, $) = ip 2 (x t r, O)co60 ， 
<f 3 (x ， r t 0) = y? 2 (x, r, 0) sin 0. 

用类似方法容易得到公式 


# 5 (a:, r, 9) = (p 5 r, |)sin0 ， 

V>6(: ， r ，汐) = -&卜 r ，吾 ) COS ❼. 


(14.7) 


闶此，旋转体任意运动的速度势^可以表示为 

9 = _， 咖 1 切 2 (:，”， 0)(f/ 2 cos^ + c/ 3 sin^) + ^ 5 (x, r, sm0 - Q 3 co8 0). 
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§15. 刚体在流体中运动时流体的动能、动量和动 量矩. 附加质量理论 
基础 

前而已经证明，均匀不可托缩流体的任何势流都可 以看做 原先处于静止状态的 
流体突然受到碰撞的结果，并且速度势与压强冲 M 之间的关系为 

Pt = 一 w ， 

式中 p 是流体的密度（所冇流体微元的密度 p 都相同并且保持不变). 

在根据速度势 々( X ， y ， Z ) 在区域边界 E 上的值求单值调和函数 p 的狄利克雷 
问题中，如果边界 E 延伸到无穷远，并且在无穷远处 p = 0,则该问题具有唯一解. 

我们将通过刚体表面对流体的枨强冲》 p , 来定义 X 界流体 
命=£=能、动的动能&动址矢里 • Q 和动 W 矩矢 ffi A：， 这 M 也可以通 

过 W 来定义.利用（14.4)，相应公式具有以下形式 1〗 ： 


2 E = p J d (7 = p J tpUn da = - J p t U n da , 

E E E 

Q = - y p t nda = P J < pnd(T = p J da , 


(15.1) 


(15.2) 


K ^ - J(r x n)p t da = p J(r x n)tpda ^ p J (15.3) 

K E £ 

式中 n 是 E 的筚位法向矢 E, 它指向流体所在区域切的外部，而 r 是 E 上的点相 
对于用来计算动 M 矩的点 O 的径矢.矢 M Q 和 A： 分別等于表面为 E 的刚体从外 
部对流体的作用力的总冲该和对点 O 的总冲量矩. 

W 为 • n + • (r* x n)， 式中仏是与刚体固连在一起的运动的点0的速 
度， C7 0 = + 朽 + U 3 k , n = C/ 4 i + i/ 5 i + U G k ， 所以从公式(15.1)， (15.2), (15.3) 

和 (14.2) 可知 

6 

2 E = Q U 0 ^K U = Y , (15.4) 

I , *=i 

式中的分 B % (A: = 1，2, 3) 和 K k . 3 (k = 4, 5, 6) 满足公式 


并且 


Qk = Yl Kks = Y, 

i-l «=1 

Kk = P J '^Pi^-da. 


(15.5) 


> 下一节将证明，这些量与有限系统动力学中的相应录具有同样的用处. 




刚体在流体中运动时流体的动能、动量和动置矩.附加质 fi 理论基础 



刚体的动能、动量和在刚体运动理论中可以引入刚体的动能 说、 动量 Qq 和动童 
动董矩 矩 Ko , 它们之间的关系类似于 (15.4), 


2 E (J — Qo 


• 0 n = [ 


Qok = J2m ik U\ A: =1,2, 3 ， 

t=i 

^oa.-3 = A: = 4, 5, 6. 

i=l 

系数矩阵 ( rn lk ) 表征刚体的惯性.在一般情况下， 气坐 标系原点位于刚体的某个任 
意的点 O 时，矩阵 ( m ik ) 具有以下专门 形式： 


mz' 
:* 0 


-my 


my’ 
〖• J x 


(15.6) 


0 -mz* my* J x -D z -D v 

mz* 0 -mx* -D t J y _D X 

\-rny m mx m 0 -D y -D x J z ) 

式中 m 是刚体的质 M，a:' j /•，/是刚体质心的坐标，人，八，人是刚体对坐标轴 
的转动惯 M， /^，IV D z 是惯性积，例如 


Jx = J (y 2 + 2 2 )dm, D x = j yzdm. 


附加质 II 系数及其性矩阵 (15.6) 是对称的，由 (15.5) 组成的率哼 ( X lk ) 也是对称 
质 W , W 为只要对调和函数八 和〜 应用楱#公式 (12.12)* h 

^虑到这两个函数在无穷远处像 1/ r 2 那样趋于零，即可得到 

K k -Xki = pJ (A 舍 - … 替 ) d<7 = 0. 


系统（刚体和流体）的总动能可以表示为 


1 6 

^ + E 0 = - + 


(15.7) 


M A , fc 称为附加质量 系数. 附加质 M 矩阵 ( A lfc ) 表征流体的惯性，这种性质比刚体的 
惯性更加复杂.与矩阵 （15.6) 相比，矩阵 ( X ik ) 具有更一般的形式. 

显然，在刚体的甲淳坐标系中，量(见 (15.5)) 与时间无关，它们只依赖于固 
连坐标系的选取和刚&‘面 S 的几何性质.对称矩阵 ( X ik ) 的独立非零元素的数目 
在一般情况下等于21，而对称矩阵 ( m lk ) (15.6) 一般只有10个独立的非零元素.在 
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进行坐标变换时，利用公式 (15.4) 以及矢量 LT 和 Q 的分量的变换公式容易得到矩 
阵 （ A lfr ) 的元素的变换 公式. 例如，当坐标轴的方向和点 ◦ 在刚体中的位置发生变 
化时,我们有 


^ = t/ 0 + n x (r 0 - 


ir = a 


不难看出，系数 A 22 , A 33 , A 12 , A 13 和 A 23 只与坐标轴的方向有关，而其余系数 
既与坐标轴的方向有关，也与点 O 在刚体中的位置有关（换 N 之，与矢读 r 0| - r 0 的 
分 M 有关) . 

当刚体平动时，刚体的动量 Qo = mUo 的方向与运动速度方 
[ S ]- 致，而舰 m 与运动方向无关 • 

” 流体的动撤一般不于行 f 刚体的平动速度.附加质 ffl •系 

数 ( i ， A : = 1，2, 3) 组成对称的二阶张 fit 0 fia#S 3个相互垂直的主方向，当刚 
体在这些方向 i ： 平动时，流体的动 fif 疗 f 刚体的平动速度，而在其他情况下根本 
没有这样的平行关系.如果笛卡儿坐&‘&向主方向，则 A 12 = *\ 13 = A 23 == 0, 并巨 
一般有 


入 11 /入22 〆 久33 #入 11. 


(15.8) 


因此,附加质 M 系数与刚体的平动方向有关. 

如果点 O 位于刚体的质心， X - = 2/- = z - = 0,则矩阵 (15.6) 变得非常简单 .W 
此，刚体的质心具有特别的动力学意义. 

设坐标轴指向主方向.因为矢 fi ib .- b 的3个分 ft 决定点的位 St , 所以 
不难检验，可以这样选取这3个分 fi , 使得 


入 15 =久24， Aie = >34， ^26 = ^35- 


(15.9) 


满足这些等式的点称为中心点. 

如果坐标轴指向主方向系原点（动量矩等量是对坐标系原点定义的）位于 
中心点，则根据 （15.8) 和（15.9)，对称矩阵 (\ ik ) 只有15个独立元素. 

如果刚体表面5：具有某种对称性，则部分附加质 ft 系数 
轩零.其实，设細 s 具有-个对_，我们认为这个对 
称面是平面 : ry (阁74)，则可以写出 


=+者 


Ei-t-Ea 


式中5^和5： 2 是组成 E 的相互对称的部分.根据关系式 （14.5) 和（14.6)，在表面5： 
的对称点显然有 


(屬 


(巉: 


2，6， A : = 3, 4, 5, 


刚体在流体中运动时流体的动能、动置和动 霣矩. 附加质置理论基础 


所以 


Xik — Afct = 0, i = l , 2, 6, A : = 3, 4, 5. 


如果表面 E 相对于平面 a 对称，则 
Kk = Xki =0， i =: 


，3，5， k = 2 y 4, 6. 


如果表面 E 相对于平面 X 2 /和 u 对称，则只有以下附加质 tf ： 系数不 为零： 

入11，久22，久33，^44> A55 , 久 66 ，久 26 ，入35- 

对于具有3个对称面 X 2/， ^和的表面 E ， 例如椭球面，在该坐标系中只有 
以下6个附加质量系数不 为零： 

All ， A22 , \*?3，^44, ^55» 入 66. 

旋转体的附加质量系设刚体表面 E 是绕 X 轴的旋转曲面，我们从对称性额外得到 
数和中心点 A 22 = A 33 , A55 = A 66, A44 = 0. 因为刚体绕 2 ：轴的转动对流 

体没有影响， 所以以 = 0. 此外， a 26 = _ a 35 , W 为当刚体绕 
^轴转动时，流体动 M 在2/轴的投影为％ = a 26 h 3 , 而当刚体以同样的角速度绕 2 / 
轴转动时，流体动 ft 在 Z 轴的投影为= A 35 n 2 , 并且％ = -Q z . 

w 此，当上述旋转体在流体中运动时，流体的动挝和动 a 矩的相应分贵是 


Qx = XnU\ Q y = X22U 2 + A 26 n 3 , Q, = X22U 3 - A 20 a 2 , 
K x = 0 ， K y = -A 26 J / 3 + A 55 n 2 , K z = X 26 u 2 + A 55 n 3 , 


(15.10) 


rtf 流体的动能满足 


2E = An^ 1 ) 2 + A M [(t/ 2 ) 2 + (U 3 ) 2 ] + A 55 [(n 2 ) 2 + (H 3 ) 2 ] + 2A 26 (tt 3 C/ 2 - Q 2 U 3 ). 
如果坐标系原点沿 o : 轴移动《，则新原点的速度具有以下分董： 

U ，x = U\ IT 2 = U 2 + Q 3 ^ u ,3 = u 3 - 
根据 （15.4)， 新坐标系和旧坐标系中的附加质量系数满足关系式 

^11 = 久 11 ， ^22 = ^ 22 ' 乂 5 = A55 + 入 22《 2 — 2A 26 C » 入 ^6 = 入26 — ^22 


中心点显然位于 z 轴，其坐标 r 为 


r •一 入26 
入22 


便于计算的流体对于任何形状的刚体在不可压缩理想流体中的任意运动，我 
动量公式 们现在建立流体动量 Q 的以下 公式： 


Q = —pVU m — ATvpc, 


( 15 . 11 ) 




式中 
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-= i / 


l/dr, 


U 是刚体任意一点的运动速度， K 是刚体的体积 , + 其中 Cl ， c 2 , c 3 

是流体速度势 P 在无穷远点邻域中的展开式 (12.20) 中的一次齐次多项式的系数. 
根据公式（15.2)，我们有 


Q = P J >pnd(T = P J 

5 ： E 


(15.12) 


式中 r = xi + yj + zk . 引人球心位于刚体某点 O 并且把刚体表面5：包围在内的球 
而匕，然后对 E 和之间的流体有限区域和函数 a r 应用格林第二公式.因为 p 
和 r 在5：和^之间的区域中是调和函数，所以结果是 


/ (^" r S d#7 = a 




乂因为在 E 上成立条件 d ^ p/dn = U n , 所以根据 （15.12) 有 


Q = pJrU n da-pJ 卜芸 - r 砮 ) da . 


(15.13) 


速度矢 .E U 是对表面 S 以内的刚体的点定义的.利用奥一岛定理，得 

/ 咐冰 =_ / (警 + 癸 + 誓) dT = — / " dT = — W . ( 15 . 14 ) 

2 ： V V 

令球面^趋于无穷大.在计算 (15.13) 中对球面 Ex 的积分时可以使用速度势的展 
开式（12.20)，这时只有 （cp + qy + c 3 z)/R 3 这一项是垔要的，因为在 C f M = 0的 
条件下， K : 余各项在无穷远处像 1/ R 3 那样趋于零.我们指出，在球面^上 


所以 


C-R Cn dip dip 2Cn 

/ (^- r ^) da = 3 /^ l = 3 / rc " d ^ 


式中 S 是与 E : 同心的单位球面.利用奥一高公式， 


rcy t da s 




^(rc,) , ^(rca)] f 4tt 


cdT = —c, 


所以 


/ (^~ r S) da = 47rC - 


( 15 . 15 ) 




. 无界理想流体对位于其中的运动刚体的作用力 


只要把 if 算结果 （15.14) 和 (15.15) 代入（15.13)，即可得到公式 （15.11). 

如果知道速度势，一般就容易计算矢量 c , 并进一步用公式 （15.11) 计算 Q . 利 
用公式 (15.11) 计算附加质量系数也很方便，用这种方法可以计算 i < 4 而 A : 取任意 
值或 fc < 4而 i 取任意值时的所有系数 

例如，我们在前面已经详细研究了半径为 a 的圆球在流体中的运动，相应速度 
势的形式为 W 即 Cl = - a 3 £/ V2 , ^ = c 3 = 0. 圆球是完全对称的，所 

以 

Q = Q\i = 


根据 （15.11) 有 


所以圆球的附加质 H 等于 


㈣ 〜， 


A U =A 22 =A33=^ = ^ 


式中 V 是圆球的体积.这与前面直接得到的结果一致.其余系数 Aa = 0. 

为了得到附加质0系数 （15.5), 我们既可以用理论方法计算,也可以用实验方法 
测欺.如前所述，对于具有专门形状的物体，某些系数 “ = 0. 


§16. 无界理想流体对位于其中的运动刚体的作用力 

有一些问题与物体在流体中的运动有关，这时必须研究流体的运动并考虑流体 
与物体之间的相互作用力. 

在解决刚体在无界不可压缩理想流体中的运动问题时，可以 

研究刚体在流体中的采闲以下两种方法 
运动问题的两种方法木历以卜网柙力故. 

1 . 把刚体和流体当做具有6个 f ] 由度的统一的力学系 
统，其动能由公式 (15.7) 给出，其中 W ( A : = 1，2,…， 6) 是广义速度，它们等于刚 
体的平动速度矢量和角速度矢 fl 在运动坐标轴上的投影.利用系统动能公式和刚体 
所受外力（假设类似的外力对流体不起作用）对系统（刚体和流体）的元功的相关结 
果，可以写出第二类拉格朗 R 方程，并利用这些方程提出并求解各种问题.这时得到 
的方程类似于 ft 由刚体的运动方程，但具有更一般的形式，因为系统（刚体和流体) 
的惯性由矩阵 

( m »fc + Kk ) 

给出，它比自由刚体的相应矩阵 ( m ik ) 具有更一般的本质. 

如果先写出系统（刚体和流体）整体的运动方程，再单独写出刚体的运动方程， 
则通过对比容易得到流体对刚体的合力与合力矩. 
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2 . 可以从一幵始就直接研究刚体的运动方程，这时必须用公式 



(16-1) 


给出流体对刚体的合力 A 与合 力矩為 • 在公式（1 6 .1)中，力矩為是对刚体中与 
刚体固连并一起运动的任意一点 o 计算的，而单位法向矢 M n 和径矢 r 的定义方 
法与公式 (15.2), (15.3) 中的用法相同.在实际应用中，可以选取刚体的质心、中心点 
或其他某一点当做点 O . 只要知道物体表面的压强分布，就可以计算出积分 (16.1). 

这种研究方法还适用于流体除边界 E 外还有其他边界的情况，以及流动不淨的 
情况.绝妙的是，如果不可压缩流体充满刚体表面 S 以外的全部空间，则在有 
势的情况下，对于具有仟何给定形状的刚体，都珂以利用柯两一拉格朗 H 积分把积 
分 (16.1) 通过上述矢 M 认和 n 的 分燉及 其对时间的导数表示出来. 

为了把无界流体看做 

力学系统而 i 乍出的虽假设，就容易写出相应公式 • 这些假设的 ir •确件•将在后文中 

不严格但正确的两个得到证明. 

假设 A . 无界流体可以视为-个力学系统，其总动贵 Q 和总 

动思:矩 A ： 由前一节中的公式 （15.2) 和 （15.3) 定义 • 

B . 如果 X 界流休在无穷远处静止，则所有作用在流体上的外力和外力矩根据条 
件等于矢 M - A 和 - A ， 见 (16.1). 可以把速度势 p 和 grad ^ 在无穷远处等于零 
的条件当做附加的外部约朿.一般而言，这样的约束可能导致外部反力，不过在这里 


其实并不存在这样的外部反力（见 M 3 页). 


在计算无界流体的动 
量和动量矩时遇到的 
困难 


这些假设非常敢要.例如，由积分/ pvdr 定义的动 ffl 对无界 

流体一般没有意义，因为在 （12.20$ 中的 M = 0时，被积函数 
在无穷远处的量级为 1/ H 3 , 从而使该积分仅仅条件收敛.其 


实，考虑极限关系式 



式中氣是刚体表面5：与曲面之间的有限 K 域，并且 Sn 的所冇的点在极限过 
程中都趋于无穷远.该极限可能根本就不存在，这取决于序列的 性质； 即使极限 

存在，它也与曲面的形状有关.对于由积分 J(rx vp ) dr 定义的流体动量矩矢 

量，在 氣—货 时情况更糟，因为该积分根本不敛. 

在采用方法1进行研究时，必须处理的量唯流体动能而已，这时不存在相关积 
分的收敛性难题.然而,这时仍然需要证明，在 v^c = 0和 ( grad v? ) oo = 0 的条件下没 


有能量流从无穷远处进入流体. 



无界理想流体对位于其中的运动刚体的作用力 


流体对刚体的作用力根据假设 A 和 B 可以写出 

和力矩的-般公式 ^ = ^ = (16.2) 

式中的导数 dQ/d< 和 cYQ / dt 分别是矢 tt Q 在惯性坐标系和刚体的固连坐标系中 
的变化率.公式 (16.2) 给出流体对刚体的合力， W 为根据 (15.2), 矢量 Q 可以通过 
和0表示出来，相应公式为 


Q = p j 砂 ’ 尝 1 dfT 


E 入 .W ， 


(16.3) 


( ^?： 2 ；3 6 


式中是运动坐标系的基矢量 （e 1 =< e 2 = j, c 3 = k ). 

为了得到刚体所受力矩的方程，我们注意到力矩中心（点 O) 是运动的点.引人 
静止点，设 r 足从点 A 到点 O 的径矢，和 ft： 分别是流体对点 A 和 O 的 
动檄矩. M 然， A ：, 和满足关系式 


K t ^ K + rxQ 


(16.4) 


再用，和扁，表示流休对刚休的合力对点 A 和 O 的力矩.显然，与 (16.4) -起 
还成立等式 

uT, = ^r ( , r x A = - r x (16.5) 


(16.7) 


利用 (10.4) 对以把对静止点 （ A 的流体动 ffi 矩方程写为 

^ ^ « x K + t / 0 x Q + r x (16.6) 

cU at (it 

这里使用 r 显然成立的等式％ = dr /出. 从 （16.6) 和 (16.5) 可 得鏺终 结果. • 

一 = ^+ nxAT - ft / 0 xQ . (16.7) 

dt 

这个公式给出流体对刚休的力矩矢 fl uTo 的所求表达式，其中 Q 可以表示为（16.3)， 
K 根据 (15.3) 可以表示为 

K = pj 从令扣' 二 

E ' V = l ,2,3 6 

公式 （16.2) 和 （16.7) 表明，求合力的问题归结为计算附加质量系数 A , fc . 系数 A lfc: 和 
所有的力都正比于流体密度 

为了论述假设八和 B 的合理性，现在证明公式（1 6 .2)和 (16.6), 
对所提假设的证月其中 A 和為由公式 （16.1) 定义， Q 和 K 由 （15.2) 和 （15.3) 

定义（力矩和动量矩都是对同一个静止点 O , 计算的).为此，我们从无界区域切中 
选取有限的物质体氣，其表面分别为运动曲面 S 和 S n . 应用动量定理和动量矩定 



第八章流体力学 


理，有 


A + =去 p/grad v? dr = ^ pj + ^ p /… 

队 E En 


(16,8) 


I P x grad (^) dr = pJ V?( r i x n)dcr+ 基 pj x n)dcr. 


根据静止坐标系中的柯西一拉格朗 R 积分 


dip pv 2 

P = Po ' P ^-~ 


可以写出 


p J^ nd(T 


^J-2 


^z n ^pj ^( r i xn ) d ^ + P^ y(r,x n)d«T, 

En i：n 

因为在 上对常 M p Q 的积分等于零.此外， 

l^nda = j .； m£f 卜 W - j — a ) 

En J：n 7 

= p|^nda + jim 试 J — - j^nda) 

£n X E ； En 7 


(16.9) 


p /^ ndcT + i ! So £ / gra 〜 dT 


=P /^ nd<T + ^ j V1 


式中△乳是 E '„ 与 E n 之间的 K 域，并且对体微元 dT •有 dr = Vndadt . 用类似方 
法得到公式 

去 P xn)d(7 = pJ^{r l xn)d(T + pJ x w)v n da. 

En S n En 

根据这些结果以及 Q 和 & 的定义（15.2)， (15.3), 我们把方程 (16.8) 写为以 T 形式: 


- 十 pj (vv n - ynj da, 


dK x 

~dT 


P J [( r i x v )^n - (r l xn)y da. 


(16.10) 


在这些公式中，曲面积分的结果与积分域 5： n 无关，所以与物质体氣的选取方式无 
关.这是因为，公式中的其余各项与匕无关.根据速度势的渐近展开式 (12.20) 显然 


无界理想流体对位于其中的运动刚体的作用力 


可知，如果 M # 0,则当^的点趋于无穷远时， （16.10) 中的被积函数分别具有 S 级 
1 / r * 4 和 1/ r * 3 . 因此，这些积分对于任何趋于无穷远的曲面都精确地等于零. 

如果把渐近公式 (12.20) 直接代人 (16.10) 中的被积函数，然后对物质面 S 7l 以 
外区域应用奥一高公式，同时要求速度势在该区域中是正则的，则用常规推导方法 
也可以证明这些积分等于零. 

综上所述，我们了方程 （16.2) 和 (16.6) 的正确性.因此，由等式 （15.2) 和 
(15.3) 定义的有限矢 k 和 A ： 可以视为无界流体的动 M 和动 M 矩.我们同时也证 
明了， sbi ： 在羌4远处静止的条件•与•在•无•穷•远•处引入非零的反力或能量流的做法是 
无关的. 


流体对旋转体的作用 
力 


对于在流体中运动的旋转体，根据方程 (16.2), (16.7) 和公式 
(15.10) 容易得到流体对旋转体的作用力 A 和力矩_在运 
动坐标轴上的投影 


A t = - 


A v =- 




dU ^_ 

dt 

dU 2 

liT 

dU 3 


- X 22 ( n 2 u 3 - Q 3 u 2 ) + A 26 [( n 2 ) 2 + ( n 3 ) 2 ], 

一 Az6 ^r ' A n f/ln：1 + - A^n 1 ^ 2 . 

-A 26 ^ + X n U l Q 2 - A 22 " 2 lV - X 26 n l Q 3 , 


(16.11) 


x an 2 , du 3 

- As 5_ 5 T + A26 I 

+ a 26 ({/ 2 « 1 - t/'n 2 ) + A 55 Q l a 3 -f (a 22 - 

x dn 3 x du 2 

一 55 "dT ~ 26 "dT 

+ A 26 ( c / 3 n 1 - u l n 3 )- - (a 22 - x n ) u l u 2 . 


(16.12) 


这些公式把流体对旋转体的作用力和力矩通过力矩中心的速度和旋转体的角速度这 
两个矢 M 在运动坐标轴 L : 的投影显式地表达出来，并且力矩中心位 T : r 轴上，而 I 
轴就是旋转休的对称轴.如果力矩中心与中心点重合，则在 （16.11) 和 (16.12) 中必 
须令 A 26 = 0. 例如，对于平面 xOy 上的常速平动，若速度 f / 与: r 轴之间的夹角为 
o ( a 是漂移角)，则有 


Q 1 = Q 2 = ^ = 0, 

U l =U cos a . U 2 = U sin a , U 3 - 0, 

A x = Ay = A z = 0, 

= My = 0, = - y ( A 22 - A n ) f / 2 sin 2 a . 
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在实际运动中，流体对刚体的作用力并不等于上述理论所给出的邱 f 、 流体在受 
到扰动成的连续有势运动的结果.导致二者不同的主要因素包括黏性摩擦力，在 
流体速度场内部出现间断，气体可压缩性的影响，以及存在其他一些物体的 边界不 
过，尽管存在这些额外的影响，上述理论及其主要思路仍然具有重要意义.这种理论 
是更精确的后续理论的基础，在许多实际问题中也有直接的应用. 

对于任何形状的刚体的常速平动，从方程 （16.2) 和 （16.6) Mmm 
达朗贝尔佯谬 -- 

A =^ 0 , (16.13) 
= - U 0 x Q (16.14) 

等式 （16.13) 就是势流的达朗贝尔 佯谬： 如果刚体在不可压缩理想流体中常速平动， 
流体的运动是连续和有势的，并且流体在无穷远处静止，则流体对刚体的合力为 
零•在-般情况下，在不可压缩理想流体中常速平动的刚体'單•郅力偶矩 
为 (16.14). 如果 Q 平行于 C /。， 即如果刚体向运动的 3 个 ±士尚；£ H 则力偶 
矩为孓 

我们强调，这里讨论的达朗贝尔作谬只针对势流，尽筲该作谬在流动无势的 K 他 
许多悄况下也成立（还参见§8和 §10). 其实， 在定常流动中，如果能够考虑流休的 
动 W ， 即如果流体具冇有限的动 M ， 则该动 M 与时间无关，它对时间的导数为芩.此 
导数等于刚休对流休的作用力 1 >，所以在一般悄况下成立 

"^ = ^ = °- 

ih 此可知，在无界流体的定常流动中，流体对位于其内部的刚体的作用力仅在定义 
流体动 S (诸流体微元的动 M 之和）的积分发散时才可能不等于零.敁然，这个结论 
并非仅对理想流体才 成立； 它对一般情况下•何运动和任何流体乃至任何介质都 
成立，只要所研究的物体在介质内部匀速运动，而介质相对于物体的运动是定常的. 

另一方面，我们知道.无论在哪种介质中，大致匀速运动的物体所受到的阻力其 
实都不等于零.无论充满物体之外全部空间的无界流体是黏性流体还是理想流体， 
只要•存在阻力，则流体的所有运动状态（包括有激波的情况）所对应的相对速度场甚 
至绝对速度场都 A 有无穷大的动量. 

然而，在流体动 ffl 无穷大时不一定都存在阻力.例如，在前面研究过的理想流体 
受到扰动后形成的势流中，相对于引起扰动的物体而言，流休在无穷远处的速度是 
常馒，流体具有无穷大的动虽， 但这 时没有阻力. 

'' 在阻力冇限的情况下，动 M : 之所以会在流体的绝对运动中积累并达到无穷大，是 
闪为相应定常运动只能是一系列在理论上持续无穷长时间的非定常运动的极限. 


»如采无穷远条件在引人外力时不起作用，则 M a 等于流体对刚体的作用力.我们将在以后研 
究黏性流体绕圆球流动的问题，在相应解中出现的外力就是由无穷远条件引起的. 
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存在质量力时的流体在理想流体的有势运动中，如果存在质£!力，在柯西 一拉格 
力学作用力 朗日积分中就会出现流体静力学压强，它可以通过质量力势 

表示出来.由于这个以及其他一些原因，质量力在许多重要 
情况下对速度场有影响.例如，利用包含质最力项的柯西一拉格朗 H 积分可以表述自 
由面上的边界条件. 

W 此，如果理想流体在車:力场中的连续有势运动是 W 为受到在水平方向上常速 
平动的刚体的扰动而形成的，例如在&由面上运动的刚体（船）或在 ft 由面以下不远 
处在流体内部运动的刚体（潜艇）的情形，则达朗贝尔佯谬不成立.这时会产生波阻 
和升力，而表不流体动》的积分在定常流动的情况下并不收敛. 

当潜艇在深水中航行时，水面的存在对潜艇附近速度场的影 
响微乎其微:.这时，阻力既与黏性摩擦力有关，也与在水流中 
用^ ^ 形成的涡旋有关， rtf 这些 W 索在低速航行时都是由水的黏性 

造成的.在理想流体的范围内，如果可以认为自由面的影响 
很小，就可以认为物体附近的速度势同无界流体情况下的速度势一样.所以，当潜艇 
在水下以平动方式匀速航行时，只要把得自柯《—拉格朗 H 积分的压强表达式代人 
公式（16.1)，我们就得到，导致力 A 不为零的原 W 只能是流体静力学 m 强，这个力精 
确地等于阿基米德力（见 §8). 相应力矩^等于按照流体静力学方法 i | •算的阿基米 
德力的力矩与按照公式 (16.14) 计算的动力学力矩之和. 

如果运动不是匀速的，则为了在所研究的情况下计算合力 A 与合力矩 uT ， 需要 
在公式 （16.2) 和 （16.6) 的右侧补充阿基米德力及其力矩.对于旋转体，可以使用公 
式 （16.11) 和 (16.12), 并补充阿基米德力的相关结果. 

根据伽利略一牛顿原理，在一个系统的每一点都加上一个常 
' 速度并不影响压强分布和作用力.物体在流体中运动的问题 

可以替换为与之等价的静止物体绕流问题,相应来流速度与物体运动速度大小相同， 
方向反. 

现在，我们在不可压缩流体的范围内考虑完全静止的物体在来流不断加速时的 
相对绕流问题.在涉及物体在流体中运动的许多应用中，在远离物体的地方，流动状 
态是由在力学上与该物体无关的-•些外部因素决定的.例如，飞艇在风向不定的气 
象条件下飞行，船只在流动水域中航行，相对较小的物体在复杂的非定常水流中运 
动，等等. 

在关系到不可扭缩流体势流的问题中，不论物体表面和无穷远处的边界条件如 
何，速度势都是调和函数.设流体在无穷远处具有非零的有限速度，并且该速度随时 
间变化，即流体在远离物体的地方处于不断变化的运动状态.我们用 i / trans ( o 表尔 
来流速度在一个“静止”坐标系中对时间的依赖关系，并选取以速度 L / tmns ⑷平动 
的运动坐标系 7 T 为参考系. 
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假设有一个任意运动的物体，物体各点的速度随时间变化.我们用％表示物 
体各点在上述“静止”坐标系中的速度，并且在确定队时考虑物体的 转动. 我们来 
研究该物体相对于非惯性坐标系 V 运动的问题.在坐标系 7 T 中，物体各点的相对速 
度为 


"二队-以加加⑴. （瓜15) 

容易看出，无界不可压缩流体相对于坐标系 7 T 的受扰运动问题就是我们已经在前面 
详细研究过的问题.因此，由公式 (16.15) 给出的速度分布 C 7 所对应的速度势与前 
面给出的绝对速度所对应的速度势完全相同. 

非惯性参考系中的相对运动问题与惯性参考系中的相应问题的区别仅仅在于， 
前者的运动方程包含类似于重力的惯性质 ft 力，这些惯性力导致在柯西一拉格朗曰 
积分中出现与“流体静力学”压强有关的一项.从 (16.1) 显然可以看出，合力与合力 
矩的相应 K 別在于，利用相对速度 "(16.15) 计算出来的合力与合力矩含有惯性力 
所对应的“流体静力学”压强的相关项.在计算这些力时需要注意，相对于‘‘静止的” 
惯性坐标系计算的导数- df / tnini ( / cU 现在起着重力加速度 g 的作用.例如，如果一 
个物体在流向不定的理想流体中处于静止状态，则流体对它的作用力是阿基米德力 
式中 V 是物体的体积.这个力并不指向流动方向，而是指向其加速度 
方向. K 然，这个力可能与流动方向相反. 然而， 应当注意，这时我们所考虑的是不可 
压缩理想流体的连续运动，在来流加速度为零时成立达朗贝尔佯谬. 

在研究加速运动的来流对物体的作用力时，如果采用非惯性坐标系，就会出现惯 
性力，由此导致的“阿基米德力”使流体对物体的作用力有别于采用惯性坐标系的结 
果.在一般情况下，上述结论对其他一些流动状态和其他一些介质仍然成立，只要决 
定来流的那些条件具有运动学特性并且不依赖于运动方程中的质量力的任何变化. 


§17. 气体中的小扰动 


在§ 11中已经证明，对于静止气体受小扰动后的正压运动，速度势 p ( a :， 2 /， G 
的计算问题归结为求解波动方程 


Atp =： 


I d 2 (p 


(17.1) 


在研究具体问题时，必须使波动方程的解满足相应的附加 条件: 边界条件、初始条件 


或其他一些条件. 

波动方程的平面波解 


首先考虑气体的平面波运动，这时速度势^只依赖于1个坐 
标工和时间波动方程的形式简化为 


d 2 ip _ 1 d 2 if 
dx 1 ^ a，l dt 2 


(1*7.2) 


容易看出，此方程的通解为 


(17.3) 


V>(x, t) = fi(x-a 0 t) + f 2 (x -f a 0 t) = /〆 《） + f 2 (V )， 


式中 A ⑹和 / 2 ⑹是其自变量 

^ = x — a 0 t } rj = x a 0 t 

的仟意的 2 次可微函数.其实，对 （17.3) 进行微分运算，有 


0 = /r(o 十 胸， 


d 2 ip 

~di? 


ag[/r ⑹ + 月 '⑽. 


由此直接可以看出，对于任何函数 A 和/ 2 , (17.3) 都满足方程 (17.2). 在解决具体问 
题时，必须利用一咚附加条件来确定函数 

<Pix.l)=JA£) 

/ [和 / 2 的形式. ，=0 ,>0 

/_、_现在证明方程 （17.2) 的解的某些基 A A 


行波 


本性质.首先考虑情况 
咖 ，0 = /,(x-a 0 t) = 


任意时刻的扰动 


并假设扰动速度势 p 在时刻《 = 0的图像一^ --^ 

如阁76中的虚线所示，即函数 a ( o 这时 r - _0 ~ w -^ 

仅在从0到 X 0 =心的 K 间上不等于零. 

在此后的任何时刻 《(> 0)，速度势 ¥>0r，《) * 

仅在0彡 ; r 一 彡: e 。 即 a 0 ^ x < x 0 + a Q t 时不等于零（图76中的实线表示 p(x， 0 
在 < > 0时的阁像).可以蒋出，扰动区域沿: r 轴向右移动了距离 x = a() i. 显然，扰动 
形状在空间中保持不变，这是方程 (17.2) 的小扰动平面波解的•一个重要特性.这种 
受扰运动就是向右作播 Wf 孪 M 彳;(见阁％).初始扰动沿 x 轴的传播速度 
等于 a Q = y /( dpfd ^ 状态下的“声速”.由此直接可以看出，波 

速％ K 实就是微小扰动的传播速度.之所以把 a Q 称为“声速”，是因为声波振动可 
以石做 液体、气体以及一般的可变形介质中的微弱机械扰动. 

类似地，解 

咖 t) = f 2 (rj) 

是以声速％向左传播的行波， Ifti 这两种解之和 


咖 ， 0 = /l(《）+ /2 (”） 


是以声速 ％ 沿 a: 轴分别向右和向左传播的行波八⑹和 f 2 (v) 的叠加（阁 77) .在 
一般情况下，如果 A&) 和 f 2 { v ) 分别仅在有限区间和 0<77 <叫 上不 
等于零，则初始扰动将在有限的时间 t x = x 0 /a 0 内逐渐分解为向不同方向传播的两 
个单独的行波.如果初始时刻的静止介质所占区域在 z 轴的左、右两则都延伸到无 
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(b) 

阁 77. (a) 初始 扰动； （ b) 以波速 a Q 分别向心和向左传播的两个行波 


穷远，则在有限 K 域中给定的扰动从某一时刻起将分解为向不同方向传播的两个行 
波，并且这种效应将一直持续到《 = 0C . 如果在 Z 轴上有边界点（平面壁面、自由面 
等)，则行波在接近边界时将与之发生相互作用，从而可能形成从边界向介质内部传 
播的“反射波”. 

汲动万的球曲賴度势^只依赖于 r = ^- 2+ ^2 + 2 2和时间 t 在球面波扰动 
的情况下，波动方程的形式为 

a 2 ㈣ 1 a 2 ㈣ 


因为在 w = p(r ， 0时 △# == 波动方程的球面波通解为 

r ov z 

tn _ /i( r 一 V) , / 2 ( r + M) 


(17-4) 


式中八和 / 2 是其自变量 r + aM 的 2 次可微函数.为了研究解 (17.4), 取函数 

•— Q(a 0 t - r) , 


9 = _ 


(17.5) 


为简单起见，先认为 Q 是其自变量的解析函数.不难看出，满足波动方程的速度势 
(17.5) 可以视为不可压缩流体点源的相应速度势的推广，后者满足 
拉普拉斯方程.其实，当 r 很小时，把 Q(oot - r) 展开为泰勒级数，得 

^ = - ^ + 0^ t ) +o(r)> 

47rr 4?r 


+ O(r), 
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[冬1 78. (a) 点源流 ft 对时间的依赖关系的一个 例子; （ b > 点源流摄仅在冇限时间 t 内不为零，由它 
引起的扰动在时刻 t > r 位于阴影 K 域 


其中主要的一项与不可压缩流体中位于点 r = 0的点源的速度势具有相同的表达式， 
该点源的体积流 M 与时间有关，由函数 Q(a 0 t) 给出. 

为了描述介质的相应球对称运动的基本特性，现在假设在某无穷小时间 t 内在 
无界流体中的点 r = 0存在一个点源,其流 ft Q(a 0 t) 对时间《的依赖关系如阁 78( a ) 
所示，该函数仅在0彡 < 彡 7* 时不等于零. 

我们来看，由该点源发出的扰动如何在流体所占区域内传播.从解 (17.5) 的形式 
显然可知，在《 > 0 和 r > 0 时，扰动速度势仅在 - r* 属于区域 0 < a Q t - r* < 

时才不等于零.在每一个固定时刻 <> 0,速度势^仅在 r 满足不等式 


a 0 O r 彡 a 0 (t - r ) 

时才不等于零.因此,扰动区域 0) 位于以点 r == 0为球心的两个球面&和为 
之间，相应半径为 q = ao(« - r) 和 r 2 = = ri + OqT (图 7 8 (b)). 该扰动区域是运 
动的，扰动的前端&和后端&以速度 a Q 在流体中传播， 

ir = i? = ao - 

与平面波的不同之处在于，平面波的形状在传播过程中保持不变，而球面波的 
强度在传播过程中越来越小，因为在公式 (17.5) 中存在因子 1/ r *. 这是因为，在扰动 
的传播过程中，球面&和 S 2 之间区域的体积正比于 r 2 增加. 

波动方程 （17.5) 的解表示从点 r = 0出发的发散球面波运动.用类似方法还可 
以研究波动方程的以下形式 的解： 

Q(r + a 0 t ) 

Anr 

它表示从无穷远处向点 r = 0传播的汇聚球面波（无穷远处的源).这种球面波的扰 
动强度在不断接近对称中心的过程中越来越大.虽然发散球面波在许多应用中特别 
重要，但是汇聚球面波加强扰动的效应在许多问题中也有实际应用价值. 
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延迟势在不可压缩流体中，从点源发出的扰动在瞬间即可传播至全部流体 • 在可 
压缩介质中，扰动以有限速度传播.小扰动则以“声速” a 0 = V ( dp / dp) p=Po 
传播.前面已经证明（见第一卷第七章)，在可压缩介质中，间断（有限扰动）的传播 
速度大于相应卢速 a = \/( dp / dp ) a ， 但也是有限的.从点 r = 0发出的扰动只有经过 
—定时间后才能到达 r 一 0的某一点.因此,形如 (17.5) 的解称为延迟势. 


^利用解（ I 7 . 4 )或 (17.5) #以构造出波动方程的其他一些解. 
矣 g 万的 解的顺 举例来说，如果函 数咖， y ， 2 ,。是波动方程的解，则函数 

咖一工 0 , y 一 y 。， 之一 z 0 , t 一 t 0 ) 也是波动方程的解，其中; r Q ， 
2/0> t 0 是某些任意的常量.这样一来，例如，函数 


W •(工， 2/， 2， 0 = 


Q(a 0 (t - t 0 ) 一 y/(J — x 0 ) 2 -f (y - y 0 ) 2 + (2 - z^y) 
4 ny/(x - x 0 ) 2 + ( 2 / - . v 0 ) 2 4- (2 - 2 0 ) 2 


(17.6) 


是波动方程 （17.1) 的解.如果函数 Q ( a 0 t ) 由图 78( a ) 定义，则解 （17.6) 对应着从时 
刻开始在咆标为 ％， y Q ， 2 q 的点起作用的点源.波动方稈 (17.1) 是线性方程，所 
以波动方程的解在*加后仍是该方程的解.据此，只要取不同的 ％，糾， ~并把 
相应的形如 （17.6) 的解相加，就可以构造出波动方程的新的解.可以考虑这样的一 
系列点化，?/0, 使得位于这®点的各种常强度或变强度点源在不同时刻~开始 
起作用并持续作用某-段时间（点源强度 Q t 。 不仅依赖于在 （17.6) 中列出的自变位， 
而且还依赖丁•町以任意取值的参12 t u ). 对这样的扰动点源势函数求和，就可以在能 
够应用小扰动理论的情况下构造出细长体空气动力学各种问题的解.例如，可以考 
虑表示细长体炮押运动轨迹的曲线 ％ = x 0 ( t 0 ), y 0 = y 0 { t 0 ), z 0 = 2 0 ( t 0 ), 并利用分布 
于该曲线的点源来模拟炮弹的运动，这时要求相应点源在炮弹通过该点时才开始起 
作用，然后持续作用一小段时间.在某些情况 T 可以认为，引起扰动的物体的运动规 
律％ = x 0 ( t 0 ) } t/o = y 0 ( t 0 ) y z 0 = z 0 ( t 0 ) 就是运动点源的运动规律，这时可以用公式 


<p = jif’dt 0 
0 

来计算可压缩介质的扰动速度势,其中，由式 (17.6) 给出.炮弹在时刻 t = t Q 通过 
点％，％，％这时引起的扰动在此后的时刻 f 在空间中传播.每一个这样的扰动 

在时刻 < > 心的边界都是球心位于点:的，％的球面，相应半径为 r = a 以- 心). 

设一个点源以常速度％沿直线运动，我们来史加详细地研究由此引起的扰动 
的传播问题.尤为觅要的是，扰动的传播方式在点源亚声速运动（％ < %)和超声速 
运动 O/o > %)这两种情况下有显著区别. 

沿直线亚声速常速运我们首先研究在无界流体中以平$淳速度 U 0 < a 0 沿直线 
动的点源所引起的扰常速运动的点源所引起的扰动‘（阁 79( a )). 设一个点 
动的 传播. 多普勒效源在某初始时刻一位于坐标为 x Q 1 的点7^，由此引起的 
应 全部扰动在该时刻也集中在这一点选取另外某个时刻 




§17. 气体中的小扰动 




阁 79. 沿直线亚声速常速运动的点源所引起的扰动的传播 


t = t 02 > t 0 l . 点源在时间心- 一内移动了距离- t 0 l ) U 0 并到达坐标为 x 02 
的点由点源在时刻一位于点 M 时发出的扰动经过时间 t 02 - t 0 i 传播到以 
点 M 为球心、以 r , = ( t 02 - t 0 ,) a 0 为半径的球面上，并且点源位 f 扰动范围以内 


(〜> N x N 2 = x Q2 - x 01 ). 

我们指出，沿直线亚声速运动的点源所引起的扰动的上述传播方式具有以下特 
点.第一，点源所引起的扰动的传播速度大于点源本身的运动速度，所以点源的运动 
是在已经被扰动的介质中进行的；点源前方的介质已经受到扰动.第二，点源在更早 
的时刻从更前而的位 W 发出的扰动总是把它在更晚的时刻从更后面的位进发出的扰 


动包閑起来，并且在点源的运动时间趋于无穷大时，点源前方和后方的伞呼兮辱邵 
会受到扰动. 

…余全，•与狰止点源所引起的扰动不 M (见图 78( b ))， 运动点源所引起的扰动的传 
播方式并不对称（见阁 79); M 然，卢源前方的声音比它后方的声音具有更高的频率 
(见图 79( b )). 最后一个结果解释了被称作事的一种现象,该现象表明，与 
位于运动声源后考的观察者 II 所听到的声畚 _ li ：， •位•于运动声源煎万的观察者 I 所 
听到的声音具哼咚声调.类似地，不断远离地球的运动光源（枷如恒星）的光谱 
向波长更长的红方向移动，而不断接近地球的运动光源的光谱向波长更短的 


紫色谱线方向移动.根据谱线的位移值可以确定恒星相对于地球的运动速度. 

_现在研究以超声速速度 i / o > oo 沿直线运动的点源所引起的 
扰动的传播 so ) . 就像 i ： 述情形那样，设:一个点源在时刻 
^位于坐标为以的点 m ， 在时刻 t = t 02 > t 01 位于坐标 
为 x fl2 =〜+ U 0 { t O 2 - t 0 l ) 的点； V 2 . 在时刻 t 01 位于点 M 
的点源所发出的扰动在时刻 < Q 2 达到以点；^为球心、以 rj = a 0 ( t 02 - t ox ) 为半径 
的球面.因为队> %，所以点源在时间心以内经过的路程大于 tv 

设时刻在时刻 《 Q 1 之后，在时刻 t Q 2 之前， f Q1 < t 0 < t 02 . 显然，点源在时刻 h 
发出的扰动在时刻心达到以点 N ( x 0 ) ( x 0l < x 0 < x 02 ) 为球心、以 r = ( t D2 - t 0 ) a 0 
为半径的相应球面（见图 80), 并且所有这些扰动都位于点源的后方. 



m 80 . 沿 k 线超声速常速运动的点源所引起的扰动的传播 


因此， 兮寧不 琴样吻位于超声速运动的点源的前 
方的观察者'乂 他不可能听见从超声速运 

动的声源发出的声音信号.总之，分别由超声速运动的点源和亚声速运动的点源引起 
的扰动在传播方式上有根本区别. 

显然，如果沿直线超声速常速运动的点源在任意时刻 t Q2 之前已 
_经运动了无穷长时间， 贝抽此 引起的扰动在时刻&位于一个岡 
锥内部， 其顶点位于点 N 2 , 而侧面是半径为 r = Oo ( f Q 2 - t Q ) 的诸多球面的包络面， 
式中< t Q 2 . 把受扰动区域与未受扰动区域区别开来的这个圆锥称为马赫锥.马赫 
锥半顶角 a 的正弦等于马赫数 Af = UoK 的倒数，即 

sina= Mrk = S = i* 


角 a 称为马赫角.我们指出，如果点源从时刻心开始运动，则由此引起的扰动在时 
刻 y 位于马赫锥以内的这样的区域，其边界由马赫锥的部分表面 if 和以点 M 为 
球心、以 n = a 0 ( t 02 - t 0 l ) 为半径的一部分球面组成. 

马赫锥表面 Y 的两侧分别是波动方程的2种解，分别对应静止状态 p = 0和 
扰动状态 W = W ： r ， j /，0. 把具有不同解析性质的解分开的类似曲面称为偏微分 
方程的 f 晖甲 . 特征面在一般情况下是扰动间 断面; 在我们所研究的上述理论中，气 
流的速奋强和其他一些参 ft 在这个曲面上发生间断，但间断值不大.在极限情况 
下，这样的曲面对应琴巧巧甲，即待求函数本身连续、但这些函数对坐标的导数一般 
莩丰哼峤的曲面.显鉍，’_ 七面 （马赫锥）在静止介质中向垂直于该曲面的分4传播， 
正好等于声速. 


广县亦胡宙.東与布由如果在如图 80 所示的流动上6 加一•个龙 •速度场 一 U 0 , 则充 

满全部空间的介质将以超声速速度认向 rr 轴的负方向运动， 
而扰动点源将静止不动.卒®枣苹气流中， 由位于点乂 的点 
源引起的扰动只会出现在以点〜为顶点、开口致的马赫锥的内 
部，而该马赫锥之前的气流一直是速度 c /。 保持不变的未受扰动的均匀来 k : kkp 
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式中 p = p (: r ， 《). 方程组 （ 18.1) — (18.3) 的这样的特解称为黎曼解，相应运动称为黎 
曼波. 

根据所提假设 (18.5), 以上方程组可以改写为 


(…説= 0 . 


%- 


显然，这两个方程在满足条件 


du 

% 


l_dp 
P dp 


dp 


(18.6) 


(18.7) 


时才是相 容的. 等式 （18.7) 之所以必须成立，是为了满足假设 (18.5), 这个假设要求 
存在形如 u = u ( p ) 的解. 

因此，根据 (18.7) 有 

du ■ I I dp e 

心叫 W ( 18 . 8 ) 


由此可知，在黎曼波的情况下，计算速度 u 对 p 的函数关系是一个独立的过程，与运 
动方程（18.1)， （18.2) 的求解过程无关.对于速度 u ( p ), 我们有 



(18.9) 

根据条件 （ 18.7 )， 方程组 (18.6) 中的2个方程归结为 】 
密度 〆 a ：，0. 这个方程在引人记号 

L 个方程，由此可以求解 

% = fl2(p) 

(18.10) 

并使用 (18.9) 中带正号的解之后可以改写为 


| + (u+a) g = 0 . 

(18.11) 

引人量 


c ( p ) = u + a. 

(18.12) 


显然，这个量具有速度的量纲，并且根据方程 (18.11) 可以把它解释为密度值 p 保持 
不变的状态的传播速度. . 





其实，可以把方程 （18.11) 的形式改写为 

dp ( x ， 0 = dp ^dp 
~ dt~dt dtdx ~ * 


式中 


(18.13) 


还可以类似地考虑传播速度 c = u - a . 根据 （18.9) 和（18.10)，董 C 在正压过程中是 
密度 p 的函数.为了确定密度 p ( a :， t )， 我们有非线性方程 

K= o . 

我们来计算完全气体绝热运动情况下的撤 c = u + a . 从 （18.4) 得 

a2 = ^ = ~ 7_1 , 
d P 

u ( p ) = ± j y/Ay p^~ x)/2 ~ l dp = 户- 1 )/ 2 + const , 

所以 

c ( p ) = u -f a = y/Ay ^1 + P (7 ' 1)/2 + const . (18.14) 

由此可见，速度 a 和 c 是密度 p 的单调递增函数.对于 p 对 p 的任意依赖关系（18.3)， 
可以类似地研究 a 和 c 对密度 p 的依赖关系的特点. 

因为密度 p 和速度 u = u ( p ) 的值保持不变的状态以速度 c 在空间中移动，所以 
可以写出 

积分后得 

x = tc ( p ) + F ( p ), (18.15) 

式中 F ( p ) 是密度的任意函数，而函数 c ( p ) = u + a 由诸如 (18.14) 的公式计算. 

公式（18.15)， （18.12) 和 （18.9) 给出黎曼解.在这个解中，函数 F ( p ) 是任意的， 
可以让它满足某些附加的特别条件. 

在所得黎曼解中，密度以及其他一些流动参量被表示为: r 和 t 的隐函数.对于 
每一个确定的密度值我们有 x = Cl « + C 2, 式中 Cl 和 q 是常量.换言之，速度和 
密度具有固定值（状态的相位特性）的点在空间中常速移动.在这个意义下，所得黎 

1〕 在一维情况下，函数 p (: r ， 0的自变 fi 是於平面上 的点， (18.13) 表示该平面上的一条曲线.函 
数 p ( x , t ) 沿曲线 （18.13) 对时间 t 的导数等于 


dp dp dx dp dp dp 

Tt^di + Ttdi = ai^ c di' 


因此，根据 (18.11) 可知， p 在曲线 (18.13) 上保持不变.这里的记号 dp / dt 不是物质导数 （ P 沿轨迹 
dx/dt = u 对 t 的导数才是物质导数).——译注 
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( a ) 在固定时刻 t 的分布 p ( x ) ( b ) 在时刻 t 的分布 p ( x ) 



( c ) 密度分布的单值性 ifl 到破坏 （ d ) 出现突跃压缩的时刻 



( c ) 突跃压缩（激波) 


图 81. 黎曼压缩波的破碎 


曼解表示一种波.扰动在空间中的传播速度等于 c = 7 i + aiiScc = iz - a , 扰动沿气体 
微元的传播速度等于或 _ a . 不同符兮对应不同的解，相应的波分别向 a ： 轴的正 
方向或负方向沿气体微元传播.作为非线性运动方程的梢确解，这种特殊运动经常 
被称为简单波. 

在黎曼波中，密度随着波的传播而不断增加的部分是压缩波， 
賴 Bfi 碰的传麵不賴小的部分是臟波.在向右传播 
(c = u + a ) 的黎曼波中，设密度 p 对 a : 的分布曲线在某一固定时刻《具有如围81⑷ 
所示的形状.点 M 的左侧对应膨胀波，密度 p 随 a : 的增加而 增加； 点 M 的右侧对 
应压缩波，密度 p 随 a ： 的增加而减小.因为密度 p 的确定值的传播速度 c 依赖于该 
密度值本身，所以密度 p 的分布曲线将随时间的推移而享丰孪年.我们来考虑类似 
于完全气体绝热运动的一种情况 1】 ，这时传播速度 c 随 p 而增加，随 p 的减 
小而减小.闪为点 M 越来越接近点 iVn 所以压缩波变得越来越短，波形越来越陡. 
与此同时，因为点乂越来越远离点 TV ^， 所以膨胀波变得越来越长，波形则越来越平 
缓（见图81 ( b )). 从数学观点看，可能存在这样的时刻 t 2 , 这时在某个位罝 a : 将出现 
几个密度值 P (见图81 ( c ))， 而这在物理上是不允许的. 

显然，黎曼波所对应的单值连续解只能存在到密度分布曲线 p (： T ) 开始具有垂直 
于 a : 轴的切线的时刻《为止（见图81 ( d )). 从这一时刻开始，连续的黎曼解不再有 
效.实验和理论表明，这时应当把连续的黎曼解替换为更一般的具有考_压缩（激 

哮)的间断解（图81 ( c )). 压缩波的破碎导致突跃压缩的出现. . 

' 因此，只要黎曼解包括压缩波，在理想（无黏性）介质中就一定会产生突跃压缩. 
如果密度在黎曼波的传播方向上一直单调递增，就像活塞从充满气体的管道向外连 


^为了简化讨论过程，我们认为 （18.14) 中的常最大于或等于零.在 c ( p ) 的表达式中加上任何常 
童都不会改变下述所有结论. 




§18. 有限振帽平面波（黎曼波）的传播 


续运动时的情形那样，则不会形成 间断. 能够出现的是突跃压缩顷不 f 寒 K 學晖，因 
为膨胀波的波形在传播过程中越来越平缓. 

在考虑带负号的第二个解时，可以把 I 轴改为相反方向，所有上述结论仍然成 
立.以上结果与函数 p = /( p ) 的形式有密切的关系. 


使黎曼波的波形不变 
的函数关系 p = /( p ) 


可以提出这样的 问题： 黎曼压缩波的破碎效应在什么样的函 
数关系 P = /(P) 下不再出现？例如，如果传播速度 C 是常量, 
即 dc/dp = O f 就不会出现这种效应.为了回答这个问题，我 


们从（18.8)， （18.10) 和 (18.12) 得到一个简单的微分方程来确定 P 对/>的函数 关系: 


积分后得到 


^y/f f (p) + ^ v / / , ( p ) = 0 - 
P = /( P ) = 4 -*， 


(18.16) 


式中4和 B 是任意常贵.我们既可以把方程 (18.16) 看做完全气体或任何其他一种 
介质中与某种合适的热流相对应的过程方程，也可以把方程 (18.16) 看做绝热线的切 
线方程.甩这种方法可以近似地给出绝热线，但是在这样的近似中也同时丧失了波 


形趋于破碎的巫要趋势. 

黎曼简单波理论可以直接应用于其他某些复杂连续介质模型 
中的平面波运动.在这样的平面波运动中，变形状态取决于 
与密度有单值函数关系的1个变11，而波的相位平面上的应 
力垂直于该平面，其大小取决于变形状态，即取决于密度. 

例如，黎曼波理论可以直接应用于非线性弹性理论中的平面波运动，这时波的 


其他一些连续介质模 
型中的黎曼波 


相位平面垂直于 a ： 轴，而位移平行于 a : 轴.在这些应用中，没有必要把密度当做主 
要的未知 ffl ， 我们可以选取对密度的依赖关系已知的其他任何一个参设当做待求 tt . 


此时，黎曼解在形式上的相应变化是 M 然的. 

在构造连续介质运动问题的解时,怎样才能知道在哪些情况 
下必须采用黎曼解呢9 

利用最纲理论，从问题的提法就能知道待求的解在哪些 


自相似黎曼波（中心 
黎曼波） 


情况下具有自相似性.容易看出，在自相似平面波运动中（见第一卷第七章)，因为自 
变屋： a : 和《以组合的形式出现，即 


…0/⑺， 


所以 



因此，这样的自相似运动或者是黎曼波，或者是黎曼解的分段光滑组合,但在自相似 
波所对应的情况中，公式 (18.15) 中的函数 F ( p ) 等于零.相应的解称为中心波， 因为 
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M U 和 p 在 W 平面上经过坐标原点的每一条直线 



上都保持不变. 

在一般情况下，关系式 （18.15) 在和 p 保持不变时也定义了一族直线，但是如 
果 F ( p ) ^ 0,则无论 W 和 p 的取值如何，这族直线都不经过坐标原点.显然，沿每一 
条这样的直线都可以把黎曼解与介质的静止苹$淳毕爭咚夸淳 琴埤淳 毕辱枣（匀速 
运动也是一种 ig 侖糸 mk [ 从^可•以杂盛解定义 
为具有一族直线特征线的解. 

可以利用黎曼解来构造许多问题的解，其主要根据就是黎曼解的上述特例 
如，利用黎鲑解容易构造出活塞问题的 tl 相似解.在这个问题中，假设带有活塞的柱 
形管内充满完全气体，活塞和气体在〖 < 0时都处于静止状态，活塞在《 > 0时向管 
口常速运动，此外还假设气体的运动是绝热的，或更一般地假设气体的运动是正压 
的求计算活塞后面的气体运动. 

在各种应用中存在大 a 这样的问题，要想楮确地或近似地解决这些问题，就必须 
利用上述黎曼简单波理论. 


§19. 气泡在液体中的振动 

在含有 大置气 泡的液经过大虽的理论和实验研究，人们已经发现，气泡在液体中 
体中发生的现象的一的行为——气泡的扩张、振动和闭合 1】 ——具有一些奇妙的 

力学特性，并且这些特性是液体中的气泡所固有的.近来，相 
关研究成果仍不断涌现. 

在许多情况下需要研究气泡在液体中的振动.当爆炸物在水下爆炸时会出现很 
大的气泡， K 中充满液体蒸气或 气体； 利用电火花或激光束聚焦也能产生较大的气 
泡.另一方面， ，压 强下降时，蒸气或原来溶解在液体中的气体会释放出来并形成大 
W 小气泡，例如空化现象和液体沸腾，在用于研究基本粒子径迹的气泡室中也会出 
现这种现象.许多论文致力于研究单个气泡的运动和含有大量气泡的可压缩流体的 
运动，后者伴随有声波和强激波.例如，在某些物理实验中需要重点了解存在超声波 
时氢气泡在液氢中的行为. 

计算表明，当微小气泡在水中振动时，在收缩阶段能够在短时间 ( io - 6 - io - 9 s ) 
内产生高压和高温，其量级可达10 4 atm 和 10 4 o C . 在压强为1 atm 的水中，半径小 
于1 cm 的气泡在平衡位置附近的固有振动周期的量为 1( T 3 —10- 6 s . 在下文中将 
给出气泡在水中的振动周期的计算结果.尽管相关现象转瞬即逝，但是因为高温高 
压状态的出现，在许多情况下必须考虑液体的可压缩性，气体向液体的传热，气泡中 


关于气泡的闭合，可以参考23页对空蚀的解释.一译注 
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的气体和蒸气的复杂状态方程，相变一在气泡表面发生液体汽化和蒸气凝结，以 
及一系列其他的内部相互作用机理 . 

最大的困难是建立气泡生成理论和非对称运动理论.引起非对称运动的因素在 
于气泡的球面边界在气泡闭合过程中的不稳定性，液体的重 ft ， 以及流动中的各种 
不均匀性（边界条件、运动激波等）所造成的压强梯度.计算和实验表明，气泡在固 
壁附近或在运动激波作用下发生闭合时，气泡边界发生很大的 变形； 一个典型的效 
应是，从气泡边界形成极细的液体射流并高速流向固壁.这样的射流与物体表面发 
生相互作用，可能导致物体表面的破坏. 

我们来研究充满气体的孤立球形气泡在无界液体中作径向运动的 
# 动力学问题在远离气无穷远处，液体处于静止化态，压强 
Poo ( t ) 和温度 T ^ t ) 作为时间的函数是的.这个问题的提法与气泡的边界条件 
有重要关系.气泡边界是运动的球面,其 ft ⑴是变化的.该球面是强间断面，因 
为球面两侧一般分别是密度不同的液体和气体. 

我们首先写出间断面（气泡边界）上的一般条件（考虑液体汽化和蒸气凝结，以 
及气体的释放或吸收，引起这些现象的因索是扩散、液体黏性、表面张力和传热).这 
些条件在本质上是局部的，它们独立于流体（气体或液体）在气泡以内或以外的径向 
运动性质的相关假设.质位守恒条件的形式为 




(19.1) 


式中片 = dft / d «， m 是气泡中气体的质量， j n 是单位球面上由扩散和汽化（或蒸气 
凝结）引起的从液体进入气泡的气体体积 流％, p K , p f 和叫， v f 分别是气泡边界上的 
气体和液体的宏观密度和宏观速度. 

动 B 方程的形式为 




(19.2) 


式中 P f ， P g 分别是液体和气体的压强， a 是气液分界面的表面张力系数，是球 
面边界上的流体黏性应力的径向分量.在许多情况下可以认为，水和空气分界面的 
表面张力系数 a 只取决于温度（在 15° C 下 a = 0.0735 N / m ). 在方程 (19.2) 中忽略 
了气体的黏度. 

如果考虑从液体和气体向球面边界上的物质点输送的热流，就可以把能董方程 
写为以下 形式： 


(»-】 


dq 1 dm 
dt + 4 nR 2 dt 


㈣ 


dTc 1 dm ( v } rr \ dq 1 dm ( vi ^ \ 2 a dR 

(19.3) 

式中 T f ， A : f ， t / f 和 f / g 分别是液体的温度、热导率、质量内能（计算内能时考虑溶解 
在液体中的气体）和气体的质量内能. dq / dt 表示单位面积边界上的能量流，包括由 
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于气体传热而释放出来的热流和从气泡边界上的各种过程中释放出来的能量流，这 
种能量流一般也表现为热流.边界上的这些过程取决于有时极薄的过渡层的结构. 
在方程 （19.3) 中，这样的过渡层就是液体与气体之间的球面 边界. 过渡层可能是组 
成肥皂泡的肥皂膜，气球的橡胶膜，气液混合物中的相变层，等等.在气泡高频振动 
时和其他一些情况下，特征参 M 在过渡层中的分布极不均匀，过渡层中的内部过程 
是非平衡的不可逆过程.与过渡层性质有关的能量流对 d (7/ d < 的相对贡献一般很小， 
仅在很小的时候才能够明显表现出来， 而过渡层在 R 很小的时候变得相对较厚. 
在实际计算中，在 dq / dt 的表达式中通常只考虑气体传热.方程 (19.3) 中的最后一 
项 D 2^7片/尺给出表面张力引起的径向力的功. 

方程 （19.1)， （19.2) 和 (19.3) 适用于带有相变的间断面.差值 

(19.4) 

包括质 tt 相变能（汽化热或凝结热)， L 的值依赖于间断面两侧的液体和气体的热力 
学参量,这些参景一般发生突跃. 

根据方程 (19.2) 和记号 (19.4), 可以把方程 (19.3) 改写为以下 形式： 





我们给出一些有代表性的个别情况. 


气泡中的气体质置保 
持不变时的边界条件 


如果在气泡边界上没有汽化、凝结和扩散，则气泡中的气体 
质 fi 保持不变， 


m = m 0 = const , j n = 0. 


这 H 夂条件 （19.1) 和 (19.2) 的形式非常 简单： 

v f ^ v g = R t p f = p g - — + r rrf . 

忽略气泡内部气体参对于气泡内部的气体或蒸气，在理论上的计算中不但经常忽 
置分布的不均匀性 略其惯性和动能，而且经常忽略密度和温度分布的不均匀性. 

这主要是因为气泡半径很小,声音和激波在气泡内的传播速 
度远远大于液体和气体的运动速度以及气泡半径的变化速度，此外，气泡中的气体 
或蒸气的密度在量级上通常总是（或者大致总是）液体密度的千分之一.所以，在 
很多问题中可以认为，气泡内部的压强&、密度 p g 和绝对温度只依赖于时 


W 在不同问题中或一般情况下，唯一确定的总和# + 可以改为 g 

at K at at 47 r / t ^ cU 

或竽 + 1 d ^^^- Tdcr / dT ^ 或其他一些表 达式其 中努 ，菩字 之间的关系是显而 

dt 47 rR 2 d < dt dt dt 

易见的. 
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Pg = /(Pg ， 了 g ， Xi ， X2 ， …)， （19 6) 

^mg = P g VgU g (p^ Tg, Xu X2> •••)» 

式中^ K 是气泡内部气体的总内能， v g 是气泡体积， Xl ， X 2 , ••• 表示某些参量.如 
果在气泡内部有化学反应，或者如果其中的气体混合物的组成发生变化，则参董 Xn 
X 2 ,... 可能发生变化，并且在热力学可逆过程中可以认为参量心是和％的已 
知函数（见第五章 §10). 

因此，如果 X ，= Xi ( Pg > T g ) t 就可以认为，气泡内部气体的热力学状态可由以下 
4个时间的函数来 描述： 

Pg ， Tg ’ Pg ， 丑 (0. 

这些函数出现在状态方程 （19.6) 中. 

如果质最内能％只与&和&有关，气泡内部气体具有阂 
定的质植 m Q , 并且可以认为其压强和密度只与时间有关，就 
可以把气泡的热流方程写为以下形式： 


叫 (P g ， 
dt 


d 1 dQ 


并且 〜= 




(19.7) 


如果允许假设过程是绝热的，即如果认为 dQ = 0,则从方程 (19.7) 得到 


Pk = /( 〜)=〜(尺) . 

如果绝热假设不成立，但 dQ/dt 是给定的，从 (19.7) 就可以计算出 Pi (R). 如果假设 
气泡内部气体运动是等温过程，则应从状态方程和 (19.7) 计算相应热流 dQ / d «. 用 
这样的方法可以分析气泡内部的多方过程. 

为了在更一般的情况下计算 p g ( fl ), 必须把方程 (19.7) 与用来确定热流 dQ/dt 
的其他一些关系式联立起来进行求解， W 为事先不知道热流. 

在所有上述情况 F , 为了确定函数 R ( t ), 必须使用能够计算液体运动的方程. 


给定气泡内部压强的 
模型 


如果可以近似地认为气泡内部的蒸气在液体汽化或蒸气凝结 
的过程中处于静止状态，并且气泡内部压强 p g 只与温度: T K 
有关，例如压强 p g 等于饱和蒸气压的情况，或者压强 p g 等 


于气体各组元已知分压之和并且所有分压都取决于温度 r g 的情况，那么，在这些情 


况以及其他一些情况下，从气体的状态方程就可以计算函数 p g ( T g ). 气体的内能和 
方程 （19.3) 中的 dq / dt . 


本节后面将证明，如果气泡内部的不可逆效应很重要，则还是需要考虑气泡内部气体参 fi 按 
半径分布的+均匀性. 


在 v g / a g ( a g 是声速）很小时，可以假设气泡内部的 Pg 只是 < 的函数，即假设压强沿半径均匀 
分布.与此同时，仍然能够假设密度 P s 和绝对温度 T g 显著 依赖于半径,因为气体中的热流和气体 
与液体之间的热流与此有关.在气体的热导率很高时，可以认为: T g 和 Pg 只是 t 的函数. 
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这时，间断面上的条件将包含表征气泡状态的 2 个待求 参量： 凡⑷和 _.为 
了完整地解决问题，还必须使用液体的运动方程、扩散方程和传热方程. 

在某些应用中，有时可以把气泡边界上的能量方程 （19.3) 替换为诸如 T g = const 
这样的简单假设，于是 P g = const , p K = const , 气泡内部气体或蒸气的状态从而完全 
确定下来. 

在气泡闭合时，在某些情况下会在气泡内部或附近液体中产生非常高的压强和 
温度，它们大于相应临界值.在这些情况下，与相变有关的性质会消失，而气泡“边 
界”或者变为接触间断面 (R = v f = t ; g ), 或者在与运动激波发生碰撞之后分裂为在 
液体中高速运动的激波，这种激波的运动速度大于局部声速. 


气泡外部的可压缩流 
体的动能方程 


为了研究整体的动能方程，现在考虑液体的连续运动，并选 
取一个无的物质体，其边界是一个球面，该球面的半径 
R ( t ). 在发生汽化时，对于无限接近的两个时刻 〆 和 


t f + dt y 我们认为 


/r(t') > /i(o ， /r (〆 + dt) = «(t' + dt )， 


即气泡边界追上所取物质体的边界.在发生凝结时则认为 

/T(0 = 丑 (0, 月 •(〆 + 也 ）> R{t' -f df), 


即气泡边界落后于所取物质体的边界. 

根据条件，从时刻^到时刻 f + dt , 上述物质体在这两种情况下的运动是连续 
的，所以成立以下积分关 系式： 


并且动能变化率为 


dE cU ⑷ cM ⑴ 

dT = dr + IT 


(19.8) 


R- R 

式中 dm / dt 是气泡内部流体的质量流 M ， 在发生汽化时 dm/dt > 0,在发生凝结时 
dm/dt < 0;对于从气泡发出的或者在气体或液体中向气泡中心运动的激波，可以得 
到类似的不等式. 

为了计算外力的功，可以考虑半径分别为 ft •⑷和 R -( t ) 的同心球面之间的区 
域.在及 • — oo 时取极限，得 


= - Poo (0 ( 货 ) 一 47 TK 2 p rr ( fl ) V f ( R ) = -Poo J - 47 TR 2 ( p rr - f - p oo ) v f , 

°° R 

(19.10) 

因为流过半径为士的球面的流体的总体积流量在片 • — oo 时等于 （ dV f / 也 )00, 它 


满足公式 
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= = J div v { dr47rR 2 v f (R). 

R 

进一步，根据流体运动的连续性，对所取可压缩流体物质体中的内面力的功可 
以写出 

= = 7 Pf ¥ - / T 、 dT ’ （ 1911) 

R R R 

式中〜是应变率张量的分量，是黏性应力张遺的 分*. 我们指出，如果在运动 
流体中存在间断，公式 （19.11) 就不再 成立； 因此，前面在选取物质体时提出的那些 
条件是重要的 l> . 

根据等式 (19.9), (19.10) 和 (19.11), 方程 (19.8) 的形式为 

^ J -^y L 47rr 2 dr+^-y = 47r/l 2 (p f -p 00 -r rrf )t; f + J (j>f - Poo)^^ - J t”(W. 

r R R 

现在，如果再使用间断面上的动 董方程 （19.2)，即 

2(7 1 dm . 

Pf-r rrf =p K -- + ^—( Vf -t; g ), 

就可以进一步把方程 （19.8) 写为以下 形式： 



去/孕 dT + 釗|_¥] 

R oo OO 

= 4 TrR 2 v f ( p g - Poo - + j ( Pf - Poo )^- - J T u e 0 dr . (19.12) 

R R 

这个方程考虑了流体的可压缩性和黏性.方程的形式在存在热传导时并不发生变化， 
但是方程中的积分以及？ V 化， V f 和 (7 依赖于问题的完整的解，而这个解与热传导 
有关. 

补充了方程 (19.12) 之后，就可以根据前面建立起来的间断面条件计算函数尺⑷ 
和 T g ( t ). 为了得到 ft ⑴和 T ^ t ) 的封闭方程组，可以提出某些假设，以便估计或计 
算 (19.12) 中的所有积分. 


1〉 在第一卷 296 页已经指出，在可压缩流体物质体的绝热运动中，如果在物质体内部存在间断 
面，积分形式的熵守恒定律就不成立.我们在这里又 遇到一 个类似的例子，积分形式的公式 （〗 9.11) 
对连续运动成立，对不连续运动则不成立.因此，我们强调，在连续运动的情况下完全等价于相应 
微分关系式的积分关系式，在不连续运动的情况下可能根本不成立.我们还记得，与此相关的另一 
个问题是，仅有微分形式的运动方程无法得到间断面条件. 
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气泡外部的不可压缩例如，如果假设半径为《的球面以外是满足纳 维一斯 托克斯 
流体的动能方程 定律的均质不可压缩流体，就容易计算这些积分.这时有 


所以 




去 /¥ d 吻 4_)i ， / 


vf 4 nR 2 


(黏度 /i > 0). 这时，从方程 (19.12) 得到 


2 .4剛 + 尝{竿 _ _^1!} 

= 4ttR 2 v { {R) p g - Poc - 一 I . ( 19 . 13 ) 

• • 

在 dm/dt = 0 时有 t; f = 夂所以方程 （19.13) 就是通常使用的气泡振动方程 

气泡的绝热振动和多假设 Poc = const , 气体压强 p g 是 K 的已知函数，我们来研究 
方振动 方程 (19.14) 的解的性质.例如，在完全气体的多方过程中， 

Pk=P«o(x) * ( 19 . 15 ) 

式中 n > 1. 如果 n = 7 (7 是泊松绝热线 指数) ，则 (19.15) 给出 p g (R) 的绝热关系 
式.为简单起见，我们认为 Pg 0 和办对应气泡在初始时刻 i = 0的状态，并且这时 
R = 0. 

方程 (19.14) 的形式可以改写为 

如果函数 p g (R) 已经给定，则在/! = 0和 cr = const 时可以把方程 (19.16) 的解用积 
分的形式表示出来： 





图 82. 公式 (19.17) 中根号内的函数 /( A ) 在 m / Poc 和 〆 等于个别值 ( Pgo/Poo - 1 - 〆 彡 0) 时 
的图俅 


在选择平方根的符号时应保证时间是增加的.令 

R 、 P g • 
i = A ， =p * ； 

Ho Poo l 


2 a 

Poo^O 


则由此可以写出 


采 ” 叫 ] zt 


A 3 / 2 dA 


/[(p*-l)A 2 -cr*AldA 


对于多方过程或绝热过程 （n = 7 )， 根据 (19.15) 可得 

f A 3 / 2 dA 


式中 


fW 


Poo ( 




平方根的符号必须与 dA 相同，因为变量 T 是单调递增函数. 

图82给出了公式 (19.17) 中根号内的函数 /( A ) 在 Pg 0 / p : 
〆 《 6.7 时的图像,这些参量值所对应的情况满足 

1 一 (7 •彡 0. 


(19.17) 


= 0.1， 10; 


若 Pgo/Poc - 1 - ，< 0,则振动发生于 A; (1 > AJ =咫/仇）和 A 0 = 1之间，而若 
Pgo/Poc - 1 一 V 〉0,则振动发生于 A 0 = 1和 M (1 < % = R \/ H ^) 之间； 这里的 
A 0 = 1, V 和％是方程 /(A) = 0 的根. 
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气泡的振动周期气泡在不可压缩理想流体中的振动周期满足公式 




r * = 土 2\/5 


j A 3 / 2 dA 

/ VM 


(19.18) 


函数 t * = < t *, n ) 在 〆 = 0 和 Pgo / p , 

依赖关系如图 83( a ) 所示，图 83( b ) 则给 
出7■•在 n = 4/3和 <^ = 0, 1，10, 100时 
对 lg ( p g0 / Poc ) 的依赖 关系. 利用这些 Itt 线 
能够估计多方指数 n (用另外一种方式讲 
就是热交换）和比值 Pgo / Pcc 对气泡半径 
的无 ft 纲振动周期的影响. 


0.1, 10时对 n (1 彡 n 彡 1.4) 的 



阁 83. 不可压缩理想流体中气泡半径的无&纲振动周期在不同情况下对不 M 参数的依赖 关系: 
( a ) 在 Pk o / Poo 等于个别值并&不考虑表面张力时对气体状态方稃多方指数 n 的依赖关系， （ b ) 在 
n = 4/3并 J 1 表面张力系数等 f 不同值时对 lg ( p g 0 / Poc ) 的依赖关系 

从图83和公式 (19.18) 可以得到一个重要结论：若 i ? < 1 cm ， 则在 Poo = latm 
时 r < l ( T 3 s . 因为 _ 

f = R ^ T ' 

所以气泡的振动周期具有很大的变化范围，这取决于压强 Poc 和初始半径在 Poo 
很小时，振动周期能够变得很大，从而能够与含有气泡的流体的宏观运动特征量发 
生变化的时间栩比. 

— … A 我们再来研究孤立气泡在不可压缩理想流体中运动的某些性质.在 


气泡闭合速度 


；Z = 0 和 a = 0 时，从 （19.16) 有 

^(^ 2 ) = ^(p g - Poo )/e 2 . 


如果在尺=«0时有片= 0,则 


k 2= 2^ J ^^ P - )AnR2dR - 
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因为不可压缩流体的动能满足公式 


E = 2np f I^R 2 , 


所以 


E = 


R V 

J (Pg - Poo ) 47r ^ 2 dR = J ( P R - Poo ) ^ 

Ro V 0 


(19.19) 


式中 K 是气泡的体积. 

在 p g - Poo < 0 时气泡能够完全闭合.在/ 0的一般情况下，在气泡完全闭合 
(尺 — 0) 时有 


U 

^ oo, E -* f(P K - Poo)47r/i 2 <1R. 


所以，如果 p K < Poo , 并且相应积分不等于零 ，则五 在气泡完全闭合时等于不为零的 
有限值. 

如果流体是不可压缩的，则气泡以外的速度势等于 


气泡附近的压强分布 


根据柯西一拉格朗日积分，我们有 


RR 2 

一—二~， Vf 


dip RR 2 
= d ^ = "72~* 


P = Poo (0 一 


-韻 - 



当半径 r 发生变化时，压强 p ⑷ 的铋 大值所对应的半径值 n 满足方程 

dp 1 T d 2 H 4 片 2 1 . 




所以 r , = oo 或者 


r?= 


2 H 4 R 2 


在第二种情况下，如果 ri > fl ， 则 


Pmax = Poo ⑴ + (丑 2 旬. 

进一步的推导是对任意的规律 Poo (尺）和 Pg ( R ) (相应于 R ( t )) 进行的.我们有 

= ^R^R {R3k2) + f = ' P ^ )R + -^2 /(Pg - P^) R2 dR - 
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根据 (19.19) 和这个变换可以写出 


f , (Pg-Poc)4^« 3 , , 2{p g - p c 

UJ =1 +^^ =1 +]^ 

Pmax = PooW + 岩 (〜U 夸 A 2 } ， 


从而最终得到 U 


⑴+為片 2 


2 ( Pg~P 

P f R 2 


由此显然可知，如果 2 ) P g = 0, Poo > 0,则在71 — 0,片 — oc 时有 n >尺 h s VlR ), 
并且在气泡闭合时，不可压缩流体中的最大压强趋于无穷大， Pmax ( ri ) - 00. 

因此，甚至在气泡没有反压 (p K = 0) 的情况下，气泡附近的液体压强在 — 0 
时仍然会变得巨大无比.由此显然可知，即使气泡内部压强为零，液体的可压缩性在 
气泡闭合时也能够显著表现出来. 

在气泡缩小的过程中，如果气泡边界上的压强 p g 上升，则液体将 
减速 运动， 速度甚至可能降低到零，这时 E = 0, 讎 （ 19.19) 则有 


A (/ T =0) 


v 

J{p^ Poo )dV = 0. 


滞止点 


'k 在 （ Pg - Poo , v ) 平面上，运动规律 

由相应曲线表示，而动能由阴影部分的 

ii V 7 ^ Rl 面积之差表示（图 84). 我们强调， p g 是 

滞:卜:』111111\(^^ p 气泡边界上的压强 (/i = 0, a = 0). 在一 

\ N ^ 般情况下，气泡内部的压强具有某种分 

\ n 布.如果假设气泡内部的压强和密度与 

\| r 无关，则图84中的曲线也7将表示气 

泡内部气体状态的整体变化过程. 

图 84 .用于在 ( p g - Poo , V )平面上绘制表示气 如果假设气体的压缩过程是巧的 

誠不可 压缩理想流体中的扩张过程的曲线 和可逆的，这条曲线就是泊松绝热线.如 

果假设压缩过程绝热但不可逆，则对于 
每一个体积值 V ，由于熵随时间的推移而增加，图84中表示过程的点在不同时刻都 
将位于泊松绝热线以上，并且后一时刻所对应的点也将位于前一时刻所对应的点以 

U 原书把这个公式中的2»/3误写为 2 V 3. ——译注 

2〉 这时得到一个自相似问题，在以下专著中也研究了这个问题: Ccaob Jl . W . Mcto^u no/io6M 月 
m pa3MepHOCTH b McxaHHKe . 9 -e H3A. MocKBa : Hayna , 1981 (俄文第八版的中译本： JI . M . 谢多 
夫.力学中的相似方法与萤纲理论.沈靑,倪勘非，李维新译. 北京： 科学出版社， 1982). 


P ^- Poo =0 

图 84. 用于在 ( p g - Poo , V )平面上绘制表示气 
泡在不可压缩理想流体中的扩张过程的曲线 
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上.因此，若压强 Pcc 保持不变，则在气泡的绝热不可逆振动过程中，相应扩张曲线 
应当具有曲线的形式.但是,这将导致气泡振幅不断增加，而这在物理上是不可 


能的，所以不可能出现这样的过程. 

然而，如果保留绝热不可逆假设（这在物理上完全允许)，那么，显然只有气体参 
董在气泡径向的不均匀分布才可能给出真实的形如的扩张曲线.例如，气泡闭 
合时的压缩波和气泡扩张时的膨胀波都会导致气体参 ft 的不均匀 分布. 气泡内部过 
程的不均匀性能够具有重要意义，上述讨论可以视为这个结论的基础. 

显然，从气体向液体传热（不绝热）有助于降低熵，从而能够让 （ P g - P # V )平 
面上的过程曲线位于泊松绝热线以下.这样的过程对应气泡振动的衰减. 


气泡在内部压强均匀 
分布时的扩张和收缩 


前面已经证明，密度和温度在气泡内部均匀分布的假设是不 
可接受的.与此同时，在许多典型情况下允许假设压强在气 
泡内部均匀分布，即 P g = P («). 


对于双参 tt 介质中的平衡过程，如果压强 p 和温度 r 为独立参 M ， 则在一般情 


况下，焓 i ( P ， r ) 的导数满足以下公式（见第一卷第五章公式 (6.14))： 


(II = +[ T ( 餐 ) 。 H 


对于热容 Cp 和 CV 是常 M 的完全气体，我们有 



i = (/ -f — + const = CpT 4- const . 
P 


(19.20) 


根据热力学一般公式显然可知，在气泡内部，密度 P ( r ， 0对半径 r 和时间 i 的 
依赖关系可以通过函数 P ⑴和： T ( r ， 0表示出来，而这些函数本身则需要从还包含 
v ( r , t ) 的偏微分方程（连续性方程和能量 方程） 才能确定下来，并且在提出气泡中心 
和气泡表面的边界条件时，除了条件 （19.1) 一 (19.4) 或（19.5)，还要运用气体扩散、蒸 
气凝结或液体汽化的相关定律.前面在160页已经指出，如果气泡内部的气体质 ffl 
固定不变，气泡表面的边界条件就变得极为简单. 

在研究气泡在液体中的扩张或收缩时，如果气泡含有该液体的蒸气，则在某些重 
要情况下可以认为，气泡边界上的相变是由相变平衡条件控制的.在这些条件下，在 
气泡边界上沿饱和线成立克拉珀龙一克劳修斯方程，该方程把饱和蒸气的温度 r 8vap 
与压强联系 起来： 


^Tsvap _ ^svap 1 - Pg(R)/ Pf] 

~ dp ~ = 义 P g ⑻ 


(19.21) 


式中 = T g ( R) t ^ = 总焓 q 和 if 的值取自饱和线上的点.对于非平衡 

相变过程，可以把 (19.21) 替换为一些更复杂的关系式，其中还可以考虑气泡的曲率 
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半径 1〗2) .如果压强和温度在气泡边界上没有间断，则义只是温度或压强的函数. 

对于气泡内部气体的球对称运动，如果忽略黏性但考虑传热，则连续性方程和 
热流方程的形式为 

笔 +吾1咖 0 , ( 19 22) 


r^dr 


( r \). 


(19.23) 


对气体中的传热过程使用傅里叶热传导定律，我们有 

09.24) 

式中 A : g 是气体的热导率.连续性方程 (19.22) 乘以 i 后与热流方程 （19.23) 相加，得 

去⑻ + = S ( r 、尝) . （ 19 . 25 ) 

我们在下面将认为液体是不可压缩的，而气泡内部的气体由完全气体状态方程 
(19.20) 描述.对完全气休状态方程与水蒸气参 a 的数据进行对比，二者在压强和温 
度的变化范围分別是1 一 10 atm 和 370-450 K 的时候符合良好（相差3%以 内). 
对于完全气体，用 r 2 乘方程（19.25)，然后对 r 从0到尺进行积分，得 


(19.25) 


dp ( t ) _ dp g ^ 3(7-1) 
~dT 一 IT 一 ~~R 


(《Lr 


(19.26) 


利用公式 （19.20) 和 （19.24) 可以把热流方程 (19.23) 改写为 




如⑴ 
dt ' 


(19.27) 


液体的热流方程可以写为以下 形式: 




(19.28) 


式中 Cf 是液体的质 M 热容.气泡周围液体中的速度分布为 

v f (r ， t) = v f (R)-^. 

在函数 P g ( p , T g ), i ( p , T ), 给定时，为了计算 v g ( r ， f )， P ( t ), r g ( r *，0 和 0, 

可以利用方程 (19.22), (19.26) — (19.28) 和以下边界 条件： 


在 r = 0时 


〜=°， 


reTeporeHHux 


l. MocKBa: Hayna, 


例如 , 参见： Hm.MaTyjtMH P. M. Ochobu MexaBMKH reTeporeHHux cpeA. MocKBa: Hayna, 
1978. 

2 ) 还可参考 ： HHrMaTyjiMH P. M. ilHHaMHKa MHoro4>a3Hbix cpea. M. 1. Mockba: Hayna, 1987 
(Nigmatulin R. I. Dynamics of Multiphase Media. V. 1. New York: Hemisphere, 1990). 译注 



在 r = 尺时 
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= 


T g = T f = ^( p ), 

关系式 (19.29) 是气泡边界上的-•般条件的简化写法.在对实际应用颇为重要 
的许多情况下，例如在毛细效应无关紧要时，这样的简化是允许的. 

在平衡相变过程中， （19.29) 中的最后一个条件用于计算相变速度.在非平衡相 
变过程中 T g { R ) ^ T flvap ( p ), T g ( R ) ^ T f ( R ) t 必须额外提出动理学关系式才能计算相 
变速度. 

用 r 2 乘方程 (19.25), 然后对 r 从0到 r 进行积分，再利用 （19.26) 和边界条件 
(19.29), 我们得到气泡中的速度分布公式 


-g(r, 0 = ^v g (R) + ^[(^^) r - 挚 L • 


方程 （19.13) 描述气泡径向运动的动力学行为. 

在上面提出的问题中，可以在考虑液体运动时从方程 (19.27), (19.28), (19.26), 
(19.13) 以及相应初始条件和边界条件计算 p g ， T g , r f 和 /?. 尽管在不可压缩流体 
和给定无穷远压强的情况下，气泡边界上的所有参 tt 都可以用简单的公式通过函数 
R ( t ) 表示出来，这个问题仍很复杂. 

可以利用数值计算得到函数 T g ( r , t ), T f ( r , <), P g ( r , 0, v K ( r ， t )， P ⑷和尺⑴的 
相应的解. 

在求解液体中气泡的非定常径向运动问题时得到的定性结果和定量结果不但有 
趣，而且有用.图 85( a ) 给出质 fi 不变的空气泡在水中振动的计算结果 1》 .计算所需 
的水和空气的热物理参 E 值为： 


T 0 = 300 K , p ^^ l .29 kg m -3 , 7=1.4 ，Cp = 1000 m 2 . s -2 . K ， 1 ， 
c f = 4200 m 2 • sT 2 . K ~ l , k g = 0.0247 kg • m s -3 • K ' 1 , k ( = 0.68 kg • m • s~ 3 • K 

在时间 《 内通过气泡边界进人液体的无景纲形式的总 热董为 


(?• = 


CpPgO^O^O 


/ 式中 



计算这个量是有用的，它表征液体动能的耗散（见图 85( a )). 




bubble 


5: 94 — 100 (Nigmatulin R. I., K 
Dyn., 1974, 9(5): 759—764); Hhi 
H 3 b. AH CCCP. M>Kr, 1975 


habeev N. 
MaTyjiHH 


1. Heat exchange between 
».M., Xa6ee B H C. iiH- 
9 — 67 (Nigmatulin R. I., 
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图 85. ( a ) 把水的压强 Poc 从 p 。 == 1 atm 突然提卨到巧= 2 atm 之后，空气泡半径 H 和释放 

到水中的热随时间的变化情况 .（ b ) 水中气泡小振由振动袞减宇对气泡平衡 f •杼的依 
赖关系.虛线*示由水的黏性引 起的振 动衰减卒，点虚线表示由水的 W 压缩件引起的振动袞减韦, 
丨山线1, 2, 3表示由传热引起的振 动袞减 韦 A T (见 (19.31), (19.32)), 它们分别对应充满二氧化碳 
(Dg = l.lx 10- 5 m 2 / a >、 空气 （ D g = 2.1 x 10, 8 m 2 /») 和氦气 （ D K = 1.8 x 10- 4 m 2 / s ) 的气泡 

当液体的压强从 P () 突然提高到&后，气泡开始振动，其状态参 fi 从初始值瓜， 
Po . To 变为％， Pl ， 7]， 其中 RJR ^ ( Pz / Po ) 173 - 这里认为毛细效应 很弱. 液体动能 
耗散为热 fit 从而导致气泡振动的衰减. 

上述问题的数值解表明，即使气泡受到强烈压缩，以至于气泡中心的气体温度 
达到很高的值（约1000 K )， 气泡表而的温度也基本不变并近似地等于起恒温器作用 
的周围液体的温度.闵此，在不考虑相变的情况下，气泡内部的传热问题起主要作用， 
气泡表面的边界条件可以写为 T\ r=R = To 的形式.这是因为，与气体相比，液体具 
冇大得多的热导率和小得多的热扩散率 1 > = k f / P{ c f . 

在研究振动气泡内部气体的典型温度分布时可以发现，热流方向在某些时间段 
指向气泡内部，尽管气体的平均温度可能卨于液体的温度.这是因为，在气泡收缩时， 
在气泡表面极薄的过渡层内形成很大的温度梯度并发生剧烈的热量释放，而液体善 
T 吸收由此导致的 热量； 在气泡膨胀时，气体的热传导却来不及抵消由此引起的气 
体过渡层的冷却. 

如果在气泡边界上发生液体汽化或蒸气凝结，则相变潜热主要由液体释放或吸 
收，闪为液体的热导率通常远大于气体的热导率.因此，对于由蒸气组成的气泡，外 
部（液 体） 的传热问题起主要作用，这与气泡内不含蒸气的情况有所不同. 

制的运动状态和由传热控制的运动状态. 

/ < 实现惯性控制状态（或称瑞利运动状态）的条件是液体 


热扩散率就是线性热传导方程（见第一卷189页）中的系数.——译注 
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的热导率足够大，以至于液体能够吸收或提供在相变过程中释放或吸收的全部热貴. 
这时，气泡内部的压强不随时间变化： 

= p 0 = const . T g = T 0 = const . 

从形式上看，这些条件在 = OO, (7 - 0, /i = 0 时成立. 

在这样的运动状态下，过程只取决于液体的惯性并由动能方程 (19.13) 描述.在 
实际应用中，如果成立条件 

2(7 


Ap = po ~ Poo = const, P g 《Pr 


R 


< Ap 






即可实现惯性控制状态.经过上述简化，方程 (1913) 在初始条件 

在 f = 0时 R = Roy v f ( R ) = 0 
下的解具有以下 形式： _ 


_ = 士\ /縈 t 1 - ( 鲁 ) I 


(19.30) 


正号对应气泡扩张: 


△p > 0 ， R > Rq (/? — 00， v f ( R ) —* y / 2 Ap / 3 p { ); 
负号对应气泡 闭合： 

△p < 0， R < Ro (尺 — 0， v { ( R ) oo ). 
从方程 (19.30) 可以计算气泡完全消失所需时间 t •: 

2 / a . r / r> 




Ho 


r^ ： lw_v 

V- 


% 0.915 i^a 


ft 


蒸气泡的第二种运动状态一传热控制状态 —— 取决于液体吸收或提供相变热 
的能力，实现这种运动状态的条件是 




这时没有惯性效应，蒸气的压强和温度因为公式 P g = Poo + 2 a / 亿 T g = r svap ( Pg ) 而 
变化很小，蒸气泡在过热液体中单调扩张，在受热不足的液体中则发生 闭合. 与蒸气 
泡大小不变的情况相比，单位面积表面上的热交换在蒸气泡扩张时更加剧烈.这是 
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因为，紧贴蒸气泡表面的液体过渡层由于气泡扩张而越来越薄，过渡层中的温度梯 
度则越来越大.在气泡闭合时出现相反的效应. 

在 poo ( t ), W) 的变化规律给定时，气泡在不可压缩流体中的行 
力在一般情况下取决于以下参量： 


尺 0 ， Po ， Pg0 » 7| ^ g » ^ f » Cf * Mf » » ^ 0 > ^ oo (^ o )- 
从这些主定参位可以组成 10 个独立的无 tt 纲组 合： 


x (*) = >, X ( D ) = 导， d = —5^=， 

pf 无 f y/Po/pf 

一， 斗，. / = st= 与、序 、 ^& to l 

)0 Pf D 6 P0 P{ Po 


/ = 5 t = A / K , 

^oPo Pf^g Po P ( Po 

式中 D K = A : g / p g0 cp 是气体的热扩散率. 

因此， 在外部作用 Poo (0> 7^(0 已经尚定的情况下，气泡运动问题的所有的解 
都取决于上述无 a 纲主定参 ft 组.独立的无 S 纲主定参 a 有10个之多，这说明问题 
的解具有多种可能的运动状态. 参憊 /在没有相变时无关紧要. 

如果压强对气泡的作用不算强并且没有相变，则气泡外部的传热问题就不再 m 
要， W 为 X ㈤ 《1， x ( fc ) 《1，» 1；此外，对于充满惰性气体的气泡，过程取决 
于独立的无《纲参 ft M ， 7, d ， &汾，这些参》的数□显然还是相当多的. 

我们将在 Poc = Po = const 的条件下研究气泡在液体中的小幅自 
^ ^ 錄动隱,抓为振动具有以下 形式： 


气泡的小幅振动 


R(t) = Rq 1 + A 0 exp ( 一会 ^) sinutj ， Ao 《 


(19.31) 


利用线性化的基本方程组（气泡动力学方程和液体与气泡内部气体之间的传热 
传质方程）即可得到这个问题的解析解.对于足够大的气泡（办》该解析 
解给出自由振动的频率 u ; 和衰减率 A 的以下表达式 U : 


37 Po 

~W 


A = + A a + \t< 




ttujRq 


3n(y-l) fD ； 

Ro V 2a ;， 


(19.32) 


式中 a f 是液体中的声速.为 r 得到公式（19.32)，可以从公式 (19.18) 出发，在传热过 
程对气泡自由振动频率没有重要影响的条件下对气泡非线性振动周期进行渐近分析 
(在 （ Pg0 - Poo )/ Poo — 0时)•量 A M ， A a ， A r 分别表示由黏性、可 M 缩性和传热引起 
的气泡振动衰减率.只要分别求解绝热不可压缩黏性流体、绝热可压缩理想流体和 


*) Chapman R. B., Plcssct M.S. TV 
J. Basic Eng., 1971 ， 93(3): 373 —： 


the free oscillation Qf gas bubbles. TVans. ASME 
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可传热不可压缩理想流体中的相应问题，即可得到上述表达式. 

m 85( b ) 给出了水中气泡衰减率对气泡尺寸的依赖关系可以看出，对于黏 
度在 M 级上与水相当的液体 （/i = 10-3 kg - s -' m - 1 ), 在1 mm 〉办> 1( T 2 mm 时， 
气泡振动的衰减不取决于液体的黏性和可压缩性，而取决于气体的热扩散率 Dg ， 即 
热耗散占据优势.黏性耗散仅在黏度很大的液体中才有优势.例如，纯甘油的黏度比 
水大10 3 倍 2) ，对于纯甘油中的空气泡，在办=1 mm 时比值 \ t /K = 0-17. 由液 
体的可; K 缩性引起的耗散，即无界可压缩液体中的孤立气泡在振动时向远方发出声 
波扰动的现象，仅在他> 1 mra 时才会表现 出来. 热耗散状态与液体动能转变为热 
量的不可逆过程有关.具体言，在气泡收缩时，气体温度高于液体温度，气体向液 
体释放热 M ; 在气泡扩张时，气体温度低于液体温度，液体向气体释放热 M ， 并且返 
回气体的这部分热量少于气体在气泡收缩阶段失去 的热萤 

对图 85( b ) 中的曲线2和3进行对比之后即可证实,在其余条件相同的情况下， 
氦气泡振动的衰减速度比空气泡快得多. 

众所周知，若存在相变，则气泡的固有振动频率降低，总衰减率大幅上升.由于 
耗散很大，微小的蒸气泡基本上无法完成自由的径向振动.已经证明，如果相变和毛 
细效应同时存在，就会出现新的不等于气泡自由振动频率 (19.32) 的共振频率.蒸气 
泡具有两个共振频率，因为蒸气泡可压缩性的影响显著依赖于振动频率，这与不含蒸 
气的气泡有所不同. 

在实验中发现并通过 H •算证实的一个有趣的效应 3) 是，在超声波作用下，蒸气 
泡平均半径能够从微观尺度 （/? 〜 0.1 nm ) 显著增长到可见尺度 （尺〜 0.1 mm ). 这 
类研究之所以很有迫切性，是因为宙要制造用于探测带电粒子径迹的超声波液氢气 
泡室.在带电粒子穿过气泡室的时候，沿其轨迹会产生微观尺度的蒸气核，这些蒸气 
核在超声波的作用下即成长为可见的蒸气泡.蒸气核成长的基本机理在于外部声场 
的能 ft 被液体吸收并用于汽化. 

§20. 圆球在不可压缩黏性流体中的运动 

势流假设是关丁 •物体在不可压缩理想流体中运动的问题能够被有效解决的保证 
条件，这时得到用来计算速度势的一个线性问题. 

在不可压缩黏性流体的情况下，类似问题中的流动是无势的，需要求解非线性 
的纳维一斯托克斯方程和连续性方程.从数学上讲，关于物体在黏性流体中运动的 
问题在精确的提法下非常困难.要想在理论研究中获得相应的解，总要额外引人一 

参见 ： HHrMaTyjiHH P. M. 94>4>eKTU m mx MaTewaTHMccKoe onwcaHne npw pacnpocTpaHeHMM 
bojih b ny3upbKOBbix cpe^ax. B c6.: M36paHHue Bonpocu coBpeMeHHoft MexaHMKH (k 50-Jie- 
tmio C. C. rpwropflHa). M. 1. MocKBa: Mua-bo Mock. yH-Ta, 1981. 

2 ) 原书第 - 卷 第四章 中的甘油数据有误 . 甘油在 15-C 下的黏度为 2.3 kg s-^m-K ——译注 

3) 这就是被广泛应用于超卢清洗、超声化学、超声医学等许多领域的超声空化效应.一一译注 
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些假设.例如，许多理论都关系到运动方程的线性化. 

斯托克斯近似是这样的线性化处理的一个最简单的例子，它 
克斯近似的数子仅仅适用于非常小的雷诺数 D He = Ud/u ( U 是物体醜度 

' 值， d 是特征长度，^ = m / p 是运动黏度).这时，纳维一斯托 

克斯方程中的非线性矽流 ，考幸 蟀粤畛 f 寸. 

在这样的 ® 定•常•运动•方•程•组•在笛卡儿坐标系下的形式为 2 > 

• 參 


du dv 


dw - 
+ 瓦 =0 , 


fiAu 


一 ！， 


nAw 


4 


( 20 . 1 ) 

( 20 . 2 ) 


在黏度 M 是常 M 时，仅仅根据方程（20.1)， (20.2), 以及物体表面的无滑移条件和流体 
绝对速度在无穷远处等 T 零的条件，就可以解决许多具体问题. 

认为 

富 对娜随无穷远处醜速 17 和压强 p 。 都是给定的.对于具有给定儿 

何形状的物体，它的各种儿何尺寸都取决于特征长度味儿何 
相似的物体具有不同的特征长度. 

显然，在斯托克斯近似下（方程组（20.1)，（20.2))，整体流动的特征 M 只依赖于以 
下参撳 3) : 

/i, d, U, Q, 0, Po. 

其中的角《， /? 给出物体相对于来流的方位.显然，无穷远处的常压强 P( , 以相加的 
形式出现在压强的解中，所以在计算流体对物体的合力 A 外并不重要. 

根据第 七章中 的相似与撤纲理论，对于任何形状的物体都成立公式 


1=4(«， 0 ) U k nd, 


(20.3) 


式中 t /* 分别是作用力和速度在笛卡儿坐标轴上的分 S ， ci 是无 fi 纲系数，它们 
是一个依赖于物体形状的常张 a 的分 A . 在一般情况下，作用力矢量 a 和速度矢 fi 
U 具有不同的方向，流体对物体的作用力包括升力和侧向力.为了确定常系数七必 
须求解数学问题或进行相应的实验测量. 


圆球绕流问题中的压 
强分布问题 


现在，我们在斯托克斯近似下研究不可压缩黏性流体的圆球 
绕流问题. 

从方程 （20.2) 和 (20.1) 可知 


Ap = 0， 

1〉 关于低雷诺数流动的系统性结果，可以 参考： 严宗毅.低雷诺数流理论. 北京： 北京大学出版 
社, 2002. -译注 

2 ) 这里不考虑质 歡力的 影响.一译注 

3) 我们在这里和以后一直认为黏度^与坐标无关. 
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即 P 是调和函数.为了研究函数 P (: T ， J /，2) 的性质,我们假设 P 在无穷远处等于零. 
求出 Poo = 0所对应的解之后，只要加上 p 0 , 即可得到 Poc = P 0 _0 所对应的解. 
因为问题是线性的，所以对于任意的来流方向都显然成立以下等式： 

p = U l p l + U 2 p 2 + U 3 p 3 , 

其中的函数 Pl ( ： c ， y, z )， p 2 (x, y , z), p 3 ( x , y , z) 类似于在 § 14 中引人的势函数外， 
#2, W 

首先让笛卡儿坐标系原点位于球心 . 根据每一个求解的问题的轴对称性，我 

们有 

Pi =Pi ( 工 ， vV +2 2 ) ， P 2 =P 2 ( 2 / ， Vz 2 -^x 2 ) t P 3 =p 3 (z, v/x 2 + y 2 ); (20.4) 

另一方面，得到势 函数％ 的公式 (14.7) 的方法在这里仍然适用，于是有 

P2 = /(^. vV + z 2 )； ^^ • ( 20 .5) 

根据（20.4)，可以引人函数使得” 

p 2 = F ( y ， Vz 2 + x 2 )y. 

若令/ =则 (20.5) 可以改写为 

P2 = vV + 2 2 )y. 


由此可知 


函数关系式 (20.6) 仅在 


\ A 2 + y 2 ) 


F = g = x(V x2 + 2 / 2 + ) 


( 20 . 6 ) 


(20.7) 


时才能得到满足，式中 X 是 r = yjx ^ + j /2 + 2 2的某个函数.其实，在& = 0, z t 
Z = T ) 时冇 

此，”) = F (0, y /^ 2 + V 2 ) = X (\/€ 2 十 ” 2 ). 

于是，只要令 卜 X ， y / z 2 + 2/ 2 ,即可得到 （20.7). 因此，如果取 x = WW / r ， 则 
Pi ( x , 2 /, z ) 满足以下 公式： 

N x dip{r) dil)(r) dxp{r) 

P2 = i ， P3 = i . 

因为压强满足拉普拉斯方程，所以容易看出，函数训 r ) 只可能具有以下 形式： 


矽 ( r ) = -/ X 」+ 6, 


这里对原文略作改写，使表述更加清晰.一译注 
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式中 h 和6是常量，负号和系数 M 是为了简化后续推导过程而添加的. 

不失一般性，我们进一步认为来流在无穷远处平行于： r 轴.在这样的情况下，压 
强满足以下 公式： 

p==p o + S x ， (20.8) 


式中 a 是待求常景. 

速度场的计算问题 


把压强的表达式 (20.8) 代入方程 (20.2), 我们得到速度分量 u , 


的简单的泊松方程，其右侧函数是已知的. 
设被绕流圆球的半径为尺，令 


a / 1 R 2 \ 2 a aR 2 

v = l ■(去 一5;邱 + ” 1 = 8 +1)1 ， 

a ( 1 R 2 \ dip 

W ^2\ T ^^) XZ ^ W ^ = Tz +W ^ 
在公式 （20.9) 中，第一项对应速度势为 

aR 2 x 


dip 

dx 


+ w i 


(20.9) 


ax 

^ = ~r 


6 r 3 


的势流，该速度势满足泊松方程 


A ^= 73 = -( P - Po ). 


( 20 . 10 ) 


为了计算公式 (20.9) 中被记为… ％,叫 的其余各项，根据 （20.2)， 我们有以下 方程: 


Auj = Avj = = 0, 

即 w ,( i , 2 /, z), v x {x, y, z), w x (x, y, z) 是 iW 和函数.根据 （20.9)， 我们有以下无穷 
远 条件： 

ti ! = U , v x = w x = 0, 


而球面上的无滑移条件则给出 



+ txi ， BP u t = 


3尺’ 


0 = i ; = vj , 

0 = xv = w ^. 


由此显然可见，因为 h 和％满足狄利克雷问题，并且它们在球面和无穷远处 
等于零，所以相应的解恒等于零， 


= w l = 0. 
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速度分量 Wl 在球面上的值等于 a /3 H , 在无穷远处的值等于常量 t /. 只要取调 
和函数 

u i = ^ + 

式中 c 是常量，就能满足上述两个条件.球面上的条件给出 


U+ R = 3R^ BP c =3~ RU 
为了计算 a ， 最后再使用方程 （20.1)， 其形式为 


(20.11) 




利用％=%=()* (20.10)，此方程的形式变为 


du l cx 


△P = -写 


利用 (20.11), 由此可寺辱 


3RU 

C= ~ — 


压强和速度的公式因此，对于上述圆球定常绕流问题，在均匀来流的速度 t / 平行 

于 rr 轴时，完整的解可以通过以下公式表示 出来： 


3RU R 3 U 


3 RUnx 
P = Po ~"^3~ , 

3RU ( 1 R 2 \ 2 3R [/ R 3 U 

u = -—{^-^) x -IT - 

'SRU ( 1 R 2 \ 

3RU ( 1 R 2 \ 


+ U 


( 20 . 12 ) 


3RU 


w =— 


从公式 （20.12) 可知，运动特征 M 的分布相对于与来流速度垂直的平面^并不对 
称 ”• 

在公式（ 20 . 12) 的基础上能够汁算流动区域中任意一点的应力，从而能 
够计算球面上的应力分布，由此容易计算阻力 2) . 黏性流体对圆球的 
总作用力 a 为 

A = J Pn d(T, 

Eo 

式中 S 0 是球面 z 2 + t /+ 2 2 = « 2 (在这里和下文中，法线指向半径增加的方向). 

这种不对称性主要体现在压强上，上游压强大于下游压强. S 然，流线相对于通过球心的 w 
平面是对称的.一译注 


2) 这是直接汁算阻力的常规方法.根据对称性,使用球坐标进行计算比较方便.下面的计算没有 
采用常规方法，而是采用了一种与144页的相关讨论（见那里的脚注）相呼应的方法.一译注 
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定常流动的斯托克斯方程 （20.2) 可以写为静力学方程的 形式: 


由此可知，对 T 流动区域中的任何封闭曲面只要被它包围的流体具有有限的体 
积，并且这部分流体的运动是连续的，则在斯托克斯近似下成立公式 

/一 = /(奢 + 尝 + 警)扣 = 。. (2013) 

E - V 

此关系式可以视为动 ffl •方 程，因为在斯托克斯近似下，在定常流动中忽略加速度 ，所 
以对于任何区域都必须忽略流体动 ft 的变化，即忽略 




在一般情况下，对于任何控制面都有 dQ/dt ^ 0,但因为流体速度很小，所以动 



ft 变化率相对而言是2阶小 fl . 我们在下面将这样 
选取曲面 £•, 使得 dQ/dt = 0,于是可以把关系式 
(20.13) 看做在斯托克斯近似下用来求解流体运动和 
内应力的精确的动 fi ： 方程. 


现在假设控制面由球面和流动区域中任 
何把该球面包围在内的封闭曲面 S 组成.由 (20.13) 
可知 

A = j p n d (7 ― J p n da . (20.14) 


Eo 


m se . 流动区域中的控制面由长如图 86 所示，选取中心位于坐标原点的长方体的表 
方体和球面组成 面作为曲面其各面平行于坐标面，并且平行于 a ： 

轴的棱的长 度为礼 分別平行于 y 轴和 2 轴的棱的 


长度为 26. 根据解的对称性，公式 （20.14) 在: r 轴上的投影给出 


1) 


A X = W 


= 4 J P tx dcr + J p xx da - 


Pzx 


(20.15) 


Ss(l,b) 


Si (6.6) 


5 2 (6.6) 


式中&和 S 2 分别表示长方体的下游面和上游面,它们垂直于: T 轴， S 3 表示垂直于 
z 轴的面（见图 86). 根据对称性，分别垂直于 2 轴和2/轴的4个面上的力是相同的, 
所以对 S 3 的积分具有因子 4. 为了计算上述面力积分，我们来计算 p „ 和 P ZI . 根据 


^对于动量在 a : 轴的投影的变化率，我们有 dQx/dt = ffmvnda, 式中的积分域为长方体表面. 
根据对称性，对所有侧面的积分等于零，对上、下游两个面的积分大小相同而符号相反，因为这两 
个面到球心的距离相同，由解 (20.12) 可知 uOc ) = u (- x ), 并且在上游面上％ = - u ， 在下游面上 
W = u . 因此，对于这样选取的控制面 £• = Eq + E ， 解 (20.12) 精确地满足等式 dQ x /dt = 0. 
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解 (20.12) 和纳 维一斯 托克斯定律.我们有 



(du dw\ 


9fiRUx 3 
+ ~ 2^ ~ _ 
9nRUx 2 z 
~ 2^~ + 


(20.16) 

(20.17) 


式中只列出了主项，其余各项在 r 很大时都是高阶小 M . 

首先在6 — oo 时对 (20.15) 取极限.由 (20.17) 可知，若： r 有限，则 M 在 
r — oo 时具有量级 1/ r 4 , 所以在6 — oo 时有 



利用这个结果和公式 (20.16), 在6 — oo 时从 (20.15) 可得 

W = 9 ^ RU jj [( 72 ^ 2)572 + …_ 仙， （ 20 . 18 ) 

S, 

式中 r / 和0是甲面 A h 的极坐标.括号中的第一项具有 tt 级 1/ Z 2 , 其余没有明确写 
出的各项具冇 K 级 I // 4 .令 r ; = / A ， 在 Z — oc 时取极限，得 


W = / (1 :為/2 = ㈣ 即， 


(20.19) 


闪为在 （20.18) 中没有明确写出的各项所对应的积分在 Z — oo 时趋于零，而 (20.19) 
中的定积分与/无关，积分结果为 1/3. 圆球在不可汉缩黏性流体中运动时，阻力不 
等于零 在这种情况下，公式 (20.3) 中的系数4显然归结为吨，并且在 d = /?时 

C = 67T. 

我们在上面解决了岡球在不可压缩黏性流体中运动的问题.公式 （20.19) 仅在雷 
诺数很小（价 = RVIv « 1) 时才符合实际情况.关于公式 (20.19) 的适用范围，可以 
参考第一卷335页的图 63. 


§21. 不可压缩黏性流体在柱形管中的运动 

我们来研究不可压缩黏性流体在很长的柱形管中的运动，管道横截面具有任意 
的形状. 


1〉 低爾诺数圆球绕流阻力公式 W = 67 TM 班/通常称为斯托克斯阻力公式.容易证明，在上述提 
法下， 由球面上的法向应力引起的阻力（压差阻力或诱导阻力）占总阻力的1/3,由球面上的切向 
应力引起的阻力（摩擦 阻力） 占总阻力的 2/3. —译注 
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W 87. 用亍研究黏性流体在柱形管中的流动 


_ 选取这样的笛卡儿坐标轴，使得 2 轴平行于管轴，并用 S 表示管道在 

xy 平面上的横截面，用 c 表示其边界（图 87). 假设流线是平行于之 
轴的直线，即 u = V = 0, u ; / 0. 我们将在这样的假设下求解运动方程. 

流体的封闭的运动方程组包括连续性方程 


div v = 0 


和纳维一斯托克斯方程 


=- gradp + i/Av, 

P 


这些方程在 h 述条件下简化为以下 形式： 

dw 

石 =0 ， 
dx dy 

dw 1 dp (d 2 w d 2 w\ 

~dF = ~~^rz +l/ {d^^w)' 

从 （21.1) 和 (21.2) 直接可知 

^ = 切 ( 工， i/ ， t), p = p(z, t). 

M 然，只有成立以下条件，方程 (21.3) 才有可能成立.这个条件要求 


( 21 . 1 ) 

( 21 . 2 ) 


(21.3) 


dp (d 2 w 


d 2 w\ dw 


在非定常运动中只是时间 t 这 1 个自变量的函数，而在定常运动中是常量. 

压强 沿管轴 的分布^4_ 

P = -12-f Cl, 


(21.4) 


式中 G 是积分常 M ， 在非定常运动中一般依赖于丙此，压强在垂直于管轴的同 
一个平面上具有均匀的分布，但按照线性规律沿管轴变化,即 p 是2的线性函数.量 

dz 
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是压强在单位 K 度管道 h 的降低值，称为沿管轴的压降.直线 (21.4) 表征压强沿管 
轴的变化.为了完全确定这条直线的形态，换言之，为了计算枨降纟和 Q， 只要给出 
管道的任意两个横截面上的压强值即可. 

计算流场的问题现在假设压降 i 已经给定，我们来研究如何计算流体在管道中的 

运动速度.为了计算 w(x } y, tl 根据 （21.3) 和 (21.4) 有以下 方程: 



而边界 C 上的无滑移条件为 

w = w 0 , (21.5) 

式中％是给定的管壁速度值，该速度平行于 2 轴.如果管壁静止，则 = 0 . 在一 
般情况 F ， 边界 C 可以山若 干条封 闭曲线组成，其中某些曲线可以是运动的.对于 
流体的非定常运动，在计算流场时还应给定《 = to 时的初始条件 

W :， y ， ！(，）= /(工，2/)， 

式中/( X ， 2/) 足已知函数. 

如果研究黏性流体在柱形管中的稳态振动，这时 

i = Rc(i 0 c l ^) y 

式中和 u ; 是给定常 M ， 则在求解时町以把 u ； 写为以 K 形式： 

w(x t y, t) = Re[/,(a?, y)e iuJt \. 


在定常运动中 i = const, dw/dt = Q, 速度 w{x } y) 应当满足右侧为常 ffi 的泊松 


方程 


Aw; =- 


( 21 . 6 ) 


和边界 C* t： 的条件 (21.5). 利用待求函数的一个简单的变换 


切(工， 2/) = y) - 


i {x2 


(21.7) 


可以把上述求解函数 w(x, y) 的问题转化为一个狄利克雷问题，即求解以 C 7 为边界 
的区域 S 中的调和函数也 (x， I/)的问題.其实，把 (21.7) 代入泊松方程(21.6)，我们 
看出，函数呶^， ？/) 应当满足拉普拉斯方程 

d^ d^~ 

根据 w 的边界条件（21.5)，函数少在 C 上的值应当等于 


矽=切0 + ^(工2+沒 2 ). 


(21.8) 




显然，当速度扣0已知时，函数4在给定边界曲线 C 上的值是已 知的. 狄利克雷内 
部问题具有唯一解，所以计算流场 w ( x , y ) 的问题也具有唯一解. 

对于许多形状的横截面，例如圆形、三角形、矩形、椭圆形等形状的横截面，以 
及横截面由两个同心 18] 或非同心圆之间区域组成的情况，上述问题已经得到解决 
只要知道速度矢董 v 的各 个分童 （此处是0, 0, U ；), 就很容易计算应变率张量的 

分量 


这里显然有 


0, el3 = 7 石， 


1 dw 
2d^ 


知道了应变率张贵的分量，利用纳维一斯托克斯定律 

Pij = -P9ij + r ijt 

容易计算应力张贵的分 ft . 在上述问题中，我们有 


_ dw 

r n = r 22 = r 33 = r 12 = 0, r 13 = /i — 


dw 

t 23 =/^. 


由此可知，黏性应力张*的分量~与 2 无关，分量 t 13 和 t 23 是由速度1/；的梯度引 
起的. 

流体运动速度14；与2无关.在定常运动中，每一个流体微元都常速运动，加速 
( dv/dt = 0), 所以作用在流体中任何控制体上的所有外力之和等于零. Hilt , 
也南圭每一个流体微元表面上的黏性应力都与作用在该表面上的压力平衡. 

不难证明，我们所研究的流体运动是有旋的，尽管流线都是 直线； 涡 U ； 的计算 
公式为 

1 I f dw . dw .\ 

2 r ° tV= 2 

静止圆管中的定常流 设静止管道= 0) 的横截面是半径为 a 的圆.令坐标原点 
动问题 位于圆心，则根据 （21.7) 有 


忉(工， y ) =椒 2/)- 


石， 


式中 r = 根据条件 (21.8), 函数 rHx ， y ) 在圆周 C 7 上的值应当是常量，即 

在 r = y / x 2 + y 2 = a 时矽 = ia 2 / A ^ i . 

显然， 

, ia2 


对于三角形、矩形等形状的横截面，上述问题的解是用级数给出的.——译注 
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就是上述狄利克雷问题的解，闪为常量 4 = ia 2 /4/ x 既满足拉普拉斯方程，也满足圆 
周 C * 上的边界条件. 

用以上方法求出函数0之后，我们进一步得到圆管横截面上的速度分布公式 


十 2 ?). 


(21.9) 


阏管横截面 h 的速度剖面 （21.9) 是旋转拋物面. fi 大速度出现于饩轴，在 r = 0 时有 


我们来计算休积流 ffl Q ， 即单位时间内流过管道横截面的流体的体积.我们有 


a a 

= Jw-2nr dr = 岩 / (a 2 一 r 2 )rdr = 


~8 aT * 


( 21 . 10 ) 


我们指出，流量 Q 强烈地依赖于圆管半径 a ， 它正比于 a 的4次方. 
圆管中的平均流速等于 

〜一 W 一 8 “一 2 . 


( 21 . 11 ) 


具有任意横截面的柱对于不可压缩黏性流体在具有任意横截面的静止柱形管中的 
形管中的定常流动的定常流动，现在考虑类似的问题.这时，整体流动的主定参馈 


般性质 


显然是 


( 21 . 12 ) 


其中 a 是横 jtr 面的特征尺寸.这里不需要把密度 p 列在主定参 m 组之中，因为所研 
究的流动没有加速度，流体的惯性并不重要.用主定参 M (21.12) 无法组成无量纲量， 
所以，对于具有任意横截面的管道，根据量纲理论可以得到以下 公式： 


= k i 


Q =岣 


= k 3 


式中心， A: 2 , fc 3 是无量纲常数因子， ia 2 / M 和 ia 4 /M 分别具有速度和体积流量的量纲. 
因此，对于具有任意横截面的管道，最大速度、流量和平均速度对 i，a 和 M 的依赖 
关系在形式上与圆管的情况相同.从以上计算结果可知， 

1 , 7T 1 

= T * 心=了， ^3=- g - 

为了确定因子I， fc 2 , 岣在其他情况下的值，必须进行理论计算或实验测置. 

我们 来计舞 1 流体对 长度为I的一段01管的作用力 h . —方面， 
对半径为 a、 长度为/酬柱形控制体写出的动量方程给出 


丑 = (Pi - p 2 W 2 » 

1) 注意公式 (21.13) 并非直接得自公式（8.7)，因为前提条件有所不同.一译注 


(21.13) 
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式中 Pl 和 p 2 是相距/的横截面上的压强（见图 87). 另一方面，可以根据纳维一斯 

托克斯定律 ^ 

dw 

和 （21.9) 计算流体对管壁的切向应力，在 r = a 时得到 



闪此，管壁上的切向应力处处相同，阻力尺等于 

R = 2nalr 0 . (21.14) 


摩擦系数所 i 胃摩擦系数 C / ， 是指作川力 K 与 fnvl K S / 2 之比 



R 


爭 ’ 


式中 S 是某个特征面积.如果认为 S 是所研究的那—部分宵道的侧而面积，则在岡 
管的情况下，从 (21.13) 和 (21.14) 可得 


c f 



或片利用 （21.11) 把它表示为 


c f 


8/i 


^^av K 


16 



式中 Re = pdw ^ Jii 是常 诺数 ， rf = 2 a 是圆管直径. 

关于上述流动的研究 T 作最早 是由泊肃叶和哈根在19世纪中期完成的 1〉 .在 
实际应用中，这种流 动一般 仅在不高的雷诺数下才能实现.在研究直径很小的管道 
(毛细管）中的流动时，上述流动尤其®要. 


§22. 流体的湍流运动 

雷诺实验考虑以下经典实验 • 某种液体在压强差 Pi - P alm (> 0) 的作用下从一个 
大容器中通 过-根 很长的玻璃圆管流出（阁 88), 同时从漏斗 A 通过一 
根细管向流出的液体中注人被染色的同一种液体.为了控制流 fi ， 可以升高或降低 
容器中的液面高度，或者改变玻璃圆管的长度（从而改变压降 i ). 

只要知道流 M ： 和玻璃管半径，显然就可以计算液体在玻璃管中的平均流速 ^ aVR . 
对液体在玻璃管中的流动进行观察，我们 ft 到，在流速 t /; avs 较低时，被染色的液体 

i 流¥公3 (21^0)~称叶定律,而黏性流体在圆管中的上述定常流动称为哈根一泊 
淑叶流动（在中文文献中通常称为泊肃叶流动).——译注 
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在玻璃管中始终形成一条细线，液体在玻璃管中的流动非常平稳，每一层液体都具 
有清晰的边界.这样的流动很好地符合上述泊肃叶解. 

当流速 W avg 增加时，我们发现，从某一个速度值开始，被染色的液体不再稳定 
流动，整个玻璃管中的液体都被染色，换 言之， 液体微元的速度在垂直于管轴的方向 
上的分量 U 和 r 开始不等于零，在流动中出现横向混合现象. 

如果把上述玻璃管替换为直径更大的玻璃管并重复同样的实验，我们将发现，管 
中的流动在流速较低时仍然是平稳的，但在流速升高后变得不再平稳，被染色的液 
体开始与未被染色的液体发生混合.然时，混合现象在后一种情况下在更低的流速 
下即可出现.如果采用第一根玻璃管和运动黏度 〃 = M / P 更大的另外一种液体 
敏笈 实验，我们将发现，液体在管中发生混合的现象在平均流速 ^ avg 比第一种情况 
史:大时才会出现. 


临界雷诺数 • 层流和 
湍流 


大 M 类似实验可以表明，在对不同介质（水 、空气 、油，等 
等）进行的所有实验中，稳定流动状态的破坏都是在雷诺数 
Re = rw^Ju ( r 是 HI 管半径）等于同样的数值时发生的.该 


数值称为临界雷诺数，用表示. 

在处< / ee „ 时，被染色液体稳 
定流动，而在价 > 时，管中的 
全部流体迅速被染色，流动不足稳定 
的.在通常条件下，圆管流动的临界 
说诺数为 1200—1400. 

我们把流体的那种平稳而有序 
的、每一层流体都具有淸晰的边界、 


亘 亘 


(繼齡(城騮 £• 



并且在与基本运动方向垂直的方向 


阁 88. 雷诺实验 


上没有强烈的无规则混合的流动称 


为早^相反，我们把那种无序的、流体微元不但具有基本的平均运动速 
度且还不断随机地偏离平均运动’方»’非定常流动称为碑 g . 在上述实验中，层 
流在 Re = Re cr 时向湍流转变.对于黏性流体在管道中的运动\ k 层流向湍流的转变 
恰恰发生在确定的雷诺数下，而不是发生在其他某个参数的某个确定值下，这是十 
分自然的，因为可以选取 


r ， M ， P ， ^avg 

作为整体流动的主定参 M ， 并且由此只能组成1个无 M 纲组合一雷诺数.所以，这 
个无 M 纲组合是黏性流体的上述流动的基本的运动特征量和相似参数.湍流并非只 
出现在管道中，自然界和工程应用中的许多流动都是湍流.举例来说,大气层中的气 
流，液体和气体在流体机械以及风洞或水洞中的运动，输水管中的水流，江河中的水 
流，大型物体（如飞机、船舶等）边界层中的流动，这些都是典型的湍流.近来，各种 
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实验装置和技术设备中的等离子体湍流，天体物理学领域中的湍流，例如星云和恒 
星中的湍流，等等，引起了广泛关注. 

实验和一般理论表明，无论流动状态是层流还是湍流,平均压强沿静止管道的轴 
线的变化规律都是线性的.我们在前一节中研究过流体在圆管中的流动，其横截面 
上的速度剖面是旋转拋物面，这样的流动仅在层流状态下才会出现；在湍流状态下， 
平均速度剖面的形状变得比较平缓，管道横截面上的混合与动景交换使平均速度 W 
在整个横截面上基本处处相同，速度仅在管壁附近很薄的一层中才因为无滑移条件 
而迅速减小到零（见阁 88( b )). 

_ _ 在雷诺数远小于丑 e cr 层流对不大的扰动并不敏感.即使 

在外部存在不太剧烈的振动，管道内壁有些粗植，流动在从 
N 容器进人宵道时不够平缓，流动仍然保持层流状态（不转变 

为湍流).在笛诺数接近时，层流运动对这类因素则非常敏感.如果尽 a 避免外 
部振动，使用非常光滑的管道，保证容器中的液体处于安静状态，并让液体进人管道 
时非常平稳，就能够扩大层流状态的存在范闱，使流动在笛诺数岛于1400时仍然保 
持层流状态.如果采用所冇这些防备措施，层流状态就能够在®诺数贵级达到20000 
时一直保持. W 此，我们设想，管道中的层流町能是不稳定的，哈根一泊说叶流动的 
不稳定性导致湍流的出现.这个问题在一 ff 多年以来一直是研究热点，至今在这一 
鈿咸也士不断出现引人关注的新的工作.多数 T . 作致力于研究无穷长管道中的哈根 
一泊肃叶流动的不稳定性.一种流动，若其中的小扰动随时间的推移而消失，我们就 
称之为稳定 流动; 若这些扰动随时间的推移时增长，我们就称之为不稳定流动. 然而， 
更洋细 的分析表明，管道貝.有无穷大的 K 度对该理论而言至关里要.因此，真正实现 
无限长管道中的哈根一泊肃叶流动的不稳定性的发展过程是不可能的，必须考虑有 
限长管道的边界条件.此外，既然实验表明，只要利用一些专门装置来保证流体平稳 
地流人管道，稳定流动就能够在很大范围内存在（在 ile = 20000以内)，所以最应引 
起注意的和看来最有前饫的是那些研究有限长管道中的哈根一泊肃叶流动的稳定性 
的工作，在这些工作中要考虑管道入口和出口截面上的条件.与无限长管道的情况相 
比，提出并研究有限长管道中的稳定性问题要闲难得多， W 为扰动在有限长赞道中 
随时间的演化特性对管道出口和人口条件的形式及组合有很强的依赖关系，扰动在 
沿管道传播的过程中受到这些条件的影响.在管道两端发生扰动的反射，出口与人 
口的边界条件发生相互作用. 

_ 在雷诺数很大的情况下使流动保持层流状态具有璽要的实际 

SJ 义.雜總紐娜 S 祕巾运 动时物 体麵的黏性摩 
擦阻力.实验和理论表明，在相同的雷诺数下，层流边界层（见 §23) 所对应的摩擦系 
数远小于湍流边界层所对应的摩擦系数.所以，人们对保持层流边界层的方法进行 
了大量研究，从而在降低阻力方面获得了巨大成功. 

增加物体表面的光滑度，使其像镜面一样光滑，这有助于保持绕流的层流 状态; 
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即使绕流是湍流，增加光滑度也可能降低阻力.此外，在物体表面制作专门的孔或缝 
隙，使边界层中的流体能够被吸到物体内部，这样也能推迟层流向湍流的转变. 

用实验方法已经证明，只要向物体附近的运动液体中加人微景（几万分之一）特 
殊的聚合物（添加剂)，即可明显影响物体表面附近的流体运动，用这种方法也能降 
低管壁的摩擦阻力 1 添加如此微量的添加剂实际上既不会改变液体的密度和黏度， 
也不会明 M 地通过低雷诺数层流运动中的速度分布体现出来，却能够影响被绕流壁 
面附近的湍流运动.闪此显然可以呑出，在这种情况下需要对我们至今仍然采用的关 
于黏性流体运动的纳维一斯托克斯理论进行重要改进.可以完全确定地说，介质在 
某些湍流运动区域中才能够表现出来的某些性质对纳维一斯托克斯方程所描述的平 
稳的层流运动并不取要 .• 

w 实际速度场就像组成物体的单个分子的不规则速度那样具 
有不规则的非定常涨落.在湍流运动中，流体微元的轨迹极 
其蜿蜒曲折.稍确的测 s 表明，湍流运动的所有流动参景随时间变化的图像都具有 
如阁 89所承的形式.在图中给出 了空间 中一个给定点的密度随时间 t 的变化实例， 
这种变化特点对湍流运动而言是典型的.密度不 
但 k 有主要的变化趋势（图中的平滑虚线)，而且 p 
ft 有不规则的商频涨落.在固体中也能够观察到 A 

状态特征 a 的类似变化，地*仪所记录的地壳振 
动传播信号就是这种类型的曲线. 

研究流体微元在湍流状态下的瞬时运动是 

非常 s 杂的，一般而言其实也无此必要.因为宏 __ 

观观点在描述由大该运动分子组成的气体的运 ， 

动吋取得 r 巨大成功，所以在许多湍流问题中仅 m 89. 空间中一个给定点的密度在湍 
研究平均运动也是合理的.在研究湍流运动时，流状态下随时间的典型变化 
通常引人平均速度分 M 5, 访，平均压强艮平 

均密度 a 平均温度 f 以及运动的其他一些平均特征 m (在这里和本节下文中，上划 
线表示平均化运算).为了确定运动的平均特征 M , 可以提出并求解相应数学问题. 

因此，在湍流运动的情况下，离散介质的连续介质模型中的复杂运动被再次平 
均化，这时出现如何提出运动的乎均特征 M 所满足的封闭方程组的问题，以及如何 


例如，可以从以下文献中获得详细悄况和汁算 结果: 


空间中一个给定点的密度在湍 


i , 2(4): 181 — 186; 


(Vasetskaya 
Fluid Dyn .， 
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在实验中测量平均特征 fi ： 的问题.与前面研究过的一些流体力学分支不同的是，在 
湍流理论中没有并且看来也不可能有统一的方法来研究所有可能出现的问题；为了 
研究不同种类的流动问题，人们提出各种湍流理论.现在，对于管道、大气层、喷气 
发动机尾流中的湍流以及许多其他情况下的湍流，已经发展出各不相同的湍流理论. 

建立湍流运动模型的实际尝试表明，在建立湍流理论封闭方程组的过 
程中，平均运动特征 M 的引入方法一般而言并不重要；然而，这些方法 
是发展各种平均量的实验测量方法的主要基础，为了对理论结果与实验数据进行对 
比，必须 f 解这些平均量的特性. 

我们在这里给出某些可能的平均化方法，以便汁算瞬时运动特征 M 的平均值.设 
A ( x , 3 /, t ) 是湍流运动的某个瞬时特征 S . 在空间中的仟何一个固定点都可以把 
A 对时间 f 进行平均，平均值 A 等于 


t+T/2 



t-T/2 


式中的时间间隔了既远远大 T 单独涨落的时间间隔.也远远小于平均特征 ffi 发生明 
显改 变的时间间隔（平均运动可能是非定常的) .. 

另一方而，在确定时刻《可以把 .4 对体积进行平均， 

AdTi 

V 

并且体积应当满足的条件与上面对时间间隔 r 提出的条件类似.还可以 同时对 
时间和体积 K 进行平均化运算. 

对上述 时问平 均和空间平均方法还可以进行加权处理，例如， Z 的平均值可以 
定义为 

t+T/2 

/ Ag(t)dt, 

t-T/2 

式中 p ⑴是某个给定的函数.在不同问题中可以采用不同方法来选取 V 和: T ， 伹在 
已有的应用中可以认为平均化运算的结果与 v 和 r 无关. 

在许多情况下可以使用概率方法进行平均化运算，平均值 Z 经常被定义为/ I 的 
数学期望. 

在引人平均值 Z 之后，可以把瞬时值>1表示为以下 形式： 

A = A + A \ 

式中 A ' 是 A 的涨落最.涨落量的平均值等于零， 


疋= 0. 
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平均化运算的性质我们要求平均化运算在所有情况下都具有以下性质： 

(1) 和的平均值等于平均值之和, 

十 B = >4 + 

(2) 湍流运动的瞬时特征踅的偏导数的平均值等于平均值的偏导数， 

dA ^dA 

(3) 如果在两个最中只有一个 tt 具有湍流涨落，则这两个量的乘积的平均值等于 
其平均值的乘积.例如 ， H = 0. 两个具有湍流涨落的 跫的乘 积的平均值不平 
均值的乘积， 

AD ^ AB , 

im 是等丁•平均值的乘积与相疢涨落 a 乘积的平均值之和， 


我们指出，如果平均值是通过对时问或空间的积分定义的，则平均化运算的上 
述性质仅仅近似成立 

对速度 u 进行平均化运算， u = n + u'. 速度的平方 ti 2 的平 
爲盟用不 ㈤均值不等于 u 的平均值的 平方： 



我们也可以把通过其他方式引人的宏观 M P 称作 u 2 的平均值，例如 

5 = u 2 . 


这时，可以把瞬时值 U 2 写为 


U 2 = + u 2/ = U 2 + u 2， \ 

并且 

P = 0，但 i ? 77 / 0. 

如果用同样的方式引入在流体力学中出现的 P , u ， v ， 叫 p ， T ， {/，石， dA 等位的 
平均 值，则对于这样平均化的连续介质，其运动特征量将不满足实际的瞬时运动所 
满足的那些基本守恒定律和状态方程. 

其实，例如，如果我们在研究完全气体的湍流运动时对 p ， p , T 使用同样的平均 
化方法，则 

p = pRT — pRT + ffT'R. 


性质疋= 0在概宇平均下严格成立，在时间或空间局部平均下近似成立.——译注 


平均 tt 不满足克拉珀龙方程，因为存在 W ' R 这一项.如果保持克拉珀龙方程的形 
式对我们来说更加方便，就可以选择另一种方法对 p 进行平均化，可以引人沅使 


于是 p = p +- p 7 = p-f p '\ 并 fl 




在各种湍流理论中，对于确定的一组基本 tt ， 例如 P ， P , 可以用同样的某种 
方法引入平均值，其他一些量的平均值则是根据约定引入的，以便基本物理定律具 
有这些景在实际瞬时运动中的通常定义下所对应的形式 1》 • 

我们来研究不可压缩黏性流体的湍流运动.众所周知，封闭 
的运动方程组这时由连续性方程和动量方程组成，它们在笛 
35 卡儿坐标系下具有以下形式： 


dv k 

dx k 




( 22 . 1 ) 


( 22 . 2 ) 


式中疗是黏性应力张 M 的分 ffi . 对于黏性流休，~依赖于对于不可压缩各向 
M 性线性黏性流体，根据纳维一斯托克斯定律有 




(22.3) 


我们在下而将不限定对的依赖关系，这甲.仅仅指出， 7^ fc 在一般情况 F 
能够依赖于的汙数.利用连续性方程 （22.1) 和条件 dp/dt = 0容易证明，纳维 
一斯托克斯方程的左侧可以写为 




(22.4) 


湍流运动的许多理论研究的前提是假设不断发生涨落的非定常瞬时运动满足方程 
(22.1), (22.2). 然而， W 为湍流运动中的流体微元轨迹蜿蜒曲折，极度铤杂，所以通过 
求解这些方程來研究湍流运动是-项繁琐而复杂的任务.由此就提出寻找平均量之 
间的函数关系的问题. 

只要对描述瞬时运动状态的方程（22.1)， （22.2) 进行平均化运算，即可得到平均 
M 的运动方程. 

对连续性方程 (22.1) 进行平均化运算，根据相应运算性质容易得到平均量的连 

” 参见 ： Wilcox D . C . Turbulence Modeling for CFD . 3 rd ed . La Canada : DCW Industries , 2006. 

这本教材的第 71 章给出了可压缩流体湍流运动的数学表述，详细讨论了对不同的量采用不同的平 
均化方法的相关问题.~~•译注 



续性方程 


dv k 

应 =0 ’ 

其形式与瞬时速度所满足的连续性方程 （22.1) 相同. 

现在对运动方程进行平均化运算，其左侧已经预先写为 （22.4) 的形式.因为 

pv^ = pVi^ + pv'^ 

(密度 P 是处处相同的常 fl :)， 所以显然得到以下 方程： 


警 +響 = 去 吸戶 _卜 1 ， 2 , 3 )- 


(22.5) 


这个方程称为审哮夺爭. 

如果 r 卜< (岢能还包括^的导数）之间的关系是线性的，并且 /i = const , 
则吉 对。的表达式就是疗对〜沒的表达式.所以，《诺方程 (22.5) 与瞬时运动 
的动 tt 方程 (22.2) 之间的 K 别仅仅在 f 形如 


的那些项. 在黹 诺方程中 


dpv [ v ,k 

dx k ~ 




这6个 M 称为湍流应力 . 我们指出，气体中的瞬时应力~也可以用类似的公式通 
过分子微观速来 . 湍流应力对流动平均特征 E 的依赖关系在不同类型的 
问题中可能具冇不同的形式，这些关系式需要根据专门的假设或实验结果来建立或 
提出 • 

W 此，在对瞬时运动的非线性方程进行平均化运算之后，我们得到比方 程数口 
史多的未知山此可知，为了在数学上研究平均的湍流运动，仅有流体力学方程是 
不够的，尽管这些方程对 T 研究瞬时运动已经足够了.所以，只有根据某些附加的定 
律或假设 I 有可能对平均的湍流运动进行全面的理论研究，而这些附加的定律或假 
设的正确性归根结底只能来自实验. 

关于湍流应力对平均速度及其梯度的依赖关系，存在着各种各样的简单而 fl 然 
的假设，利用这些假设就能够在理论上提出并求解涉及湍流运动的一些主要的个别 
问题.关于湍流的许多研究X作的内容就是研究这些假设的正确性.对于任意的平 
均的湍流运动，目前还没有一般的数学提法，甚至连是否能够给出这样的数学提法 
还根本没有研究清楚. 


湍流应力也称为雷诺应力.——译注 

2) 参见： E . M . 栗弗席兹， Ji - n . 皮塔耶夫斯基.物理动理学.第二版.徐锡申，徐春华，黄京民译. 
北京： 高等教 ff 出版社， 2008. 第一章 §8. —译注 
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有时使用类似于纳维一斯托克斯定律 (22.3) 的一个 假设： 

T ik = T ik - = 从否 ifc ， （22.6) 

式中 Ml = ^ + M ， M 是湍流黏度 1 】 . 与分子黏度 / x 不同，湍流黏度 M 依赖于平均 
流动的动理学特征量. 

我们指出，纳维一斯托克斯定律对湍流运动而 g 是一个次要的定律，因为这时不 
必研究~对 e <>/3 的依赖关系，可以直接提出$对^^和其他一些平均运动特征 
位的依赖关系假设，从而完全不用考虑纳维一斯托克斯定律.此外，一般而言，纳维 
一斯托克斯定律并不反映流体在湍流运动中表现出来的那些重要性质. 

§23. 层流边界层方程 

勻理想流体的运动方程相比，黏性流体的运动方程是更高阶的微分方程，这就 
要求对运动介质所在 区域提 出更多的边界条件.例如，流体在运动物体表面或静止壁 
面 i : 的无滑移条件和应力矢的各个分 tt 在两种介质的接触面上保持连续的条件就 
是典型的这样的边界条件. 

在研究理想流体绕物体流动的问题时，绕流条件!)彳结为流体速度与物体速度在 
物体表面上 a 有相同的法向分 a . 因为流体速度与物体速度在物体表面上具有不同 
的切向分 tt ， 所以在理想流体模型下，流体微元能够沿物体表面滑移.不难看出，黏 
性对速度场的影响就是通过禁止这种滑移的边界条件而明显表现出来的. 

以物体在不可压缩流体中的运动为例，可以很好地说明这种情况.我们在前面 
洋细研究过不可压缩流体的势流与被绕流物体的相互作用.容易看出，相应势流的 
流场和 / K 强场也是纳维一斯托克斯方程的精确解.这个结论 fi 然成立，因为不可压 
缩流体的势流满足方程 


A(^ = 0, grad Ay? = Av = 0, 

于是 fiAv = 0, 即纳维一斯托克斯方程在这种情况下就是理想流体运动的欧拉方程. 
由此显然可知，当固体以同样方式分别在黏性流体和理想流体中运动时，黏性流体 
所对应的速度场不同于理想流体所对应的速度场， W 为这种不同与黏性流体运动所 
应当满足的无滑移边界条件有很大关系 2) . 

实验和定性的理论方法指出，在高雷诺数的某些重要情况下，流体 
^ ^ " 边界上的无滑移条件仅对该边@附近$域内紧贴被绕流物体表面的 

了旱琊峥的运动 有重要 影响. . 

' -浼+士十边界层理论一在黏性流体边界上很薄的一层流体内不能忽略黏性. 

湍流黏度也称为涡黏度，它不是流体本身的物理属性.为: r 强调湍流黏度与普通的黏度 p 的 
区别，有时也把后者称为分子黏度.假设 （22.6) 称为布西内斯克假设.——译注 
2) 由于无滑移条件的存在，在物体表面附近，流动一般是有旋的.——译注 



§23. 层流边界层方程 


在这个理论中认为，在主要流动区域中可以采用理想流体模型，而边界层中的流体 
应视为黏性流体，这两种流动在边界层外缘上连续地汇合在一起.对黏性流体流场 
结构的这种观点在很多典型问题中是可以接受的，但是也存在不符合实际情况的大 
讀实例.只冇深人了解边界 S 理论.才有可能比较明确地解释，在哪牲问题中不能采 
用这个理论，从时比较明确地界定边界层理论的成用范围. 

边界层理论给出了丰硕的成果.其原因有二.第一，有了这个理论，就能够在已 
有的砰:想流体方程的解的基础上构造黏性流体运动理论.第二，复杂的纳维一斯托 
克斯方程在很薄的边界层中能够被替换为更简单的边界展方程. 

边界层理论中的方程和基本槪念是由 L . 普朗特在1904年建立起來的. 

就像管道中的流动那样，流体在边界层中的运动状态可能足层流， 
层壬 也可能是湍流.在不同状态下，边界层中的层流运动或平均的湍 
流运动的基本特性和规律有显著 k 別.我们在下面研究层流边界层理论. 

为了得到边界层方程，我们来研究一个 
基本的模型问题.设不 nr 压缩黏件流体均匀 
米流绕静止平板流动，平板平行于来流方向 
(W 90). 边界层方程是在 ffi 级分析的基础 
I . 得到的，这时要对纳维一斯托克斯方程中 
各项的 M 级进行估计，然后忽略 a 级较小的 
项，仅仅保留 M 级冇限的项. 

对于 zy 平面上的不可压缩黏性流体平面运动，我们有以 K 运动方程 1〉 ： 


du 
瓦 + 

du du l dp (d 2 u d 2 u\ 

( 23 . 1 ) 

1 

1.1 6 *( 1 / 6 ) 

1 1 / 6 2 


dv 

di^ 

dv dv 

w 

+l/ ( d2v + d2v \ 
pdy \5x 2 dy 2 ) 

( 23 . 2 ) 

6 

\-S 6i 

6 i/6 



du 

di 

dv 

+ Ov =0 ' 

( 23 . 3 ) 


设/是某个特征 K 度，例如平板的 K 度.我们用 (5 表示边界层的“厚度”.依照 
基本假设，我们认为沿法线方向到被绕流物体表面（平板）的距离为 J 的地方是边界 
层的“外缘”，这里的速度与外部主要流动速度基本相 N 2) (以百分数或其他某个比 
例表示出来的速度差实际很小，这取决于附加条件). 


我们用 s <5 (边界层 厚度） 来估计这些方程中各项的 a 级，并把结果写在各项的下方.稍后将 
分析这些玢级的止确性. 

2) 这样定义的边界层厚度一般称为名义厚度.一译注 


U/) 



X 
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量 <5,或者更确切地说，比值 彡 / Z ， 是基本的小参数.作变换 


x = it y = ^n 、 

并假设变 M 《， n 和 x 在边界层中的变化范围是有限的，而变量 y 在边界层中的变化 
范围具有傲级&进一步还认为，最⑷（来流速度)， u (: r ， 2/，《)，它们对时间的导数， 
以及导数加/加和 d 2 u / dx 2 在边界层的内部和外缘上是有限的. 

因为 W 和7/的变化范 M 有限,所以从等式 

du 一 1 du d 2 u 一 1 d 2 u 
dy 一 8 dr ]' dy 2 6 2 dr ) 2 

得到 

du 1 d 2 u 1 

n 、 ㉛ 〜及 • 

此外，从连续性方程 （23.3) 有 


v = - 


j 踅 dy 〜 6 . 


d 2 v 1 dv 


根据这些估计，在方程 （23.1) — (23.3) 的各项之下写出了相应墩级. 

方程 （23.1) 表明， 在/和 f ； 有限时，比值 *//# 也应有限，所以在无设纲形式下 

应有 

即 (234) 

这些粗略的估计就是在边界层中简化纳维一斯托克斯方程的基础.在方程 （23.1) 和 
(23.2) 中仅仅保留 M 级有限的项，得到以下边界层 方程： 

du du du 1 dp d 2 u 

( 23 5 ) 

g = o 或 p = p (： r ，0. 

边界层方程组还必须包括连续性方程 （23.3). 方程 （23.5) 仍是非线性的.在横穿边 
界层时，压强保持不变，所以边界层中的压强等于主要流动区域中的压强在边界层外 
缘上的值.可以使用理想流体理论来计算主要流动区域中的压强，因此可以认为，方 
程（ 23 . 5 )中 dp / dx 这一项是已垮 

与纳维一斯托克斯方程未是，在许多重要情况下能够求出边界层方程组 
(23.5)， (23.3) 的解.如果进行近似计算，则利用该方程组不仅能够研究平板边界层中 
的运动，而且能够研究弯曲表面上的边界层中的运动.在一般情况下可以认为，坐标 
x 代表沿物体表面的弧长，而坐标轴 y 垂直于物体表面.函数 U ( x t t ) 给出边界层外 
缘上的速度，它是理想流体理论中的相应问题的解.为了考虑被绕流物体表面的弯 
曲情况以及更一般的三维问题，可以对方程 （23.5) 进行修正. 



§23. 层流边界层方程 
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可以用 K 述方法给出方程 (23.5) 的更正式的数学推导过程，这时可以把相应假 
设用史明确的方式表述出来.对方程 （23.1) — (23.3) 进行以下 变换： 



u = U 0 u u V = ^ 1 ，V = P^lv\^ ( 23 . 6 ) 


式中 Z 和％ 是某些常量——特征长度和特征速度.变换后得到 


du x 

^7 

1 

Te 




du 


dx ， 


du x dp x 

+v ^rs 


+ 


d 2 u x d 2 u x 


㊉ 


dv l 


象)=-象 


Re dx \ dy \ 
1 d 2 v x 


d 2 v l 


Re 2 dx \ Re dy ^ 


IM 0 , 


(23.7) 


式中 Re = Uol / i ^ 是雷诺数.这些方程是用相应无量纲 ft 写出的精确的纳维一斯托 
克斯方程. 

现在假设 （23.6) 和 (23.7) 中所有带下标1的量在 fie - oo 时仍然是有限的.在 
fle - oo 时对 (23.7) 取极限，我们得到 



根据 (23.6) 对这些方程作逆变换，又得到方程 （23.5) 和 (23.3). 因此，在某种意义上 
讲，可以把边界层方程看做纳维一斯托克斯方程在雷诺数/^ = U Q l / v 趋于无穷大时 
的极限形式. 

在绕流问题中必须在以下边界条件下求解方程组 (23.8): 在 yi = 0时七 = Vl = 0 
(物体表面的无滑移条件)，在&= 00时 1 > u ^ U/Uo (边界层外缘条件)，并且在边 


D 从边界层内到边界层外，速度逐渐恢复到主要流动速度.如果认为纵向速度分量 ti 达到主要 
流动速度的99.5%的地方是边界层外缘，则边界层外缘条件本来应当写 为：在 Vl 时 

U , = 0.995 U/UO (在 V = <5时 ti = 0.995 U ); 但是因为边界层的名义厚度 <5事先是未知的，所以这样 
的表述并不实用. 根据# 级估计的结果（23.4)，边界层外缘对应某个有限的 Vl ， 而这样的点其实距 
离被绕流表面很近，因为边界层很薄.即使让 yi 的值再增加若干倍而变得很大，相应的点仍然距 
离被绕流表面不远.因此，为了把边界层内外的流动渐近地连接起来，可以认为 

lim u^x,, y lt = lim V, 

oc V—0 Uo 

这就是文中的边界层外缘条件.此外，因为边界层外缘条件不涉及横向速度分量《，所以边界层理 
论给出的速度场在边界层外缘上一般会有间断，但间断值很小.——译注 
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. 不可压缩流体的平板边界层•布拉修斯问题 



现在对方程 (24.1) 和边界条件（24.2)， (24.3) 进行 变换: 


= 化 1 ， y = u = U 0 u l , v= 


结果是 


du x du, d 2 u l 

^1 + 笋 =0 ， 

ox^ dy l 


(24.5) 


(24.6) 


在 A 彡0, y , = 0 时 〜= Vl = 0， 

在 叭 = oo 时 h = 1. 

W 为函数 4 ( 0 :,， yi ) 和 ^( x ,, y x ) 所满足的方程和边界条件不包含参 tt 乂所以问题 
(24.5) — (24.7) 的解应当与/无关•从 (24.4) 得 


i =Ui=/ (^fe-' 念 ) =/ ( 念)， (248) 

vm =v ' = 青 ) = wA^)' 

因为自变 ffi ― %== 包含参世/，而解与之无关. 

从公式 (24.8) Ml 知，偏微分方程 （24.5) 和 (24.6) 可以化为常微分方程，其独立 
fl 变量为 

C = ^ = _ L =. 

v/^ y/i^x/Uo 

从连续性方程 (24.6) 可知，在不珂 m 缩流体平阁运动的一般情况下存在流函数 
V ; (^ i * Vi ) (见第一卷第七章)： 


设 /(€) 的原函数为 wa 即 


drp drp 

f(0 = /(O = ^ ’ 




必= 


因此，根据连续件方程，速度分量 u , 和％可以通过函数 ^( 0 表示为以下 形式: 


u l = 〆 (《)， 

v l = - 冰 )1 


(24.9) 
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把 (24.9) 代人运动方程 (24.5), 经过简单整理后得到 

2^(0 + ^(0^(0 = 0. (24.10) 

必须求出区间0 < < < oo 上 的函数 ^),它满足三阶非线性常微分方程 (24.10) 
和以下边界条件： 

p (0) = 〆 (()）= 0， <^'(00) = 1. (24.11) 

这些边界条件来自 （24.7). 为了确定函数#($)，需要求解的问题是边值问题.如果利 
用方稈 (24.10) 的解的下述一般性质，就容易把这个边值问题转化为柯西问题，这时 
所有边界条件都是在区间的一端提出的. 

设外⑹是方程 (24.10) 的某个解.直接验算即可证明，函数 

^(0 = a ^ ia 1 ^) (24.12) 

也是方程 (24.10) 的解，其中 a 是任意常数. 

现在令 < p 0 ( O 是方程 (24.10) 的以下柯西问题 的解： 

^ o ( O ) = ^ o ( O ) = 0, v ^ o (0) = I - (24.13) 

对于 《 > 0,不难用已知的数值方法求解这个柯西问题 ， 根据计箅结果可以求极限 

= 并且 0 /2 = ^. (24.14) 

现在计箅公式 (24.12) 中的常数 a , 以便满足 (24.11) 中的最后一个条件 oo 
时的条件).我们有 

^(0 = a 2/ V 0 (”)， ” = Q 1/3 C, 

〆’(《) = <(”)，/ 7 (0) = a. 

由此可知 

lim ^(0 = Ck 2/3 lim %(”）= a 2/3 fc . 

C —30 r/—oo 

显然，只要取 a 2 / 3 A : = 1, 即可从公式 (24.12) 得到待求函数 W 0. 根据 （24.14)， 这时 

q = AT 3 〆 2 = 0.332. 

因此，在得到柯西问题 (24.13) 的数值解 外 (0 之后，公式 （24.9) 和 （24.12) 就给出 
完整的解. 


最初，布拉修斯利用级数展开法得到了近似解.现在，利用诸如 Maple , Mathematica 等数学软 
件计算类似问题的数值解极为简单.——译注 


不可压缩流体的平板边界层.布拉修斯问题 


摩擦阻力现在计算平板表面的黏性摩擦应力的切向分 M T . 根据纳 维一斯 托克斯 
定律，我们有^ 

r = ^(|) 。一。。 =( ^/^ = 。. 332 ^^. (24.15) 

摩擦应力与坐标0：有关，随 Z 的增加而 减小. 

平板表而矩形部分所受阻力等于 

L 

R = b J rdx = d 664 by / pfiLU §, (24.16) 

o 

式中6为矩形的宽， L 为矩形的长（从平板前端起沿来流方向).由此可得摩擦系数 2) 

R ,028其中 ^ 

Lf — pbLUS/2 - v / 瓦，兵甲份 v . 

因此，这时的总阻力正比于来流速度％的孓兮芩 H 冬亨，摩擦系数反比于雷诺 

数的平方根. . 

我们还记得，在不可压缩黏性流体中匀速平动的物体所受到的阻力在低雷诺数 
的悄况下正比于速度的7年夺，而对于在不可压缩理想流体中匀速平动的物体，相应 
阻力在达朗贝尔佯 谬不七 情况下正比于速度的二次方. 

边界层的名义厚度和根据 • （24 9) ， 

位移厚度 

分布曲线的形状如图90所示.如果边界层名义厚度 y = 5 由诸如 u / Uo ^ 0.995 的 
条件定义，即速度相差大约0.5%: 

Uo-u^s O.OObUo, 

就可以从方程 

。一乂点） （2417) 

来计算 J 的值.根据函数 〆 (《）的计算结果，从 （24.17) 可得 



n 从切向应力公式 (24.15) 可以看出，布拉修斯解在平板前端具有奇异性，这里的应力等于无穷 
大（速度分量 t ; 也等于无穷大).显然，在平板前端附近不能使用边界层理论.一译注 
2) 在雷诺数 Re = UoL/u 的 fi 级为10 4 —10 5 时，平板边界层的布拉修斯解给出的相关结果与实 
验相符.在更髙的雷诺数下，层流边界层理论不再适用.——译注 
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对于很大的速度％、很小的运动黏度 r = M / P 和适当的坐标: T ， 边界层的名义厚度 
6 是非常小的. 

在 : r > 0且 y > 0时，在远离平板的地方，流线闪为流体在边界层中减速而向外 
偏移了 距离& (阁91)，这个距离称为边界层的位移厚度 1》 .位移厚度的计算公式为 

OO OC _ _ 

j ( U 0 - u ) 知 = U 0 /【1 一/⑹1狀^ = " 0 .1.72^， 

0 0 

即 

在求解关于物体绕流的其他一些问题时，如果边界层外缘的压强分布是给定的, 
就可以用类似方法计算边界层的名义厚度 J 和位移厚度 V . 在某些情况下，如果让 
物体稍微膨胀一些，使其表面在法线方向上向外移动的距离等于位移厚度就可 
以根据外部理想流体绕流的结果进一步获得物体表面上史精确的压强分布. 


§25. 边界层流动的某些重要效应 

在物体绕流问题中，物体表面的压强等于边界层外缘的压强，它是一个变 fi . 所 
以，方程 （23.5) 中的纵向压强梯度（偏导数 dp / dx ) 不等于零. 

^ 在物体表面上压强等于极小值的点 dp/dx = 从这一点到前驻 

^ dp/dx < 0 , 在跡压强点之蹄琴 a ; > 0. 

在定常绕流问题中，根据无滑移条件 u = v = 0 和方程（23.5)，在被绕流物体表 

1) 类似于位移厚度的定义方法，还可以引人边界层的动曾损失厚度（简称动童厚度 ）W 在远离 
平板的地方，流线向外偏移的距离 <?• 是位移 厚度； 在该流线与平板之间的区域,来流的动为 
流体在 边界戾 中减速而有所损失.动 M 损失厚度被定义为单位时间内通过单位宽度横截面的流体 
的相应动 a 损失与〆 / Q 2 之比.利用位移厚度公式不难得到动屋损失厚度公式 

OC 

6" 说 = J u((/o - u)dy. 

0 

根据布拉修斯问题的数值解，我们有(5-=0.664^/^^0.显然，阻力公式 （24.16) 可以通过动量损 
失厚度表示为 ft = P UgS ： ， 这实际上是积分形式的动量方程的推论.——译注 



. 边界层流动的某些重要效应 



W 92. 在点有 r = 0, 这里出现边界层分离.速度分布曲线上的点 o 是拐点 


面成立方程 


(01， 


(25.1) 


此外，被绕流物体表面的黏性摩擦应力等于 




纵向速度分布曲线是边界层的東要特性.图92给出 dp/dx ^ 0时边界层中的 
各种形式的纵向速度分布曲线.在点丑，曲线 ti ( y ) 的切线垂直于被绕流物体表面，所 
以 du/dy = 0 ,于是 t = 0 . 在点丑左侧 r > 0 ,在其右侧 t < 0 .在点 B 出现边界层 
分离，点 B 之后的流体逆向运动. 

在经过点 B 的曲线 u ( y ) 上一定存在拐点 D ， 所以在点 B 有 ff ^ u / dy 2 > 0 ,根据 
(25.1) 则有 dp/dx > 0. 因此，分离点 B 应当位于极小压强点之后，而在极小压强点 
有 t > 0, d 2 u / dy 2 = 0. 如果压强沿物体表面单调下降，就不会出现边界层分离.边 
界层分离伴随着边界层厚度的急剧增加，从而能够导致外部主要流动状态的显著变 
化，这时的主要流动已经与流体黏性有重要关系 1》 . 

剛而 _层中的：运动既可能是层流,也可能是在•诺数下，在 
' 被绕流物体表面的前部形成层流边界层，它在到物体前端某 

一距离的位置转变为湍流边界层.在边界层中，层流向湍流的转变也像管道中的流 
动那样发生在特定的标志下一存在临界雷诺数.层流边界层转变为湍流边界层的 
现象与管道中的层流运动转变为湍流运动的现象具有很多共同点. 

过渡 k 或过渡点的特征是，边界层中的速度、压强、（可压缩流体的）密度等最 
开始发生强烈的涨落.-般而言，层流边界层横截面上的速度分布与湍流边界层横 
截面上的速度分布截然不同.在湍流边界层中，流体的宏观微元也像管道中的湍流那 
样具有强烈的横向混合，从而导致横截面上的平均速本处处相同.与此同时，在 
被绕流壁面上的无滑移条件的约束下，在壁面附近出现更大的速度梯度，这就导致 
壁面上的摩擦力和相应摩擦阻力大幅增加. 


因此，边界层理论在分离点之后不再适用.一译注 
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在表面光滑的物体被绕流时，在被绕流表面的湍流边界层中有一层非常薄的层 
流底层，其中的流体速度一般不大，基本上没有速度涨落，但是速度具有非常大的横 
向梯度，从而引起很大的摩擦应力 t = ndu / dy . 

同管道湍流计算的情况一样，对湍流边界层进行理论研究和计算的基础是关于 
平均速度和 K 他-•些平均特征量的分布规律的一些半经验结果，以及利用各种守恒 
定律建立起来的一些专门的积分关系式. 

，飞机、船舶、潜艇等流线型物体在流体中运动时，由黏性摩擦引 
綱 E 力战 阻力 w 5 G % 2 9 G %. 眺 ， i W 边界层麵论和方 
法以及能够影响边界层流动性质的方法具有非常重大的实际价值. 

湍流边界层的摩擦阻力与被绕流表面的粗糙程度有密切的关系，这一点在§22 
中已经指出，并且在粗糙程度降低时摩擦阻力也明 显降低 （降低粗糙程度的措施在 
于消除被绕流表面上的各种不平幣 W 素： 凸起的铆钉和焊缝，表面的波纹，等等，换 
H 之，应把被绕流表面加工得像镜面一样光滑 >. 

对于流线型物体，若能使边界层尽 fl 保持层流状态，或者说，若能消除引起扰动 
的各种因家，使边界层不转变为湍流状态，就能获得特别巨大的好处.通过各种专门 
措施可以使层流边界层向湍流边界层转变的位置沿物体表面向下游移动，从而大幅 
降低阻力（有时能够把阻力降低到原来的一半甚至更少). 

可以采用多种方式来维持尼流边界层的存在，现举例如下 .（1) 采用专门的不会 
引起分离的流线型外形，保证压强分布的平稳性.我们指出，流动分离的产生一般与 
边界层的快速湍流化有关. （2) 使被绕流表面像镜面一样光滑.如果被绕流表面明显 
粗糙，或者在表面上存在各种凸起，就会提早引起边界层的湍流化 .（3) 因为来流的 
不均匀性和各种扰动（例如由各种振动引起的扰动）很容易让边界层提早失去稳定 
性并进一步转变为湍流边界层，所以在某些情况下可以把 G 经减速的流体从边界层 
中吸走，从而维持边界层的层流状态. 

上面研究的是层流边界层分离问题.湍流边界层也可能发生分离，这种现象就 
像层流边界层分离的情况那样也与流体在压强上升区域中的运动有关（压强在流动 
方向上不断升高导致流速降低). 

层流边界层或湍流边界层并非不可压缩流体运动所特有，它 
触是 气体运性.在气体边界层纖麵±，不仅速 
度因壁面无滑移条件而剧烈变化，温度、密度、在某些情况下甚至连气体的化学组分 
也剧烈变化. 

在滞止温度和静力学温度很高时，在气流中能够出现各种类型的物理化学过程， 
这些过程不仅涉及电离、化学反应以及被绕流物体表面的熔化和气化，而且涉及扩 
散和辐射.这时，被绕流物体与气体或液体之间的传热性质具有特别重要的意义.当 
物体在气体中高速运动时，传热问题和物体被加热的问题在很大程度上就是边界层 
问题.尽管边界层很薄，所有上述现象在边界层内部仍然具有重要意义. 


. 根据给定的涡量和散度计算速度场 


§26. 根据给定的涡 量和散 度计算速度场 

我们来回忆速度场的散度和涡董的概念.设速度分量 ^(x 1 , X 2 , X 3 , t) 在欧几 
黾 得空间的某个区域沴中是空间坐标: C* 和时间《的分段连续可微函数，则对于速 
度场 v = v^i 的散度 e(x 1 , x 2 j x 3 t t) 和祸量 x 2 , x 3 , t), 我们有 

e = divv = 

e l e 2 e 3 

w = 士 rotv== 丄 AAA, 

2 dx { dx 2 dx 3 

v l v 2 v 3 

式中 e, 为基矢 tt, 9 = det( 9ij ) t 9ij 是度规张 M 的分量.在笛卡儿坐标系中 (7 = 1, 
ei = e\ 我们 Q 经在第二饫中详细阐述了不变 M e 和 u; 的力学意义.对 T- 不可压缩 
流体,在没有质 M 源时 e = 0,在 w / 0时介质的运动是有旋的. 

描推的年暑极'+ u ,. mu 

何矢⑽繊引人不迎 s 和 w 觀肺卜述舰能够被 
e ^ 应用于任何矢 tt 场，而不仅仅是速度场. 

例如， 对丁定 常电磁场，从麦克斯韦方程（见第一卷第六帘）可知，磁场强度矢 M 
H 满足方程 


rot H 


47 T . 


div H = —47 rdiv Af . 


式中 j 是电流矢 M ， M 是磁化强度矢®.如果没有磁化，或者成立关系式 JVf = k x H 
( k x = coast ), 则 

div H = 0 . 

对于定常电场，从麦克斯韦方程可知，电场强度矢量芯满足方程 


rot E = 0 , div E = 4 n ( p e - divP ), 


式中 P 是极化强度矢 ffl , p e 是电荷密度.如果没有极化，或者成立关系式 P =岣丑 
( k 2 — const ), 贝!1 

(1 + Ank 2 ) div E = 47 rp c . 


根据给定的 e 和 u ; 计下面研究逆 问题: 根据待求矢量的散度和旋度计算该矢 tf ： 场 • 
算矢置场 力学和物理学的许多理论与这个问题有直接的关系，在提出 

问题时会预先给出待求矢暈的散度和旋度，或者通过求解辅 
助方程能够汁算出待求矢 S 的散度和旋度.根据 M e 和 u ; 计算相应矢量场的重要问 
题就是这样出现的. 

为了术语上的方便，下面将讨论连续介质运动的速度场 t ；、 散度场 e 和涡量场 a ;. 
下述理论是运动学理论，不直接涉及介质的性质.介质的动力学性质和物理性质可 
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以通过给出函数 e ( x \ x 2 , a : 3 , t ) ^ z 2 , x 3 , t ) 对坐标尤其是对时间 t 的依赖 

关系而明显表现出来. F 面得到的公式和结果适用于各种矢 M 场的理论. 

首先考虑在无界空间中计算速度场 t ; 的问题，这时在全部空间中给定了标量场 
e 和矢量场 o ;. 在以下结果中，时间《仅仅是外部参量.根据条件，我们认为 

在凡 =\/ 工 2 + 2/ 2 + 之 2 — oo 时 e —* 0, cj — > 0, 

即 e 和 u ; 在无穷远处等于零 Or , y , 2是空间点的笛卡儿坐 标). 我们将寻找这样的矢 
最 V ，它在无穷远处等于零，即满足条件 

在拓 — 00时 v — 0， (26.1) 

所提问题的解的唯一不难证明，所提问题只可能具有唯一 的解. 其实，假设存在两 
性 个解 vjrr ， y ， 2 ) 和 v 2 ( x y y y 2 ), 我们来证明矢 fl v = v l - v 2 

在条件 (26.1) F 恒等于零.对于矢量场 V ，我们有 

divv = 0, rotv = 0. 

从 rotw = 0可知矢 tt v 有势，所以存在势函数 y >(: r ， 2 /, 2 )，使 v = grad 从 div v =： (J 
和 (26.1) 可知， 

= 0， (grad <^)00 = 0, 


即函数 y ， 2 ) 是调和函数，并且其梯度在无穷远处等于零.考虑半径为 R 且球 
心位于坐标原点的球面.在§ 12中已经证明，势流 中的最 大速度 t ; max 应当是在流动 
所占区域的边界上达到的.由此可知，对于仟何球面所包围的区域， 



在球面 L 才能达到. 但是 我们还有条件（26.1)，所以处处都有 

福或一。， 

即成立恒等式« = 0,这就证明了所提问题的解的唯一性. 

既然解的唯一性已经得到证明，我们把基本问题分解为以下两个问题.问 题一: 
在 e — 0和 a ; = 0时计算有势（无旋）速 度场； 问 题二： 在 e = 0 和 u ;_0 时计算不 
可压缩流体有旋运动的速度场.显然，全部问题的解可以表示为问题一的解与问题 
二的解之和. 


根据散度场计算速度 
场的问题的提法 


考虑问题一 •. 


v = grad 中， A ^» = e . 


06 . 2 ) 


求解过程归结为寻找满足泊松方程的势函数 0(: r ， y ， 2 )，泊 


§26. 根据给定的涡霣和散度计算速度场 


松方程的右侧是给定的函数 y, 

在求解时必须对函数 r/，C) 的性质提出一些假设 • 在这里和下文中，我们用 
V , C 表示已知散度^的点的坐标，用 A y, 2 表示需要求解势函数少的点的坐标. 
我们认为说，仏0是分段光滑函数，并且在 R = Vi 2 ^ V 2 + C = ^ 足够大时成 
立不等式 

H < ▲， （ 26 . 3 ) 


式中 /c 和 A 是合适的常数，并且> 0, 0 < A < 1. 例如，当 e 仅在空间中某一冇限 
K 域中不等于零时，不等式 （26.3) 就是成立的. 

_ 闪为散度 e 的含义是按体积分布的源的流 m •密度，所以自然 

观 ㈣ 碰 ♦ y ， 2 ) 表示为位伟个紅 v ， (: 的点源 
的势闲数之和，即 


1 fedr 1 rrr e(^ 77, Q^drydC _ 

4^7 ~ y/(x - 0 2 + (y - 7/)2 + (z — C) 2 


(26.4) 


式中（见图 93) 

r = y/{x - O 2 + (?/- V) 2 + (2 - 0^- 

我们首先证明，在条件 (26.3) F , 对全部空 
间的积分 （26.4) 是收敛的，并且这样定义的函数 
4>( x , y , 2 ) 在 /?i = \/ x 2 + t / 2 + 2 2 — » oo 时趋丁•零 • 
其实,在积分 （26.4) 中，对球心位于坐标原点 
且半径为价的球的那-•部分积分 

f edr 



>5 

图 93. 用于计算 r 的示意 


定义了 ft 变 M 为: T, 2/，2的一个函数.它在无穷远处像 l / Ri 那样趋于零.如果在无 
界区域中 e # 0,则由不等式 （26.3) 可知， 


edr 


㈣ 


kdr 

rR 2 ^ 


C a + n a + 


oo Zn n 

III 


dRa'inOdO 


R>'y/R i + R 2 ,-2RR l cos^' 

(26.5) 


因为在球坐标系中 dT = R 2 dRsm 6 ^ e ^, ffl Ri = y / x 2 + y 2 h z 2 和 7 的含义如阁 
93 所示.从条件0 < A < 1显然可知， (26.5) 中的最后一个体积分在 Ri ^ O 时收敛， 
我们把这个积分记为 /(fti). 
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速度势和速度在无穷容易计算函数 /(«l), 结果精确到相差一个常数因子.其实， 
远处的置级 JR\ . 

rrrrl rr f <士崎 /(1) 


補⑵ 2 +h ⑶ 


cos 7 


因此， 在+ 等式 (26.3) 成立时，函数 /(«,) 乃至 （26.4) 所定义的势函数 <I>(x, y, z) 
在 fh — oc 时至少像 i/ni 那样趋于零. 

如果函数 e 在某些单独的点、曲线或曲面上有间断.或者取值无穷大但可积，则 
上述结论仍然成立.对 grad<I> 可以写出 




(26.6) 


如果 e 在空间的冇限区域中是有限的或可积的，在坐标原点也是有限的或可积的，并 
H . 满足（26.3)，则 （26.6) 中的积分收敛，速度 v 在无穷远处至少像 \/ R ^ x 那样趋于 
零.如果给定的 e 小满足 可积条件或限制条件 （26.3)〃 ，则 (26.4) 中的积分可能没 
有意义，从向+能把问题的解表示为 (26.4) 的形式.这时，所提问题可能根本无解. 

现在还必须证明，公式 (26.4) 所定义的函数<!>具有二阶偏导 
SS ^ J 26,4) 祕獅 ㈣ 松力•程 （26.2). 在刪这个结论时，为简_ 

' A . 见，我们假设 2 U (《， 17 , 0 连续并且具冇冇限的一阶偏导数 

de/d^ de/dru de/dC；. 

设 M 是所研究的点，其坐标为 a :， y , t 取球心位于点 A / 且半径很小的球面& 
用了表示其内部 K 域 ，用分 表示 r 以外的流动 K 域.我们把公式 (26.4) 所定义的 
函数 < t > 表示为和的 形式： 

中 = 中 '+ 少〃， 


式中 




edr 


4 tt J r 


显然，函数 y, z) 在区域这'之外的点 M 是解 析的. 因为点％ C 属于 
所以在 r = y/( x - $)2 + (y - v ) 2 + (z- C) 2 / 0 时在点 A/ 有 △(〗/;•) = 0,于是 

△4»" = 0， 


△少 = A ^. 

在牛顿力学中，根据质 S 分布 il •算引力势的问题就是这样的问题(第一卷 223- 224页).如果 
认为宇宙是无限的，而质量的平均密度是常罱，则 (26.3) 不成立. 

2 > 在更细致的分析中可以弱化这个假设. 


. 根据给定的涡量和散度计 S 速度场 


现在研究 4» r (x, 2/, z ) 在点 M(x, y , z ) 的偏导数.我们有 


芸 = -去/ £ £(+)& = m 〜) dT = 去 / i ( i ) dT -去/去 


这里已经注意到 


考虑这个公式中的第一个积分.对于球面 s 和 s' 之间的区域: r- r ' (阁 94): 
相应积分可以用奥一高公式进行变换，从而得到 

i / |(+) dT= 去/>+， 

T-T' E 

根据对涵数 e(a：， 2/，幻的假设，在 E' 收缩至点 Af 时有 

，却一 。’ 

所以偏导数嫩你 舰试 


d 伞， _ 1 

dx ~ 47r 




现在可以写出二阶导数，这时要对被积函数中的 1/r 图 94. 区域 T-T' (阴影部分) 
进行微分运算.用这种方法得到公式 

造 = -去/ ⑽ ( n ， 0 + ^/_ l + dT . 


对护中 y 勿/ 2 和 s ^/ dz 2 可得类似公式，所以 

△中’ = 一去 去 / grade . grad ^^7 dr * 

E T 

现在证明， (26.7) 的右侧正好等于 e(z，y，2). 为此，在区域： T-T' 中对 

说， w ， 0和—= / ^ 1 ■ ■ .. 

T y/(x - 0 2 + ( y - V ) 2 + ( z - C) 2 

这两个函数应用格林第一公式（见 § 12)， 得 

/ £ A 7 dT+ / / e ^7 da, 


(26.7) 


E + E ， 


- r 的外法线矢量.考虑到 AU/r) = 0,在球面 E' 向点 M 收缩的极 



限过程中，我们有 


lim f e^- — da = lim f = 4ne(M), 

J dn r e ， 一 r 2 

闪为 在球面 E' 上 d/dn= -d/dr, d(7 = r 2 dn, 式中 Q 是立 体角. 由此可知, 
一 J +- J grade - grad^ ^ = 47re(M). 


所以，等式 (26.7) 最终给出 


△中= △中’ = e(x, y, z). 


因此，公式 (26.6) 给出了问题 * 的完整的解，这时要在无界空间中根据给定的 
散度分布軾％ 0在该函数满足1：述限制条件的情况下计算速度场. 

,现在求解问题二——在无界流体区域 L 中根据给定的?《«： 

U ； 计 算不可 压缩流 W 计算速度场我们 A 

速度场的问题的提法 _ n - O .. 


div v = 0, 


根据涡 W 的定义，涡位是无源矢 M， 即 


divu; = 0, 


(26.8) 


026.9) 


因为 diyrott; = 0. 为简单起见，我们认为矢 ft o; 在有旋流动区域中是空间点的分段 
光滑函数，这与求解问题一时所提出的假设类似 . 与 (26.9) 相应，在矢谢 u; 的间断 
而 S 上，我们认为该矢 ffl 的法向分 M u; n 是连续的.此外，我们还认为 u; 在无穷远 
处趋于零，并且从某一足够大的半径/? = v ^ 2 +” 2 + C 2 开始成立不等式 

1^(^* Vi 01 < 尺 2+ A ， 

式中 A: 和 A 是适当的常数，并 E A :>0, 0< A< 1. 

矢贿 只要令 

v = rot A, (26.10) 

即可满足不玎压缩条件 div V = 0. 这里的 A 就是矢 ft 势，它是空间点的任意函数. 
显然，如果把矢 M A 替换为与之相差一个梯度矢量的矢量>!:，即如果令 

Ai = A -f grad 

式中 0 是任意标 S 函数，则速度场不变.因此， (26.10) 中的矢量势对于给定的场不 
是唯一确定的.为了解决这个问题，我们对矢 fl A 提出一个附加 条件： 


矢置势 


div A = 0 . 

只要适当选取标量函数训: T, 2/，即可满足这个条件. 


( 26 . 11 ) 



根据给定的涡置和散度计算速度场 


矢置势的计算为了得到计算 矢量势 的方程，把 (26.10) 代人（26.8)，得 


rot rot A = 2 uf . 


(26.12) 


我们对方程 （26.12) 进行变换.投影到 z 轴，有 


d /DAy _ dA x \ _ / 

dyV dx dy ) dz \ 


dA x 3 A Z 
dz dx 


)= 


d ( dA x dAy dA z \ ( d 2 A x d 2 A x d 2 A x \ 

据此，我们把方程 （26.12) 改写为以下 形式： 

grad div A - AA = 2 lj . 

根据条件 .(26.11)， 从方程 (26.13) 得到矢 tt 形式的泊松方程 

AA = -2 lo , 

它等价于3个标 fi •形式的泊松方程. 

利用问题一的解可得方程 (26.14) 的解： 


(26.13) 


(26.14) 


(26.15) 


从前面的讨论可知，在 /?1 = y / x 2 + y 2 + z 2 —» oo 时有 

14 <备 IrotA^-^. 

我们现在检验，山公式 (26.15) 给出的矢 M >1满足无源条件 （26.11). 我们有 

divh 去 — 去 /diK^il dr ， 

Too Too 

因为 r /， C )=0. 选取球心位于坐标原点、半 径为办 的球: T ( J ， 其表面为 
Eo . 根据对全部空间7、的积分的定义，可以写出 


1 ^| < 


rot A 


—dr = lim f div — dr = lim f da . 
r « o—ooy r Rc—ocJ r 


(26.16) 


在使用奥一高公式把等式 (26.16) 中的体积分变换为面积分时，必须把矢量 u ; 在积 
分域内部的间断面的两侧当做边界，不过，因为我们在前面已经提出了 o ; n 在间断面 
上连续的条件，所以在 u ; 的内部间断面的两侧，上述面积分互相抵消. 

当％足够大时，我们有< k / R 2+ \ 所以 


lim 

Rq—*Z 


im f — 

—oo J r 


da = 0. 
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由此可知 div A = 0,所以不仅成立方程 (26.14), 而且成立方程 (26.13), 后者是基本 
方程 （26.12) 或 (26.8) 的另外一种写法. 

所有上述公式都适用于一种特别情况,这时仅在空间的有界区域这 • 中才有涡 
里， 而在该区域边界 P 之外 u ; = 0.根据在上的连续性条件，在上成立 
等式」„ = 0,所以曲面应当是涡面 • 

根据 (26.15) 和 (26.10) 可以写出 


v ( x , 2 /, 2 ) = -^ rot J 外乎 dT== -^ J g rad 7 XUjdT= ~h / 

Too Too Too 

(26.17) 

式中 r 是在积分过程中从坐标为 < 的变化的点指向坐标为: r ， y , 2的所研究的 


点的径矢. 

全部问题的解 


在无界空间中根据散度 e 和涡 ft o ; 计算速度矢 ft 场的问题的完整 
的解可以表示为以下 形式： 


或 


v = grad + rot A = grad 





( 雙 ) 


上述问题在有界区域如果区域穸具有边界 E , 并且需要根据在该 K 域中给定的 e 
中的解 和 U ； 来计算该区域中的速度场 V ，就必须在 E 上额外给出边 

界条件.这样的边界条件可能是各种各样的.我们来研究对 
流体力学颇为重要的一种特殊情况，这时在 S 上给出了矢量 v 的法向分量％.为确 
定起见，我们考虑外部问题，即区域这包含无穷远点的情况. 

我们已经解决了根据无界空间中的散度和涡量计算速度矢量场的问题，由此即 
可构造出所提问题的解，这时要把在有界区域货中给定的函数 e 和 u ; 延拓到全部 
空间.为了满足 E 上的边界条件，需要求出设中的一种无旋（有势）速度场，使得 

6 = 0, U ； = 0. 

为了把分中的函数 e 和 U ； 延拓到级以外的空间，可以采用多种方法.尽管在 
根据散度场构造速度场时要考虑各种相关假设，但是在给出 e 在货以外的分布时， 
我们仍然具有很大的选择余地.例如，可以认为在穸以外 e = 0. 在许多个别情况 
下，在把 e 延拓到全部空间时，与区域这和相应边界条件的对称性有关的各种方法 
(镜像法等）大有用处. 

在把涡量 w 通过曲面5：延拓到全部空间时，该曲面在一般情况下可能是涡量 
w 的间断面.为了使用公式 (26.18), 必须保证 u ;„ 在 S 上的连续性. 



. 根据给定的涡最和散度计算速度场 


设这 , 是区域货的外部，5：也是萝的边界.可以用以下方法在分中构造连续 
分布的涡 M U ；. 在级 ' 中令 

u; = grad x. 

为了确定函数 X(A !/， 2 ), 我们这时得到区域分中的一个诺依曼问题.其实，因为 
divu ; = 0,所以 

△X = 0- (26.19) 

根据 u ; n 的连续性，在 I ：上成立 

d \ 

^ = u ; n , (26.20) 

式中是 S 上的已知函数，因为在区域贫中已经给定 u ;. 如果在这中给定的 u ; 
满足条件:在 E 上 o; n = 0,则根据 (26.20) 和 (26.19) 得 x = const . 因此，只要在切 ' 
中令 u ； = 0,就可以用这样的方法把区域这中的涡 M ^延拓到区域货'. 

在解决某些个別问题时，在把区域货中的给定矢 ft U ； 延 拓到分 中的时候 ，一 
些基于对称性的方法同样大有用处. 

设 e 和 u ; 已经从区域切延拓到全部 空间. 我们用 Vl ( x , y , z ) 表示由公式 
(26.18) 给出的速度矢位，并令 

V = t»! + V .， 

式中 V 是£和 U ； 在这中的给定分布所对应的待求速度矢为了计算矢 M 场！；•， 
我们得到以下诺依曼问题.在区域切中有 


所以 


在区域切的边界 I ：上有 


divv" = 0, rotu* 


= grady?, Av? = 0. 


V；1 = ^ = n 


并且％ - Vl 7 l 是已知函数，因为依照条件，％在 E 上是给定的. v 和 Vl 在无穷远处 
等于零，由此给出 

(grad ip)oo = 0. 


因此，为了最终获得有界区域中的边值问题的解，按照上述方法，在一般情况下 
首先应把 e 和 u ; 延拓到穸以外的区域并使用解（26.18)，然后需要求解一个边值问 
题来确定调和函数2/，外 




§27. 涡量场的一些重要实例 


我们来考虑在前一节中建立起来的一般理论的某些应用. 

假设在无界不可压缩流体中有—个孤立的封闭的无穷细涡管 C 
(图 95 )，細限情况下可以把它看做封闭腿 i ). 我们也可以 
把这样的涡丝看做恒定电流 47 TJ / C 的回路.相应磁场为、 

为了确定磁场//或涡丝的相应速度 
r / d « 矢 tt 场％ 根据公式 (26.17) 可以写出 

/ A h v = ± i ^ dT ^ (27 ,) 


\nx.y.z) 


(27.1) 


积分域是涡管所包围的区域.沿细涡管有 

uf dr = up ds da = u da da = da, 
ffl 95. 尤界流体中的封闭细涡竹 2 

式中 ds 是曲线 C 的线微元， d^r 是涡管 
的横截面积， r 是环绕涡 W 1周的任意封闭曲线义上的速度环 S (见阁 95). 环 fi 
值 r 沿涡管保持不变，这是涡管的基本运动学性质.在 drr — 0, a; — oo 并且环 tt 
r-2a;da 有限的条件 F 对 (27.1) 取极限，得 

- ( 27 . 2 ) 


这个公式给出涡丝所对应的速度分布，或者相应线电流所对应的磁场强度分布. 
可以把公式 (27.2) 写为以下 形式： 


u(x ， y ， 2 ) = / dv y du(x, y, z)= 


4tt r 3 


(27.3) 


可以把矢 3 dv 解释为涡丝微元 ds 在所研究的点所对应的无穷小速度（见阁 95). 

矢坩等式 (27.2) 或其另一种写法 (27.3) 就是毕奥一萨瓦尔定律.涡丝微元心 
所对应的速度 dt ; 垂直于矢量 ds 和 r 所在平面，其大小为 

|dt>| = ^_ jd £ | H i 

式中 a 是如与 r 之间的夹角（见图 95). 

_ __ _显然，孤立涡丝的速度场在涡丝所在点之外的全部空间中都 


涡丝所对应的速度势 

速度势.因为 


是无旋的，即有势的.我们来计算孤立的封闭涡丝所对应的 


=\/^- 0 2 + ( 2/-^) 2 + (^- 0 2 , 


' 涡丝（也称线涡）是涡萤只集中于某一条曲线时相应流动的数学模型，这时涡 M 和速度在该曲 
:具有奇异性. 显然 ，涡丝所在曲线是涡线.——译注 


所以 


. 涡量场的一些重要实例 


grad 心 ，。+ (r = ATM), 


从而根据公式 （27.2) 有 


J d3X 6rad ^ 7 = 丟 / [备> -矣 + d (]. (27 4) 


现在，对曲线积分 (27.4) 应用斯托克斯公式 


介 ㈣ w /[.，“(差-營 )”( 聲 —幻卜 

C E 

式中 E 是张于封闭 rtfl 线 C 的曲面， a ， 汍 7 是 E 的法线的方向余弦，法线的正方向 
取决丁•沿曲线 C 进行积分的方向，该方向与涡 M u ; 的方向有关.令 


尸= 0,⑼^ 


W . 考虑到 A N ( l / r ) = 0, ^ 


… = 蚤 / 6秦++ + 7 ^+) da = 丟 / 点1士 dcr . 


W 为 


所以 


d 1 
石7, 


r d f d I 
Vx = -^diJ 


最终得到 


v = grad </3, ip = 




(27.5) 


安培定理因此，无界流体中的封闭涡丝所对应的速度势可以视为双 E 位势一在 
张于涡丝的曲面 E 上分布的等强度偶极子的势函数.如果把这个结论应 
用于磁场，则结果表明，电流回路所对应的磁场可以视为在张于电流回路的曲面5： 
上分布的等密度磁元系的磁场，即磁壳的磁场. 

公式 （27.5) 中的曲面积分取决于点 M 的位置和曲面 S ; 该积分是儿何特征量， 
它只依赖 F 点 M 的坐标和封闭曲线（7,因为曲面 E 可以是张于曲线 C 1 的任何曲 
面火 


D 指珂定向曲面.一译注 



图 96. ( a ) 公式 （27.5) 中的被积表达式的几何意义 .⑼ 对于点有川 > 0,对于 

〜 r 

点 Af 2 有 n 2 < 0 


双层位势的几何意义我们来详细解释公式 (27.5) 中的势函数 p 的儿何意义.选取 

曲面 E 的微元 da ( 图 96( a )). 我们有 


(27.6) 


04恙 ^¥=誓—， _ 

式中 dq 是面微元 dcr 在垂直于径矢 r 的平面上的投影， dn 是 d ( T 对点 M 的立体 
角.如果飞 < 90° 是 n 与丽之间的夹角)，则犯 > 0;如果 7 > ⑻。，则出2 < 0. 
根据 （27.6) 得 

^ = ^/ dn= ^ 

E 

式中 Q 是曲面 I ：对所研究的点 M 的总立体角（图 96( b )). 对于点有7 < 90°, 
所以 A > 0;对于点 M 2 有 7 > 90°，所以 n 2 < 0. 

根据毕奥一萨瓦尔公式，速度场在涡丝所在曲线 C 以外的全部空间区域中都是 
连续的.从公式 (27.5) 可知， 速度势咖， I /， z ) 在无穷远处像 1/ R 2 那样趋于零，其 
中/? = v / x 2 + 2/ 2 + 22 ,而速度值在无穷远处像 1/ R 3 那样趋于零. 

曲面 E 是张于曲线 C 7 的曲面.由公式 （27.5) 定义的势函数 
^在曲面 2 以外的全部空间中 是正则 __.如果 •^是 
环绕涡丝 1 周的封闭曲线，则速度沿义的环量总是相同的 

并等于 r . 我们有公式 


J v dr = J dip = ( p 2 - ^ = 1\ 


式 中内和 ％是势函数在曲面 E 两侧的值.由此可知，曲面 E 是势函数 p 的间断 
面（见图 96( b )). 因此，曲面 E 既是势函数 p 的间断面,也是立体角 n 的间断面，并 
且其间断值在曲面 E 上处处相同.对于孤立涡丝，我们有 


外 一 Pi = F = const , 
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因为^的间断值在 S 上处处相同，所以速度场在 S 上是连续的.在上面的例子 
中，可以选取张于封闭涡丝 c 的任何曲面作为曲面 S . 当 r 有限吋，只有涡丝 c 所 
在曲线是速度场的奇异曲线，所以在接近曲线 c 时，积分 （27.2) 不收敛，这时速度 r 
趋于尤穷大.如果把空间沿曲面 E 割开，势函数 W 就成为单值正则调和 函数. 在奇 
异曲线 C 以外的双连通空间中，势函数 f 是多值周期正则调和函数.势函数在沿形 
如 f 的封闭曲线环绕 1 周之后会获得一个增 tt ， 这个增3等于环 M r . 

保好玄的龙从一般公式 （ 27 . i ) 显然可知’ 
d 柳应表达式收獅餅下， 

可以通过求和来 H •算有限条或无限条涡丝所对 

应的速度场和速 度势： / ([ ( /^ V \ V *\\ 


^ S /^7 (la - 


连续分布于曲面：的涡丝所对 


于冊® 

- 上具有切 


切向速度间断 


现在考虑边界为 C 的有限曲面£•，在该曲应的速度场在^上具有切向速度间断 
面上连续地分布翁一族封闭涡丝 U ，涡丝强度也 

是连续的（图 97). 如果用 dr fc 表示涡丝 c k 的强度，则这一族涡丝的速度势可以表 
示为积分 




(27.7) 


这时，速度势^在曲面的每一侧都是有限的和连续的，但在沿法线方向穿过 V 
时发生间断.在任何中间的涡丝 Ca ： 上有 


lie 

( p 2 -ip l =r k = J dTk- 


(27.8) 


曲面是切向速度 因为环量沿 CV 保持不变， r fc = const , 所以沿 Q 对 （27.8) 求 
间断面 导，得 


d ^ 2 ^1 n 

nn* =0 ’ 


即速度场在涡丝 G 上的切向分量是连续的.如果在曲面 P 的切平面内取 G 的法 


U 这样的曲面一般被称为涡片或面涡，即涡童只集中于某一个曲面时相应流动的数学模型, 
这时 涡量在 该曲面上有奇异性.一般而言，在有限曲面上可以分布有多族封闭涡丝.如下文所 
述，涡片是切向速度间断面.一译注 
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向矢量巧（见图97)，则有 


dr d^2 
dn^ dn^ dn^ 


(27.9) 


即 P 上的切向速度 在 n, 方向上的分 fl 在 $：• 上发生间断. 公式 (27.9) 表明，速度 
的该切向间断值与像爲那样（见图 97) 穿过曲面的封闭曲线上的环量在上 
的分布有关.在一般情况下，如果巩在 P 上连续，则速度在 S ‘上的法向分 ffl 
在的内部点也是连续的. W 此，曲面 P 这时仅仅是流体切向速度的间断面.在 
向 的边界 C 上的点靠近时，流体速度在一般情况 T 可能趋于无穷大. 

如果已经给出函数 r ( N )、 其中 7 V 是 ！：• 上的点，则 E * 上的曲线 r ( iV ) = const 
对应着涡丝 . 上的切向速度间断矢譴可由以下公式 计算： 

grad E .^ 2 - gradg.^j = v； 2 - = grad E .r(7V )， （ 27.10) 

式中 grad E .^ 表示矢 tt gmdp 在 E" 的切平面上的分矢 M. 上的切向速度•间断 
矢 tt 垂直于上的涡丝.从公式 (27.10) 可知，如果流体运动在 ！：• 以外处处冇势， 
则 P 上的切向速度间断矢《应气具有势函数 r ( N ). 

考虑击水问题.设静止的不可压缩流体充满下半空间2 < 0,水平自屮面位于 
xy 平面（阁 98). 如果由面 h 的某区域突然受到冲击，则 在冲* 发生后 
的瞬间，流体的受扰运动是有势的.为了汁算这一时刻的速度势^我们在下半空间 
,1 冇狄利克雷 问题在 ： r 2 / 平而上 S •以外 

/ 的区域中，压强冲 W ： 为零，根据 (11.10) 

y/ / 有 Pl = - W = 0. 

如果已知区域中的压强冲量，则 

阁 98. 区域时刻 e = o 受到压强冲贤的作 
用（冲击） 

所以上的已知函数.再考虑到在无穷远处没有扰动的条件，并利用关 
系式（见 §12) 

办， y, 2 ) = -<p(x t y, -z) (27.11) 

把调和函数 W 解析延拓至上半空间，我们就得到速度势在区域中发生间断的无 
界流体运动.若把势函数 < 在 I ：•的 1 ： 侧面的值记为 内， 则有化 =于是根据 
(27.8) 和 （ 27.11) 有 

^ 2 -^\ ^ - 2( ^i = r / 0. 

可以 把区域 $：• 看做切向速度分量 dip / dx 和 d ^/ dy 的间断面.根据 （ 27.11 )， 在 
2 = 0时法向速度分 M difi / dz 相同. 

因此，可以把不可压缩流体在下半空间的有势运动或延拓到全部空间的运动看 
做分布于区域&的涡 M 所对应的运动.涡 M 分布与压强冲量分布有关，而压强冲量 
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阁 99. 滑水时或有限 m 展机翼在无界流体中运动时的涡系示意图 


可以直接给定或通过求解诺依曼问题计算出来，只要在提出对的冲击问题时已 
知 E * 上的法向速度知/& (见§ 12). 

利用毕奥一萨瓦尔公式,根据上的给定速 度势以 就可以计算液体的扰动速 
度场.求解环 tt 分布 V ( N ) = -2 叭 ( N ) 的数学问题可以在公式 （27.7) 的基础上进行 
表述 • 


把滑水看做一系列击 
水 

用的问题的解. 


口了以把上述击水问题变 得史加 复杂，进而研究在水面上移动 
的一系列连续的击水过程.用这种方法可以构造出滑艇（一 
种能够在水面上高速滑行的小型船只）的底部与水面相互作 


在研究线性化的 m 水问题时，边界条件是在未受扰动的水平自由面上表述的，并 
且在: T 2/ 平面上受冲击区域之外始终成立条件^ = 0,这样就可以把液体的运动延 
拓到上半空间，从而得到全部空间中的运动，其速度势间断面位于 w 平面.该间断 
面就是在: ry 平面上移动的受冲击区域的尾流区，相应涡系的一般图形如图99所示. 
如果运动是从《 = - oo 开始的，则以有限速度航行的滑艇的尾流 b (会向后延伸到无 
穷远 • 


有限翼展机翼理论中 
的涡系 


为了概括有限翼展机翼在流体中运动时流体的实际运动，也 
可以引入类似的涡系.对于滑水时下半空间流体的受扰运动 
和相应选取的有限翼展机翼在无界流体中运动时流体的受扰 


运动，相应计算问题在近似提法下是一样的.在机翼获得向上的升力时，相应流体主 
要被抛向下方.在图99中，流体的运动方向由箭头指示. 

解决问题的主要困难在于确定： ry 平面上的涡系. M 然，这归结为确定像爲那 
样（图 97) 穿过_面 ！：• 的封闭曲线上的环量在 ！：• 上的分布. 

图99中的阴影区域对应着运动的机翼（或滑艇底部)，它在这里与流体发生力 
的相互作用，从而形成间断值化和朽.在间断面的其余部分——在自由“涡片”上 
——已经不再发生“冲击”，间断 W =-的保持不变.因此，在不可压缩理想流体受 


如果忽略東力和液体绝对运动速度的平方沪（该速度很小)，则根据柯丙一拉格朗日积分 



吋知，自由而上气压 p 0 恒定的条件给出 d ^ p/dt = 0.即 p = const . 在: cy 平面上未受冲击的地方有 
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扰运动的上述流动方式中，在运动机翼后方形成切向速度间断面—涡片 • 

、，-根据汤姆孙定理，在 F = 0的条件下，在初始静止的不可压 
孙定 i 里和;另片的缩理想流体中不会产生涡 M . 然而，在机翼尖锐后缘附近的 
☆ 流体中完全可能出现切向速度间断面，这种动力学效应很好 

地符合实际情况.流体中这样的间断面可以视为涡片，所以从这个意义上可以说，在 
理想流体中出现有旋运动与汤姆孙定理并无矛盾之处.在第一卷第六章§7中已经 
部分地讨论过这个问题. 

有时会给出这样的 解释： 在流线型机翼后面出现的涡片是由流体黏性引起的. 
—般 而言，该说法是不对的 1 在机翼问题中，黏性的作用表现为把涡片一切向速 
度间断面一转变为速度连续变化的很薄的边界层.边界层延伸向机翼后方，在远 
离机翼的地方发生剧烈变形，最终消失在周围的流体中.然而，这些效应对机翼附近 
流体的受扰运动没有显箸影响.因此，在理想流体理论的范围内对机與附近的流动 
进行计算仍然给出正确的压强分布模式.利用这样计算出来的压强分布不但可以正 

确计算机翼的升力，而且可以正确计箅由压强分 
布引起的诱导阻力. 

/dr 我们强调，按照理想流体定常运动理论范闱 

1/ 内的这种流动方式，在机教.后方无穷远处与 W 平 

r ] 1 面平行的平面上，流体仍然处于受扰动的状态（压 

J 2 - y 强和速度分布不均匀)，于是能 m 不断聚集在这样 

J/p 的扰动中，从而导致理想流体中的诱导阻力. 

只要把诱导阻力与利用边界层理论计算出来 
/ 的摩擦阻力相加，即可得到总阻力. 

图⑽.用 i : 计算位于，轴的麵 纖在不可压缩理想流体模型的提法 K 研 

丝所对应的速度场 究有限翼展机翼绕流问题的一般原理，利用以上 

方法可以定性地槪括流动的--般悄况.在机翼的 
线性化理论以及 K 他许多问题中，根据毕奥一萨瓦尔定律，可以把计算扰动流场的 
问题转化为汁算与待求流场相对应的涡系的问题. 

窗找猫公的、 电麼保 知 — 胃 ’ (27.2) 

Sjf ~ 场会给出繁琐的公式，甚至在涡丝 c 只不过是圆形涡丝时， 

积分后的公式也相当复杂.不过，当圆形涡丝的半径趋于无 

穷大时，圆形涡丝成为直线涡丝，所有结果在这个极限下变得非常简单. 

设涡丝位于笛卡儿坐标系 a :， J /， 2 的 z 轴（图 100), 并且涡 量方向 与 2 轴方向一 

致.我们利用公式 


直线涡丝的速度场和 
速度势 


T 

«=f [ 

4 tt J 


作者这样讲是为了强调仅用理想流体模咽已经能够解决机舆升力问题.——译注 


§27. 涡量场的一些重要实例 


来计算速度场，式中 fc 是指向 Z 轴方向的单位矢量 • 

考虑 a :?/ 平面上的点 M ( x , y ). 显然，点 M ( x , y ) 的速度矢 fi 位 T W 平面并且 
乖 直于点 M 的径矢 p . 对于速度的大小，我们有 


十 a 

I 


sin q dz 

p 2 + r 2 , 


式中 a 是 fc 与 r 之间的夹角， r 是从 2 轴上的点指向点 M 的径矢.容易计算这个 
积分.我们有 

P da . .2 _ P 


一 = — cot a , 
P 


dz = 


所以 


r 

4 np 


買 

J sin oda = 


r 


由此坷知，在邱平面 I ： 以及 


2 np 
o 

轴以外的任何一个点都冇 
Ty rx 


(27.12) 


4 一 2 nf^ y t ， v = 2^' 

相应流动是平面流动 1) ，换3之，所有与叩平面平行的平面上的运动都是相同 的; 
此外，流动相对于2轴具有对称性. 

从公式 (27.12) 可知， 

1， r 

v = grad (^, ip = — arctan — + const = — ^ -f const , (27.13) 

27T X ITT 

式中 0 足 • . T 2/ 平而上的极角.速度势 （27.13) 是: ry 平面上的多值调和函数.坐标原 
点 a : = 2/ = 0是速度势 p 和流体速度矢 A (27.12) 的奇点. 

令机 X ， y ) 是流函数一速度势的共轭调和函数，则柯 两一黎 曼条件 

dtp _ dip _ rx drl) _ dip _ 
dx dy 2-np 21 dy dx 2^p 2 

给出 


妒= 


r 


2 tt 


In p + const . 


流动的相应复势具冇以下 形式: 

r 


r 


w ( z ) ^ ip + = —— r(lnp 4 - i 汐） + const = —r lnz + const . 


(27.14) 


27 Ti 一 • • 27 Ti 

显然，如果直线涡丝的涡量方向指向 2 轴的负方向，即如果它是涡量 U ； 指向该 
方向的无穷细涡管的极限，则公式 (27.14) 仍然成立，因为环 ffl r 这时具有负值.如 
果直线涡丝不与 2 轴重合，但与它平行，则复势 w ( z ) 满足公式 

r 

w = —~r In(2 — 2 0 ) 4- const , 

Z7T1 


1 >凶此,直线涡丝所对应的平面流动也被称为平面上的点涡.一译注 
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式中4 = % + i 約 是直线涡丝与/平面的交点的复数坐标. 


直线涡丝系的速度场 
和速度势 


对于有限的或无限的直线涡丝系，若所有涡丝都平行于2 
则有 




ln(2-2 0fc )-f — InCfc , 


(27.15) 


式中是各涡丝与: T 2/ 平面的交点的坐标， G 是常数，并且在选取这些常数时应 
保证级数 (27.15) 收敛. 

导数 chv/dz = u - \v 是共轭复速度0，由此可得速度场.根据 （27.15) 有 


dz 



(27.16) 


按照定义，在汁算位于涡丝所在点的流体微元的速度时，必须在级数 （27.16) 
中去掉点所对应的那一项： 

r , 

27 Ti (2- ZqJ ' 

涡列的速度场和速度例如，设一列环 ft 相同的点涡周期性分布于平面上的一 
势 条 a 线上,记各点涡的 环燉为 r ， 周期为〖可能是复数)，则 

冇 2 0 fc = z Q + kl (一 oo < k < + oo ). 在合并含有和 
的项之后，容易计筲相应级数（27.16)，结果是 


dw T 
d 7 = 2 i / 



(27.17) 


于是 


w = ^ lnsin ^£ zJg ) + cons t . 


(27.18) 


对 (27.17) 进行积分就得到公式（27.18)，该公式也可以直接从 (27.15) 推导出来，只 
要适当选取在 Q = 1时， (27.15) 中的级数不收敛. 

可以采用对形如 （27.17) 的公式求和的方法来构造位于同一条直线或不同直线 
的若十周期性涡列的速度场. 

以上结论都涉及给定涡系所对应的速度场. 

如果运动流体所占区域是有界的，则在构造涡系所对应的速度场时必须使用在 
前一节最后给出的方法.在我们所关注的许多情况下，可以利用镜像法来满足由直 
线段或圆弧组成的边界上的条件.在把流动通过边界进行解析延拓时，有可能必须 
在多叶黎曼空间中研究速度场——这种情况在平面问题和空间问题中都可能出现. 


原文把导数 dw/dz = ti — 11 ； 称为速度函数 CKOpOCTM). 译注 


. 涡置场的一些重要实例 


连续分布的直线涡丝设点涡系连续地分布于 xy . 平面上的某条曲线段&为了研 
的速度场 究相应平面运动，我们有 


dw i _ r dr ( s ) 1 r 
m J z- z n (s) 2k\ J 


dz 2n\ J z — z 0 (s) 
S 


z _ z o 


(27.19) 


式中 0 是曲线段 S 的微元 d 2 f ) 的辐角. 

对共轭 复速度 dw / dz 得到柯丙型积分.根据 (27.19), 导数 dw / dz 在沿 S 有一 
割缝的整个平而上是正则函数.曲线段 S (涡丝所在曲面与12 / 平面的交线）是切向 
速度间断线. 

在平面运动中，如果涡 fl 连续地分布于 ary 平面上的某个区域 E ， 则对共轭复速 
度 t /- h ; 可以写出 

u - iv = —- / - ， 

2m J z- z 0 

式中 7 ( M)dcr = cir 是无穷小而微元 da 所对应的直涡管的环 fi . 因为 dr = 2 a ; da , 
所以 l ( M ) = 2 uj ( M ). 

如果 K 域 S 中的涡 tt a ; 是常 fit 则对速度场得到公式 


丄 f [[ _ 

27ri J z - z 0 2m J J x - x 0 H- i 


dy 0 

•o + Ky-J/o)' 


(27.20) 


容易吞出， (27.20) 右侧的积分对区域 S 内外的点 2 都 收敛； 即使被积函数在^ q 
时等于无穷大，该积分仍然收敛. 

…如果 S 是半径为 a 的岡，圆心位于坐标 1 S 点，就容易计算积 

常涡11圆形区域所对 

应的速賴 J> (27 - 20) * 在极坐标下有 




在半径为 p 0 的脚 JT ( p 0 ) 上有 d 0 o = dz 0 / iz 0t 所以 

a a 

卜 iv= 一丟 A 。 如。 / j (女 + i^) dv 

0 *^(p 0 ) 0 -^(Po) 

(27.21) 

如果点 2 = pe iff 位于半径为 a 的圆以外，则内侧积分等于 27 ri ， 所以在涡量所在 
区域以外的点有 

7tt < 2 2 r 1 r . _ i0 

u — \v = - — = -r—T 一 = _ —— ie . 

2 mz 2m z 27 rp 

在涡量所在圆形区域以外，速度场就是位于圆心并且具有同样环 ft 的点涡的速度场. 
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图 101. 圆柱形涡的速度分布 

对于涡 a 所在圆形区域以内的点，在 p Q < p 时，对 jt ( p 0 ) 的积分还是等于 27 ri ， 
该积分在 P Q > P 时正好等于零,所以外侧积分的上限 a 应当替换为 p . 从公式 (27.21) 
可得 

ti - it; = = -up \c~ lB . 

2mz 

因此，在强度密度为 7 = 2 a ; 的圆柱形涡的内部,速度分布 与 流体以角速度 W 绕 
^轴如 M 彳体般转动时的速度分布相同.两种情况下的速度方向 1〉 由因子〃给 
出，这表明速®欠 ffl 垂直 T •径矢 p ， 并且在 r > 0时指向极角0增加的方向.涡 M 所 
在区域以外的速度值等 T 


=兄 


(27.22) 


涡 lil 所在 K 域以内的速度值等于 


… l= M = l 


(27.23) 


速度分布如阁101所示 2) .在涡 ffl 所在 K 域的边界上，速度是连续的.显然，点涡的 
速度场在远场可以解释为半径较小的冇限强度圆柱形涡所对应的速度场，反之亦然. 


§ 28 . 圆柱形涡的动力学理论 

我们在前一节中研究了速度场与涡 a 场之间的运动学关系，现在考虑涡旋运动 
的一些动力学性质.相关问题涉及流体中的涡旋对压强场的影响，以及涡量场随时 
间的运动和变化规律. 

二霊 S 爲獅动’其速度场已经在前一节中计算出来.在这样的平面运动 

中，所有流体微元沿同心圆常速运动，速度取决于半径，因此, 

0为了明确，我们认为 u ；>0. 

2〉 这样的圆柱形涡经常被称为兰金涡.由对称性，根据斯托克斯定理可以更容易地得出速度分 
布结果.——译注 


§ 28 . 圆柱形涡的动力学理论 



阁 102. 冇限半径圆柱形涡所对应的压强分布 


流体微元只有大小为 W / r 的向心加速度.欧拉方程的径向投影给出 



式中 P 是流体密度.令无穷远压强为 p u ， 则有 


P-Po 



(28.1) 


由此吋知，从无穷远处到涡旋中心，强单调下降.（在本节的公式中，用字母 r 表示 
运动平而上的径矢，时不是像前一节那样用字母 p 表示这个 ffl .) 

在密度是常 g 的悄况下，在涡 d •所在 K 域以外，即在 r * > a 时，从 （28.1) 和 
(27.22 ) 可得 

pu 2 a 4 

P = P °-^ •- 


在涡最所在区域内部，即在 r < a 时，从(28.1)， （27.22) 和 (27.23) 可得 


2 2 P^J 2 r 2 
P = Po - a + —2~ • 

最小压强出现在涡旋中心， 

Pmin =P0- (^ 2 ^ 2 - 

ffl 102给出压强沿半径的分布.相应压强降低值正比于 w 的平方或总环 M r = 2 a »7 ra 2 
的平方.对于不均匀流体，若密度依赖于 r ， 则相应情况也容易描述. 

乐强在涡旋中心附近很低是大强度涡旋的一个特点.在不同流动中经常能够观 
察到压强在涡旋中心降低的效应. 例如， 旋转液体 G 由面的形状像漏斗一样向下凹 
陷，这种现象就可以用压强在涡旋中心降低的效应进行解释. 

-个有代表性的涡旋运动实例是龙卷风.在陆地和海洋上都能观察到龙卷风. 
龙卷风中 心的圧 强很低，山此形成的流动能够将尘土、水和其他各种物体卷人其中. 
已知的案例表明，在龙卷风经过的狭窄区域内，树叶全部被吹掉，水和水中的小鱼、 
青蛙甚至埋藏在水下的占代钱币也一起被吸入气流，所有这些动物和物品随后又以 
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青蛙雨、金币雨等独特形式落回地面- 

在机翼、空气螺旋桨和船用螺旋桨之后能够形成涡旋.在这些情况以及其他许 
多情况下，在涡旋运动区域中也会出现压强下降的效应. 

根据汤姆孙定理，在均匀不可压缩理想流体中，若质 M 力有势，涡旋就不能沿流 
体微元传播.涡旋与流体微元一起运动，涡线是物质线. 

如果在平中'给'定'一^^点^ (点涡系)，则只要知道每一个点涡的运动，即 
可确定速度场.根据汤姆孙定理，每个点涡的环量保持不变，= const . 为了确定各 
点涡在无界流体中的运动规律，即为了确定坐标 hfc ， 我们有以下常微分方 程组： 


^Os i ^Jos = d£o5 = 1 y ， r k 

dt dt dt 2 ni ^ z 0a — z ok ' 

式中表示对 A : - S 以外的所有项求和. 


(28.2) 


点涡系运动方程的首 
次积分 


方程组 (28.2) 具有绝妙的首次积分.用 L 乘 (28.2) 并对 
求和，得 


^ n ~dT 


丄 W ' l ' kla 

27ri sk z ^- 2 0 fc 


W 为右侧各项可以成对抵消.于是， 


^2 r ^0s = 


W 此，如果则点涡系的“®心”保持不动. 

如果用 r v z (U m (28.2) 并对 s 求和，就得到另一个首次积分.我们有 




从而 




(28.3) 


W 为此式右侧是虚数，所以 


以卜警 O 0 , 


从而 


f S 2 03 2 0s = 


(28.4) 


此外，从 (28.3) 可知 


_ ^普) =_ 去¥ V TkTa ' 


( 28 . 5 ) 


圆柱形涡的动力学理论 





图 103. 两个点涡沿 N 心圆阛移 图 104. 环量大小相同但符号相反的两 

动，圆心位于它们的“重心” 个点涡沿 B ： 线移动 


可以把关系式 （28.4) 和 （28.5) 分别看做点涡系的“转动惯 ffl ” 守恒方程和“动最矩” 
守惊方程. 

方程 （28.2) 可以改写为 


式中 


如果利用公式 


^ 0a = ^ dy 0lt ^ dip a 
dt dy 0 : dt dx 0 „ } 

]n \ Z 0s- Z 0kl 

H = - 去 51 r * rfc ln l z 0* - z Ok\ 


(28.6) 


引人函数 H ， 就可以把点涡系方程 （28.6) 写为以下形式 D : 

♦说， r •警=-去$ _ 

容易直接检验，微分方程组 （28.7) 具有积分 

H = const ， 

这个积分可以用作点涡系的“能 a ” 守恒积分. 

我们以两个点祸为例来研究相应运动- 

取两个点满， S 环量 n > 0 , r 2 > o . 容易看出，每个点 
涡都将沿同心圆周移动，圆心 o 位于它们的“重心”并且静止+动（图 103). 

环暈大小相同但符号相反的两个点涡将沿直线移动，该直线垂直于点涡中心的 
连线（图 104). 要想让这两个点涡停止移动，只要在相应流动上叠加与点涡移动速度 
大小相同、方向相反的均匀流动即可. 


W 由此可见，点涡系是-个非线性哈密顿系统，方程 （28.7) 是哈密顿正则方程.——译注 
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如果流动区域具有固体边界或 n 由面，计算点涡运动的问题就变得复杂起来.在 
边界的影响下，在 （28.2) 的右侧会出现一些附加项. 

涡旋运动的上述理论是对 串申的 涡旋建立起来的.相对于流体而言，自由 
碰祕动 速度轩 零.‘ ~ 

在解决运动学问题时，为了用涡系代替机翼或其他被绕流物体并满足物体表面 
上的绕流条件，我们需要研究非自由涡旋——与被绕流物体联系在一起的涡旋，这 
样的涡旋被 II . E . 茹科夫斯基称为附着涡.在茹科夫斯基理论中，附着涡按照给定 
方式与被绕流物体一起运动，其速度不等于通过假想方式把物体以外的扰动流场解 
析延拓到物体所占区域之后的相应流速. 

H . E . 茹科夫 斯基研究了常速均匀来流绕 X 限翼展机與•的定常平面流动.在不可 
压缩流体绕机翼的平面势流问题中，可以在双连通流动 K 域中找到环 ffl 不等于芩的 
解，这里的环 M 是在环绕机翼1周的封闭曲线上计算的.相应速度势是多值函数.如 
果把这样的绕流运动连续地延拓到整个平而，则依照斯托克斯定理，在机翼所占区 
域内部可以得到有旋流动. 

对于机翼的定常有势绕流， H . E . 茄科夫斯基证明了，机翼在环唐不等于零的情 
况下受到升力的作用（见 §8). 对于作用于横向单位宽度的机與•的升力， H . E . 茹科 
夫斯基得到了以 T 公式： 

A = pv x r t (28.8) 

式中 p 是流体密度，是来流速度， r 是环绕机翼1周的封闭曲线上的环*.升力 
A 垂直于来流速度矢 ft Voo; 只要把矢 tt Voc 向机*环 tt 相应环绕方向的相反方向 
旋转90°，即可得到升力的方向（见 §8). 

有了这个公式，就能够在理想流体绕流理论的范围内理解机翼升力的力学本质. 
在理想流体连续定常绕流理论中，如果速度势是竿準；函数，就会出现达朗贝尔佯谬， 
即流体对被绕流物体的合力为零.只有在速度势值函数时，相应环量才不等于 
零，从而出现升力.关于升力的这个发现具有根本的意义，所以茄科夫斯基定理至关 
重要. 

可以把茄科夫斯基定理 (28.8) 推广到按照给定方式运动的任何非定常附着点涡 
(附着直线涡丝）的情况. 

对涡量不为零的无穷小控制体写出动量方程，由此即可表明，如果我们所研究 
的不是自由涡旋，即如果该控制体的移动速度1/不等于厲于该控制体的流体微元的 
速度，则该流体微元应当受到外力的作用.在极限情况下，对于单位长度的涡丝所受 
到的外力，从动量方程可以得到 

X + Y = -ipg rel r t (28.9) 
式中 r 是涡丝的环童，而用复数表示的矢量 


9rel =Qx + 
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是涡丝相对于流休的移动速度，即 

Qre\ = U -V 

( U 是涡丝的移动速度， t ； 是流体的速度). 

在自由涡旋的情况下 ％ el = 0,所以 X + iY = 0 ; 这时，涡旋所在流体不受上述 
外力的作用.如果 ％ el # 0,则涡旋所在流休受到外力的作用，相应公式为 (28.9). 
若涡丝的运动方式是由外部物体给出的，则流体对该物体的作用力等于 1 > 

-(X + iY ) = ip<| rei r. ( 28 , 10 ) 

这个力是茹科夫斯基力的 推广. 

公式 （28.9) 和 （28.10) 中的因子 i 表明，使涡丝按照给定方式移动的力和它的反 
作用力都垂直于矢 tt % el (复数形式的矢 M % el 和 -(X + iVO 的辐角相差 tt /2, W 为 
i = e iff / 2 ). 

在许多情况下可以把机翼替换为直线涡丝，从而可以把力 （28.9) 和 （28.10) 看 
做流体与按照给定方式运动的机興之间的相互作用力. 


§29. 连续分布的涡在理想流体中的运动 

从流体运动的动力学方程出发，可以得到用来计算涡 M ： 场 u ; = votv/2 的方程. 

考虑理想流体运动方程的兰姆一莴罗麦卡 形式： 

• • 


^4- rot.xt 

;= F ——— grad p -备 grad v 2 . 

P 2 

(29.1) 

如果外质 tt 力有势， 

F = grad 發， 

(29.2) 


流体中的过程是正压的，即 P = /( P )， 亦即可以引入压强函数 



使得 

— gradp = grad (29.3) 

P 

那么，根据 （29.2) 和（29.3)，可以把方程 （29.1) 写为 

宗 + 2 a ; x v = grad ^ 


以下论文详细给出了关于附着涡所引起的力的结论: 
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对此矢量方程作旋度运算.得 


du ; 

~dt 


rot(u; x v) = 0. 


(29.4) 


我们指出，方程 (29.4) 就是第一卷第六章中的方程（7.3)，这里重复了推导过程. 

现在把方程 （29.4) 化为经典的亥姆茁兹方程.方程 （29.4) 在: r 轴的 
投影为 


亥姆霍兹方程 


a 、 d 


U - u x w) = 0 . 


W 为 


Ox dy 

所以上述投影还可以写为以下 形式： 


dw z 

dz 


= diva; = 0, 


dt 


du x duj x du x (du dv dw\ du du du 
以石 ㈠ 石 切石石一％ 巧一％ 石 =0 . 

对方程 (29.4) 在 j / 轴和/轴的投影也可以进行类 
/ 似的变换，从而得到矢 ffl 方程 

Au ) 

— + u; div r = (u; • V)v, (29.5) 

式中 ▽ = + ^- k . 根据连续性方程 

^7 + pdiv v = 0, 

Qt 



阁 105. 织成涡线微元 d a 的物质点 
经过 dt 时 间后运 动到曲线微元 d〆 


可以把方程 (29.5) 改写为 
do; / uj 

W 七外 • 


(29.6) 


方程 (29.6) 称为亥姆霍兹方程 1 在研究理想流体中的涡 A 在空间中的传播和随时 
间的演化时，可以把这个方程当做基本方程. 

从方程 (29.6) 容易得到涡旋运动的一些动力学性质.我们曾经利用汤姆孙定理 
得到相关结果，而汤姆孙定理得自 (29.4) (见第一卷第六章 §7). W 为这些性质极为 
重要，我们从方程 (29.6) 出发再次推导这些结果. 

选取一条涡线并考虑其微元心= eu / Pl 式中 e 是小常涡线微 
元 ds 的起点和终点 is 为 i 4( rr ， y ， 2 ) 和衫(: r + d : r ， y + dy , z + dz ), 


涡线是物质线 


^ 一般把不可压缩流体的涡鼋方程 du,/dt = (u,-V)t, 称为亥姆霍兹方程.方程 (29.6) 是贝尔特 
拉米在 1871 年提出的一个方程的简化特例 （见 ： Trucsdell C. The Kinematics of Vorticity. Bloom¬ 
ington: Indiana Univ. Press, 1954). 译注 
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其中的微分 d : r , 办， dz 可以视为微元心在笛卡儿坐标轴上的投影.我们有等式 

dx dy dz ds e 

- = — rs - -= — ’ 

UJx Uy UJ Z UJ P 

« B -^ = gdx+gdj, + ^dz = (d5-V)« = e(^- v)«. 

从图 105 中的无穷小四边形 ABB ' A ' 可知，组成涡线微元 d S 的物质点经过 d < 时间 
后运动到曲线微元如'，并且 


ds ’ = ds + % df 一 ％ 出 = f ( 勞 .▽) u 出 • 


(29.7) 


另一方面，涡线微元 h 在时刻< +出变为新的涡线微元6〃,后者应当满足公式 


= Of ). 


(29.8) 


公式 （29.7) 和 (29.8) 具冇运动学本质，它们不仅对理想流体成立（这时我们有亥姆 
祺兹方程 (29.6)), 在一般情况下也成立，例如对黏性流体和其他介质均成立. 

在亥姆 ® 兹方程 (29.6) 成立.时，从公式 （29.7) 和 (29.8) 可知 


这个等式表明，涡线就像物质线那样运动，它们在给定时刻 f 是 fl ； 合的.于是，涡线 

证明，对于黏性流休，在方程 （29.6) 的右侧还有附加项，所以 d〆 / (1，, 
于是黏性流体中的涡线相对于流体微元是移动的. 

现在考虑时刻 t 的一个无穷细涡管，其横截面为 da . 经过 cU 
=胃胃+咖后，该賺与流体觀—起移动醜雛 st 郷然是润 

竹，相应横截面为 da '. 我们有等式 


和质£1守恒定律 


从 (29.9) 和 (29.10) 得到 


d5 = V 


pds da = p ' ds , do 7 • 


(29.9) 


(29.10) 


Jds^TdP' o;d … 'd〆 ， 

换言之，与流体一起运动的涡管具有不随时间变化的 环量: 


r — 2 ujAg = const . 


这个结论就是前面用另一种方法证明的汤姆孙定理.从上述结果可以得到第一卷第 
六章§7中的所有相关推论. 



我们强调，所有 t 述结论是对自由涡旋作出的. 

如果方程 (29.1) 右侧的质 S 力具有不为零的旋度（连续分布的茹科夫斯基力)， 
理想流休中的涡旋就会相对于流体运动. 


§30. 涡量在不可压缩黏性流体中的扩散 


现在研究涡 M 在不可压缩黏性流体中传播的方程. 

这时，在方程（29:1)%右侧必须补充黏性项式中 " 是假设为 
㈣ ■■( g . 糊不可臓餅 divt , = 0, 細从补 充了讎 
项的方程 (29.5) 得到 


= (u; • V)v -f uAlj. 


(30.1) 


矢 ffl 方程 (30.1) 在笛卡儿坐标系 z 轴上的投影为 

(30.2) 

而在 z 轴和2/轴的投影也具有类似的形式.对于等哼的流动，在精 确到了 阶小 M 时 
可以把方程 (30.2) 写为 




这个方程等同于扩敗方程或静止介质中的热传导方程（见第一卷第五章 §7). 

因此，涡贵的分 贵在流 体中趋于均匀分布的规律类似于不均匀受热物体的温度 
趋于均匀分布的规律.在黏性流体中，涡 ft 沿空间和流体微元扩散，具有在整个空间 
中均匀分布的一般趋势. 

对于黏性流体的平面运动，方程 (30.2) 在 w = 0时具有以下 形式： 

昝+令+令 =,( 窨+祭). (30,) 

有限强度直线涡丝的设流体中的一条直线涡丝在时刻《 = 0位于2轴，涡丝的环 
扩散 量 r 是给定的有限量.我们来研究涡丝的扩散问题.在此后 

的时刻《 > 0,涡量将向整个空间扩散，我们来计算任何时刻 
( > 0的涡量分布.显然，待求的解相对于2轴对称，所以分量 u ; 2 只依赖于: T 2； 平面 
上的极半径 r 和时间流体速度也依赖于 r •和 t 并指向以坐标原点为圆心的圆周 
的切线方向. 

因为 duj t / ds v = 0,其中指向沿流线的方向， EP 

u duj z v duj z _ 
t ;| dx + | t >| dy ' 
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所以，根据上述对称性，方程 （30.3) 变为线性的热传导方程，它在极坐标下的形式为 


duj z _ (d 2 LO t 1 daj z 、 

dt dr 2 ^ r dr J 


(30.4) 


考虑以坐标原点为圆心、以 r 为半径的圆周上的环 fl r ( r ， i ). 根据斯托克斯定 
理，我们有 

r 2ir r 

r ( r ， t ) = 2 J J uj x r dr d 6 = J ru t ( r , t ) dr . 

oo o 

在初始时刻 t = 0, 对于任何 r * (包括任意小的 r *)， 我们有 


r ( r , 0) = r — const . 

这是问题的初始条件. 

根据问题的提法，待求的解具有以下 形式： 

t , I /, r ). 

从方程 (30.4) 的线性性质和初始条件 (30.5) 可知 

= r /( r , t , v ). 

从问题的提法、 （30.6) 和 n 定理可知，无贵纲组合 


(30.5) 


(30.6) 


只能依赖于无 E 纲变贵 


a = ^^(0- 

把公式 (30.7) 代人偏微分方程 (30.4), 得到常微分方程 

妒⑹ + + «⑹ + 汉 "(01 = 0, 


积分后得到 


W W = C 


对于待求的解.训 0) 和 <⑼是有限的，所以常数 C 等于零. 


对方程 


dt /» 

4交+少= 0 


(30.7) 


进行积分，结果是 


矽= Ae ~^ 4 , 



由此给出 
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利用初始条件 (30.5) 即可计算常数 A 我们冇 



(30.8) 


根据（30.5)，对于 f = 0和任何 r >0,由此可得 r = 87 r ^ r , 即火= 1/8 tt . 因此， 


-L. 

87TI/t 


这个公式给出待求的 A . 

现在 i 卜算速度分布〃 ( r ， 沐因为 


(30.9) 


r(r, t) = 2nrv(r 1 <)» 

所以根据 (30.8) 最终得到公式 

十，0 = (30.10) 

在《 = 0时,所得结果就是位于 2 轴的直线涡丝的速度分布规律.在理想流体中，这 
样的运动在此后时刻 （《> 0) —直保持.在黏性流体中发生涡 ffi 的扩散，这是由公式 

(30.10) 中的括号中的第二项导致的. 

公式 (30.9) 表明，在叩 平面上的每一点，涡 M 的分 fl A 随着时间的推移先从 
零增加到最大值 r /27 rr 2 e , 然后乂减小并趋于零 . 

线性方程 (30.4) 适用于研究任何相对于2轴对称的运动，例如任何给定函数 
^( r , 0) 所对应的初值问题.在该线性问题中，相应的解可以通过点涡解的脊加构造 
出来. 


2 > 0相似解 (30.9) 称为奧森涡，它是相应解族中最简单的一个解.关于方程 (30.4) 昀全部自相 
似解，可以参考以下专箸的 261—263 页： Wu J.-Z., Ma H.-Y., Zhou M.-D. Vorticity and Vortex 
Dynamics. Berlin: Springer, 2006. 该专著系统地阐述了涡屋和涡旋运动的理论和结果.——译注 
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§1. 引言 

我们来研究可变形“固体”理论.就像前面那样，我们把固体当做物质连续介质. 
为了研究连续介质各物质点的运动，引人参考系/以及与介质一起运动的拉格朗曰 
坐标系疒（图 106). 只要知道函数 

即只要给出连续介质的运动规律，我们就知道介质的每 
一个 物质点在任何时刻£的位置. 

可变形固体最1要的特征贵之一是应变张 S . 在流 
体力学中基本不使用这个张 fl ， 因为对流体而言，只有体 
积的变化才是与变形有关的重要特征 ft . 对“固体”而言， 

平# 印孪 作华準 萃睪，即应变张的所有分量都很重要. 

淦去 固体的任何线微元在所研究时刻的 
长度与该微元在被称为“初始状态”的某个理想状态下 
的长度而引入的. 

例如，就像在经典的弹性力学中总是认为的那样，初 
始状态可能就是所研究的有界固体在某个初始时刻~的 
状态.但是也存在一些理论，其中的“初始状态”无法在欧几里得空间中真正实现 1〉 


d 在牛顿力学中，实际的三维物理空间是欧几里得空间.在弹性力学中通常认为，用于进行对比 
的初始状态可以在相差刚体位移（介质作刚体运动时的位移）的条件下单值地确定下来.可以研究 
初始状态具有一定任意性的连续介质模型. 



图 106. 参考系 y 和拉格朗 
日坐标系 r 
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(见第一卷第二章 §5). 

众所周知，如果分別用么 ，•和 表示度规张量在“初始状态”和当前状态 F 的 
拉格朗日坐标系中的分量，就可以用以下公式引入应变张量的分量： 

h =去(、 - D 

初始应变如果初始状态能够 A 正实现，就可以引入从初始状态到当前状态的位移 
矢 E U ；. 这时，应变张 M 的分量可以通过位移矢量的分量表示出来， 
并且应变张量的分 M 满足协调方程.如果“初始状态”无法在实际的物理空间中实 
现，则不满足协调方程.在这种情况下，有时引人某种有代表性的中间状态（不 
带引号的初始状态）及其度规张量以便引人从中间状态。。到当前状态^的位 
移.于是， 

e ij = \(9ij - 9ij) = ^(9ij - 9ij) + 去 ( 心 - 彡 0) ， 或 …〜 . 

分 M 可以通过位移表示，但分贵、不能通过位移表示.张 M 分 E ‘定义了一 

个“初始”应变状态. 

在固体变形理论中经常研究变形和相对位移都很小的情况.在这种 
情况下,如果拉格朗日坐标系在某一时刻（例如初始时刻）与参考系 
重合，则它此后将一直与参考系相差很小，并且任何张®或矢贽在这两个坐标系下 
的分 M 显然也将相差很小.如果在理论中只考虑一阶小 M ， 则对于诸如应变张 M ： 的 
—些小张 ft 或小矢撖，它们在拉格朗日坐标系和参考系中的分 ft 这时没有区别（因 
为它们相差尚阶小位).所以，在弹性力学的许多经典教程中只研究无穷小变形，不 
明确引入这两种不同的坐标系. 

在相对位移很小的固体变形理论中，对于张贵的分 M 和我们有公式 

Wj = e {j = +(▽<% i ijt (1.1) 

这样的理论称为几何线性理论. 

§2. 弹性体模型 

弹性体变形过程的可弹性力学区别 于其他 一些可变形固体理论（塑性力学、蠕变 
逆性 理论等）的主要特征是，弹性体的所有连续变形过程根据定 

义都是可逆的.此外还通常认为，对所有弹性体微元都可以 
引入局部温度 r . 因此，对弹性体微元总是可以使用关系式” 

= ⑷. (2.1) 

1) 关系式 （2.1) 对弹性体中的某些不可逆过程也成立.下面的结论将同样适用于这样的过程(例 
如热传导过程). 


§2. 弹性体模型 


• 237 . 


弹性体的状态参量经典弹件•力学的第二个基本前提是如下 假设： 弹性体微:元的状 

态完全取决于应变张 B 、 温度 T (或质量熵 S )、 某些表征介质 
的力学和物理化学性质的一般可变的参量 Xk ( e , e , e , 纟） （/：= 1 ， 2 ,…， #) 以及 
常 S Ar w ( f ， 《 2 ,。 ( dk n = 0) ( Z ?= l ，2, …，从例如，某些〜0可能是可变的 
或不变的相密度.如有必要，可以把初始应变张量的分 M 列人参量 a , 晶体 
的对称性也可以利用参 fi Xa ：， 给出，其中部分参 M 可能是矢 fl 或张量的分 M . 参 
M X / C . 还可以包括表征电磁场的矢 M ， 以及建立数学模型时出现的某些参量.在 
广泛使用的一些经典弹性体模型中，我们认为在每一个弹性体微元中= const , 即 
仏= 0. 

此外，我们还假设初始状态的度规张 M 与时间无关，即 

竓 =、 w ， 《 3 )， 

这也是弹性体模型的一个有代表性的性质. 

闪此，在定义筲通的 U 弹性体模型时，对弹性体的质 tt 内能 C / 或质 M 自由能 


可以写出 


F ^ U-Ts 


U = U( Sl g ijt Xfc , k D ), 

( 2 . 2 ) 

F = F(T, i ijy Xk ， k B ). 

在函数 C； 和 F 的自变 £1 •中,要明确地 （M 式地)指出度规张量的分 M 合 
(或 e , e , o = 2f 0 -p 0 ), w 为标 m 和 f 其实只依赖于作为变 ffl 而列 

出的那些分 位所对 应的张 m 的不变 a， 而不直接依赖于这些分 m 本身.一般而言，为 


了从分董〜和组成不变 ft ， 必须使用度规张揸的分 a 或么^ 

—种弹性体，若其热力学函数(/和 F 并不显式地依赖于拉格朗日坐标夂我们 
就称之为冷辱弹 性体； 若某些参 tt Xfc , 0与相等或者是 c 的给定函数，我们就 
称之为非為®弹性体. 


基本方程 


我们来 w 忆并写出连续介质力学方程，它们是弹性力学封闭方程组的基 
础.我 们有： 


( a ) 用来计算密度的公式（拉格朗 R 形式的连续性方程） 

PV / ^ = PoV / ^ = /« ， , C 2 , ^ 3 ), (2.3) 


月前可以引人一些更-•般的弹性介质模型，其中（/和 F 的变甭珂以包括应变张 M 的分量 
对时间和坐标的各阶导数 • 还有-些模型的主定参 a 并不包括对称的有限应变张 m 的分童，取代 
这些分最的是导数 dx 、/ dH 并且单位质量介质的热力学函数不仅依赖于弹性体微元变形的特征 
通，而且依赖于弹性体微元在空间中的方位.例如，对于电磁场中可被极化和磁化的物体就可以采 
用这样的模型.应力张萤的分1这时一般不是对称的. 



( b ) 动 a 方程 
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pa'^pr + Vjp^, 
( c ) 热流方程的两种等价 形式： 


dt/ = T ^ + Td5 


(2.4) 


(2.5) 


dfy - sdT + dq' 


( 2 . 6 ) 


其中已经考虑了表示热力学第二定律的条件（2.1〉.在写出方程 （2.5) 和 (2.6) 时还 
假设心与时间 f 无关，即（见第一卷66页） 


— 警， 


以及 p'j = pi \ 

如下所述1为了在具休的运动问题中提出确定的弹性体模型并得到封闭方程组， 
只要给出内能 A , P ) (或自由能 F (7\ a ， k H ))， 质 ffl •力的 
分童户，热流扣⑷(只出现在 (2.1) 中)和能世流扣”即可. 

一般 而言，耍想给出位"（或尸)，尸和( V ，就要建立模型 
d Q 舰所職齡质与外部雜（械场，混合_外部组元， 
7 固定的或运动的外部宏观结构，或者一般情况下按照体积分 

布的某种外部几何约束，等等）区別开来. 

在一般情况下，即使给定的介质不与任何萃哗外部对象发生相互作用，也必须 
引人咖 ••（# 0). 这是因为，在考虑所研究的介或4元与同样介质中的相邻微元之间 
复杂的相互作用时有必要引入 扣 这里的相互作用既包括对曲面的作用，也包括 
对体积的作用.不过,如果作出像 （2.1) 和 （2.2) 那样的重要假设 1 >，就可以在弹性体 

D 在一些史复杂的弹性体模呦 rfr 内能不仅依赖于炖变张«的分最,而且依赖于这些分最对空 
N 坐标的导数，即{/(.，，〜，(这甲.使用记号~表示应变张录# = ~料> 的分燈， 
i tj = i tj = ( g tj -^.)/2), 所以方程 (2.5) 的左侧还有一 项： 

如果假设分请产= P 与导数 d ^ i ^/ dt 无关（这是-个很强的假设),则上述附加项应当与方程 
右侧 dq " 中的 A ^ dVfce ^ 平衡.为了便于运算时又不失一般性， 这里仅 在固定的初始 状态空 
间中考虑梯度运笄，从而能够在计箅对时间的物质导数时交换运算 顺序： 


令- 


= V fc 


对比方程 （2.5) 的两侧，根据增 M dV fc ^, 的任意性，我们得到 


A^ fc = 


dU 

= 而 o 


模型中认为 


= 0 . 


(2-7) 


W 为在经典的最简单的弹性体模型中不考虑极化和磁化效应，所 以总是 可以在 
没有任何附带条件的情况下认为 (2.7) 是一个基本关系式. 

现在根据方程 （2.5) 和条件 (2.7), (2.2) 推导弹性体的一般状态 


弹性体的状态方程 


方程.我们把方程 (2.5) 改写为以下 形式: 


du ? du ^ au , 


Tds. 


( 2 . 8 ) 


关系式 (2.8) 和从 （2.6) 得到的类似关系式对弹性体中的任何过程都成立.对于给定 
的弹性体微元，只要改变外力、热流、边界条件和其他一些外部条件，就可以实现无 
穷多个这样的过程，使得最 fy ， s ， Xfc ， r 和 P 在给定时刻保持不变，而增 M 
，心（或 dT ) 和 cih 发生变化.如果存在一组独立的增 ffl d£ lJt ds ( dT ), dw 则 
在泸只依赖于 《 (或乃 并且初 •• = 0的条件下，从 （2.8) 或者相应地 


如果分 M 是独立治出的，或#,如果认为= 0,关系式 （•） 就是已冇的封闭方杓 

织之外的附加方杓.这时，这些附加方程将严重限制主定参敏在独立丁•外力、热流和边界条件时 
的 Q 由变化，因而-•般是不可接受的（没有内部几何约束).所以，关系式 （•） 应气是用来定义人 
(# 0) 的饵等式. 

w 此，对 r 内能与应变张运分《的梯度有关的复杂弹性体模型，能 a 流扣"应当不为零，它 
取决丁•内能的性质，而内能足其自变 s 的给定函数.由此 珂知， 在達立某畔连续介质模型时，确定 
的问独在给出内能之后即可自动解决. 

在 I •.而给出的例子中，如果认为 能里流 dy 取决十弹性体激元边界 iftH •.由不均匀变形引起的 
相5：作用，则冇 


1 mm pdT = J pK xjk di tJ h k da = j V k (pA ljk di tj )dT-, 


又因为 


PV^ = PoVy. A 如=入气 


所以（见第一卷第四 $ (3.7)) 




1 dy/dp 0 A' jk di tJ 

—^71 砰 

十 ( p ° 為吟) 




在内能与应变张设分璜的梯度有关的前提下，这个公式定义了由变形的不均匀性引起的可逆的机 
械能流. 
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从 (2.6) 可以得到以下关系式心 


h 亂 

rd 

(2-9) 


—⑽“ ’ 

(2.10) 

(a,,-- 


(2.11) 


关系式 （2.9) — (2.11) 称为弹性体的状态方程.关系式 （2.9) 把应力张量的分 fl 
与函数以或 f 的自变 M 联系起来， (2.10) 用于计算温度 r (若使用 t /) 或嫡 .s (若使 
用 F )，(2.11) 用于计算参 fl 的变化规律.这些关系式类似于用来描述可逆化学反 
应的著名的古尔德贝格一瓦格方程（见第一卷第五章 §10). 

下面将研究一种最常见的 情况： X / c 保持不变，这样就不必再考虑方程 （2.11). 
弹性体的状态方程 (2.9) 是胡克定律的推广，该方程既考虑了非线性效应和温 
度的彤响，也考虑了可能起作用的变化的物理参 tt Xic (相密度等）的影响. 

7~rrF 維说柹优的奸 状态方程（ 2 . 9 )是在 d ~， d.s (或 dr ) 和线性无关的假 
^ 设下賴的.娜趙 H 之间有縣 ，公式 （2.9) 就会变化. 

" 例如，对于不可压缩材料，我们有附加关系式 


. di {j = 0. (2.12) 

这时，如果引人拉格朗日乘子 g 和 〆 ，则从 （2.8) 和 (2.12) 或者从 （2.6) 和 （2.12) 可 
以得到用来代柙 （2.9) 的公式 

P ij = -Q9 lj + 

或者 

P 13 = - 

为 r 确定拉格朗 h 乘了 •(/ 和 (/， 必须使用附加关系式 (2.12). 不应把这两个 m 与压 
强混为一谈.在一般情况 fq ^ q \ 而在具体问题中只需要确定二者之一. 


描述弹性体运动的封 
闭方程组 


在上述条件下，关系式 （2.9) —(2.11)，连续性方程 (2.3), 运动 
方程 (2.4), 能量方程 


dq(C)= ^ dS 或 dqie> = ~ Td (^) } (213) 


n 在推#公式 (2.9) 时认为 du / di tj = du / di jit 即对称张屋的分景~以对称的形式出现在函 
数 t ; 和 f •中.此外必须注意，如果给出 u 和 F 对么 ,.， 的函数关系，而小是它们对的 
函数关系，关系式 （2.9) 就不成立.因此，如果在欧拉坐标下给出 t / 对分 M 的函数关系，关系 
式 (2.9) 就不再成立. 



§2. 弹性体模型 


再加上把速度和应变张 fl 同位移联系起来的那些关系式，就组成描述弹性体中各种 
过程的封闭方程组.在静力学问题中可以使用协调方程来代替相应关系式，并认为 
〜= 0 (或者使用关于的一些附加结果，这取决于所给材料试件的制造条件，从 
而应当在相应问题中单独给出).此外，还假设 r 和厂对相应参 M 的函数关系以及 
量户和 如⑷ 都是已知的. 

在等温过程中使用包含自由能尸的一组关系式比较方便,这时温度已知并保持 
不变，而运动方程在不使用关系式 （2.10) 和 （2.13) 时就已经是封闭的.在这种情况 
下， (2.10) 中的第二个关系式用于计算熵（如果滿要的话)，而 (2.13) 用于计算保证过 
程等温性所必须的 dq ^. 在绝热过程中使用包含 f ； 的一组关系式比较方便.不过， 
无论哪一组关系式都适用于弹性体中具有仟何热流扣⑷ 

形的）拉格朗日坐标系下写出的.众所周知，为了描述连续介质的位置和运动，一 
般可以使用初始的拉格朗 R 坐标系（即各物质点的初始坐标所对应的坐标系)，当前 
的已经变形的拉格朗 F 1 坐标系 （ K 唯标线随物质点的运动而变形)，以及欧拉坐标系 
(空间坐标系).如果物质点的坐标是它们在3前已经变形的状态所具有的坐标，即如 
果坐标系或者足欧拉坐标系，或者足已经变形的拉格朗 R 坐标系，运动方程就具有 
(2.4) 的形式. 

已经变形的拉格朗 F 1 坐标系一般是曲线坐标系，并 tL 亊先（在求出各点的位移 
之前，即在问题被解决之前）是未知的.这在有限变形的情况下使方程组变得极其笈 
杂： 对空间坐标夕的所有导数都含有克里斯托费尔符号，它们与〜〜+ 2〜之 
间的关系非常 S 杂. K 实， 



句浐 =寨7+户 fii + 严 fl , 

式中 y 是加速度、速度和位移的分 S ，（《 


( 恥 ） =(心 + 2 ^)，（浐卜 


初始拉格朗日坐标系为了避免这鸣复杂的方程，可以使用初始的拉格朗卩1坐标系， 
下的非 线性弹性力学因为它在变形过程中保持不变，并且可以 选取诸 如笛卡儿坐 

标系这样的便于应用的坐标系作为初始的拉格朗 fl 坐标系. 
这时，运动方程已经不再具有 (2.4) 的形式.使用皮奥拉名义应力张量 ―咕 来表 


述这些方程最为方便，该张量的引人方法如下.考虑任意某一物质面微元.在介质变 
形状态下，设该物质面微元的面积为 da , 单位法向矢量为 n ， 而在变形之前，相应面 
积为 da u ， 单位法向矢量为％. 

可以用公式 

^n o d(T 0 = p n da 

引人名义应力矢 M 7 T n 。，即 7 T n 。是所研究的物质面微元上的作用力与该物质面微元 
在发生变形之前的面积之比的极限.设--个物质体微元在发生变形之前具有四面体 
的形状，并且该四面体的部分棱分别平行于初始的笛卡儿坐标系的坐标轴.只要对 
这样的物质体微元应用动量定理，就可以引人张 /J 7^. 我们有 



对于任何物质体，可以把动 M 定律写为以下 形式： 

J P Q adT 0 = J p 0 Fdr 0 4- J 7 r l n 0i dcr 0t 

v 0 Lo 

所以对于连续变形过程可以得到 

p 0 a = p 0 F + 

其分量形式为 

如果初始的拉格朗日坐标系是笛卡儿坐标系，则运动方程的形式为 

d 2 w x c, 

^ 0 -^-=^ + ^ 7 - 

可以改写状态方程 (2.9), 使其中包含而不包含产.皮奧拉名义应力张量的 
分 ft 与 A : 正的应力张 fl 的分量之间的关系为 

da 0 = p kl h l e k da . 

为了使 7 rd 与之间的关系式不包含物质面微元 da ， 我们在所考虑的点选取任 
意矢 fl dr 0 , 并在初始状态考虑这样的柱状物质体微元 d %， 其底面为 da 0 ， 母线为 
dr 0 =( l ^ e ^, 体积为 da 0 d 《* = da 0 ( n 0 - dr 0 ). 由于弹性体变形， da Q 运动到 da ， 矢 
最 dr 0 运动到 dr = e it 物质体微元 dq 运动到 dr = dahid ^. 根据质量守恒定 
律， A ) dT 0 = pdr , BP p 0 d <7 0 n 0i dC = pda 兔妒，而叱是任意的，所以 

Po d ^o = pdahi, 


于是 


外= ^ e fc . 



又 W 为 


a e 

e k = e k 




=( 社 + 么以 )4, 


所以 


•O = fOpkj^i^^^iy 

P 


(2.14) 


在这里所考虑的初始拉格朗 U 坐标系中还可以给出 TT ” 与应力张 : tt 的分量 
之间的关系，该分最是根据以下等式引 人的： 

P ^^ e i e j = p kl e k e l . 

闪为色 = (# + 女 #)<，所以 

p kl = p ij ( S ^ + v - tZ^)(g + 夂 t ^). 


现在从公式 (2.14) 容 M 得到 


^'( S ^ + ViW 1 ). 
Po 


从公式 (2.14) 可以 f ? •出，皮奥拉张贵不是对称张 12. 此外，弹性体的 A 对位 
移的关系不是像那样仅仅通过应变张表现出来，还依赖于换言之， 
7^还依赖于弹性体像刚体那样的转动 U .在相对位移很小时，皮奥拉张 M 与应力张 
M 相同. 

现在可以把状态方程 （2.9) 写为以下 形式： 


n ij = 


= p °(^ XS k ^ ktJjl)= p 。(篆 I /+ w ). 


直接 i I •算就容易证明 


这时只要使用公式 


㉞ 咖 )=為 


iii = |(V<^ — — w k Vjw k ) 


和条件 dU/diij = dU / di JX 即可.于是，状态方程 （2.9) 的形式现在可以写为 

〜。(老 d ， x ，(^11 x = (鸯 £ L . 


. ——译注 


(2.15) 
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可以把量 P 。 放在微分运算符之后，因为与无关.函数 Pfl "和 分别是 
单位初始体积的内能和13由能. 

T 是，非线性弹性力学方程组在初始拉格朗日坐标系下可以写为以下形式（这 
里省略了表示初始拉格朗日坐标系下的分 最的符号。) ： 

d 2 w^ ^ 咖⑷ T d ( dF \ 


- =(^ l ： ( a .,=° - 


函数 ng l3 , v>„ T , Xk ) 应当是给定的，此外还应当给出热流密度 dq ^ 和质 H： 力 
F (或者用来计算咖⑷和 F 的定律).这个方程组不包括密度 P ，熵 s 和其正的应力 
张量 浐. 如有必要，可以根据公式(2.3)， （2.9) 和 (2.14) 来计算这 些量. 

故竹亦暑下的非找杜 a：s t a 

线性续性方程、运动方程和能撤方程具有通常的形式： 

^7 + pciiv v = 0, 
dr 

dr „ “ 

= P F + ▽# 7 e“ 


pdiv v 


d 9 ⑷ T d fdF \ 


如果 tf： F, dq ^/ dt 和函数 F ( e ij , T t Xk , k D ) 已经给定，则为了获得封闭方程组，可 
以补充状态方程以及速度 v 与应变张童之间的关系式. 

例如，可以用以下方法得到这些方程.在拉格朗日坐标保持不变时取关系式 


dx k dx l 

£ij = ekl W 两 


对时间的导数.得 


• diij de kl dx k dx l dv k dx l _ dx k dv l 

eij = "dT = ~ dTW ^ + e > d W 两 +£ kl W 两 


或者，因为 


所以 u 




dx n ' 


6mn = ~dT £ kn dx ^ 


l ) 这里对原文略作改写（参考了原书第四版)，以便解释张量分量的全导数（物质 导数） 的不同定 
义对最后结果的影响.从张量运算的角度讲，定义 (2.18) 更为自然.一译注 



即 


= 2^ 


dv k dv l 

+ V n ^ m ) -〜 _ E ml ^' 


式中 


如果定义 


d^mn 一 决 mn 

~dT = ~dT 


i ds mn 


~dT = ~dT 

就可以把方程 (2.16) 写为以下 形式： 


(2.16) 


(2.17) 


(2.18) 


= 去 (V，n W + V nVm )- ^V m r fc - 


(2.19) 


这些方程把应变张 ffl 的变化勹速度场联系起来.为了得到欧拉变量下的封闭方程组, 
这些方 程足必 须的. 

我们来考虑这样的 问题： 在使用欧拉变 fi 表示应变张0、应力张童等 tt 的分世 
时，状态方程 (2.9) 具有什么样的形式？为了得到这些方程，作为一个例子，可以采 
用以下方法 1 首先，设函数 F ( 9ij , £ij1 T , k D ) 是已知的， 其中％ ，^， Xfc ， 

是度规张 E 、 应变张 H 等 fl 在欧拉坐标系中的分贵，然后从欧拉坐标系转换到4前 
的拉格朗 FI 坐标系.因为 F 是不变的张 ffi 函数，所以尽管所有张 M ： 自变 ffl 的分 ffl 在 
坐标变换时发生变化，例如％ 变換为心， 变换为 f …但函数 F 的形式这时保 
持不变， 

F(g ijt e tj ， T ， Xk ， k B ) = F(“ 7M P). 


接下来我们注意到，公式 （2.9) 是在考虑到本身与~有关的情况下得到的，这 
时〜=竓+ •把知的这个表达式代人函数厂得 F = T , x k , 

(见(2.2))，并且 

P ^ de ijh tr T ， x k , k B 


我们来考虑函数 f \. 如果认为这个函数的所有张量自变 tt 都是张量在当前拉格朗曰 
坐标系下的分量，例如，如果认为么是张量 ^ e * e > (这已经不是度规张 M !) 的分 
置，那么，只要按照一定规则对这些分量进行变换，就可以转换到欧拉坐标系.这时， 
函数 A 的形式保持 不变： 


F\{9ijy iij, T, Xfc, k B ) = Fi(g f iJ1 e ijt T, Xk^ O, 


关于这个问题的细节以及弹性力学中关于有限变形的其他一些公式， 参见 : Ce^OB JI.M. Boe- 

[e b MexaHKKy cnjiomHott cpcau. MocKBa : 伞 M3MaTrM3 ， 1962 (Sedov L. I. Introduction to the 
janics of a Continuous Medium. London: Addison-Wesley, 1965). 第三章 . 




所以在欧拉坐标系下有 1 > 


( 2 . 20 ) 


这里么 j 表示张量 9 ^ 在欧拉坐标系下的分量. 

显然，方程 ( dF / d X \ jiT ^ fc B-0 在使用欧拉坐标系时仍然保持不变.自由能的 
自变 M 这时包括以,，不过€们可以通过~表示 出来： 


9ij = 9ij - 2 

此外，根据定义，张 E 的分 S /c w 在拉格朗 H 坐标系中是常 fi, 但是这些分量在欧 
拉坐标系中将是变 E， 应当对它们写出附加的方程.写出这些方程的方法类似于推 
导方程 (2.19) 时所使用的方法.例如，如果参 ffl A:" 是矢贵^2 = ^,的分 fit 并且 
V = const, 就可以使用以 F ■方法获得描述欧拉坐标系下的分 M V的变化的方程.为 
此，我们在拉格朗 H 坐标保持不变的条件下讣算公式 




对时间的导数，有 


da k dx k ^ dv k 

~dT = + ° W 



3 v k 

W ， 


因为 d^/dt = 0. 再利用公式 



就捋到所要的方程 


da k , dv k 

■dT =a a? 


o 在文献中还有一些公式给出欧拉坐标系 K 的应力张12的分 ft 与能块对成变张谊各分 fl 的导数 
之间的关系，但足•其形式不同丁公式 (2.20). 例如，对于各向 M 件弹性体,有时使用被称为默纳汉 
公式的关系式 

其中，函数 F 的自变&是7\而不是 T . 只要直接使用方程 

dF = dt — sdT 

P 

和 dey 与~之间的关系式 (2.19), 就不难得到公式 （*)- 

公式 （*) 能够被推广到某些可逆过程，这时函数 F 的自变量是观察者坐标系中的7\ 
X fc , fc c , 其中 X fc 是坷变的内部参 S , 是已知函数.打变贽仅仅限于这些录，这就保证了张埴分 
Bip ij 的对称性_ 

从上述状态方程理论可知，相应公式的形式在很大程度上既依赖于所用参考系，也依赖于热 
力学函数的自变萤. 

2) 物质导数的定义类似于 （2.17). ——译注 


§ 2 . 弹性体横型 


应力张量的势函数我们再给出以下说明.在无穷小变形理论中，状态方程（2_9)和 

(2.20) 在精确到相差高阶小量时可以写为以下 形式： 


P ' 3 = Po 


dF 一 dp 0 F 
diij 一 diij 





式中外是初始密度（与变形无关)，<!> = P 0 F 是体积自由能.因此，应力张量在小变 
形的情况下具有势函数，换言之，其分 S 可以表示为函数企对化的偏导数.在考虑 
有限变形时，应力张错的分量 pO 在精确的提法下没有势闲数. 

我们指出，从公式 （2.15) 可见，皮奥拉名义应力张11的分 M 不仅在小变形的情 
况下具有势函数，它们在有限变形和转动的情况下也具有势喊数. 

与虑 一种可以被称为非 线性弹 性体的介质，我们在第 A 
i ?: 中详细研究过这种介质.设自由能只依赖預度和密度， 


F=F(T, p). (2.21) 


关系式 （2.21) 是 (2.2) 的特例.其实，根据 （2.3) 有 


P = 


Po\/l 


( 2 . 22 ) 


式屮々= det(^), g = det(^) = d C t(2~ + 竓)， p 0 (^\ ? 3 ) 足初 始密 ffl， 它足 

的已知函数. W 此，密度 p 可以通过^ 和〜 表示出来，这种介质的自由能从而依 
赖于温度和应变张 ffl 的分 W， 只不过这种依赖关系具有特别的形式（应变张 M 的分 
G1 •出现在该关系式中的形式只与密度 P 有关 1 >). 

不难计算偏导数 dp / di . j . 直接对 ( 2 . 22 ) 进行微分，得 

-^- = 2-^- = 一一 = 一以>. 

Oiij dg^ dct(^) dg^ 

或者采用另一种方法，根据欧拉形式的连续性方程 


dp = —pdiv vdt = - pg ^ e ^ dt = - pg lJ d£ t 
我们又得到同样的 公式： 


兔 


= 一的 ”. 


所以，关系式 (2.9) 对于所研究的介质具有以下 形式: 


D 这甩4以选取具有给定初始密度分布的任何状态作为初始状态.这时，初始状态的特征 ffl 只 
有通过初始密度才能体现出来.在初始状态下，内应力一般可以不等于；.对于弹件“固体 "，经 
常可以认为在初始状态下 pO = 0. 




或 
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因此， 该介质的应力张量是球张量.把 M p 2 dF/dp id 为 P， 


- 曷 - 


= P(P, T ), 


P ij = -P9 ij - 

所研究的介质是理想流体， p 是压强.我们看到，理想流体运动理论是有限变形非线 
性弹性理论的特例，只不过这个特例确实很特别. 

ISS h 能通过对张 fi 不变 ffl_ 赖关系表现出来.如果所有参最 

h 都是标 fl, 这样的弹性体就称为各向同性的.在各向同性 
弹性体中，自由能 F 其实并不依赖于6个变 M = ~ = e、， 而仅仅依赖于从分 

和~组成的3个独立不变蛍，例如 


g ik ^ue jkJ 


(2.23) 


如果弹性体的自由能不仅依赖于： T 和还依赖于 ％， 并且 Xfc 包括矢 M 或张 
M 的分 ffi, 这样的弹性体就是各向异性的.在各向异性弹性体中，自由能对的依 
赖关系并非仅仅通过不变量 （2.23) 表现出来，还通过由应变张量和函数 F 的其他一 
些张量自变量联合组成的一些不变 M 表现出来.例如，如果一种介质的性质取决于 
某个矢 fi 6 (如取向介质 U 这种类型的介质)，在 F 的自变量中就会出现诸如 6 ^ 
的不变最. 

在本节最后，我们再来从一般观点研究满足胡克定律的线性弹性体模型.第一 
卷第四章宵经讨论过这个模型. 

假设弹性体应变张量的分量 y 和相对位移都很小，度规张 
所对应的初始状态能够真正实现（见§ a 换言之，从 
S 都彳的度规张量心所对应的状态到当前变形状态的位移是存在的 • 

此外，设拉格朗日坐标系 f 在初始状态下与参考系相同.于 
是，介质的物质点在变形状态下的坐标/可以表示为以下 形式： 


^见第一卷附录 一. ——译注 
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并且义和 d _ e 很小（相对位移很小).这时,所有张量在拉格朗日坐标系下的分 
量与它们在参考系下的分 M 之差与分 M 本身的数值相比是高阶小 M . 有鉴于此，下 
面将省略张 M 分量上的符号' 


对于小变形，使用体积自由能中=比使用 F 更加方便，这时状态方程的形 


式为 


P ij = 


d^Tj 1 


1神 


(2.24) 


我们认为~ 1, T = T 0 + AT , AT « T 0 , 并把函数4> 展开为 级数: 


㈣。 + ( S )，” + (箬 l (r - r 。) + 去 

十 ( aSr ) 0 ^ (T - To) + J ( g ) 0 (r - r 。) 2 + 高阶小量 
如果初始状态下的应力张 fl 为零，即在= 0, T =几时 pO = 0,则 


(2.25) 


(£)。 = °. 

此外， 

式中 Sq 是初始状态下的熵 1 

现在，我们用 A ^ kl 表示常世（护 用於 表示常 ( d ^/ deijdT )^ 
用 C 表示常 fi ( d 2 ^>/ dT \. 在弹性体的变形和温度变化都很小的情况下，在 (2.25) 
中只保留到二阶小 S ， 就得到体积自由能的以下表 达式： 

<D = 中 0 + 去々〜 ~ + 妒 e y (r - 7b) - |^(T-r 0 ) 2 - p 0 s 0 (T - T 0 ). (2.26) 

在 ~ 和 AT 都很小的前提下，为了给出具体的热弹性体模型，应当给出常贵 
如气舴和 c 的数值.从的定义可以看出，这些量关于 i ， j 对称，关于 fc ， /对 
称; 此外，这些*在把 i ， j 与 A :， /互换后也保持不变.所以，互不相同的的数目 
不可能大于21.量也关于 i ， j 对称，互不相同的 BO 的最大数目等于 6. 因此， 
在线性热弹性理论中，表征任意各向异性热弹性体的常董 A 训 ，扔， c 共计28个. 

在各向同性的情况下，为了得到更具体的自由能表达式，可以利用函数$的一 
个 性质： 该函数其实只能依赖于应变张量的不变置.所以，对于各向同性弹性体，只 
要对相应系数引人合适的记号，就可以把公式 （2.26) 表示为以下 形式： 

中 = + 2 咖八(了 一 r 0 ) 一 f(T) y (2.27) 

式中 / 2 = Eij € ij . 


l ^s 0 的值决定了熵的表达式中的可加常童. 
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考虑热应力的胡克定根据 (2-24), 我们可以把前面在第一卷第四章中提出的胡克 
律 定律推广到考虑热应力和变形的情况，即 


Pij ^ ^i9ij + 2/iei 广 （3 入 + 2/i)a(T - T Q )g iji 


(2.28) 


并且 


5= —(3 A + 2/ i)aA + 

Po Po 


A 和//是拉梅系数 1 \ 


杨氏模置和泊松比 


在实际应用和理论分析中，经常用杨氏模 M E 和泊松比 a 来 


〜 - - 代替拉梅系数 A 和 / i ， 相应公 式为： 

/ i (3 A + 2/ i ) A 

A + /x ’ 2 (A + //)' 

从表示胡克定律的公式 (2.28) 容易求出应变张 ffl 的分 tt 


= ^[(1 + ^)Pij - a ^9ij\ +a(T- To)g ijy (2.29) 

式中夕 = p ^= p ：； 足应力张世的第一不变 1. 

^如果应力为芩， P 0 = 0,则温度的变化仍然能够引起变形.这时，应变 


线膨胀系数 


张是球张在笛卡儿坐标系中有 


e u =e 22 = £33 = Q(T - T 0 ), = 0 (i ^ j). 

闪此,胡克定律表达式中的系数 a 是所研究介质的线膨胀系数. 

利用 (2.13) 容易看出，线性热弹性体的体积自由能公式 (2.26) 中的系数 c 与同 
样变形下的热容有关. 


§3. 弹性杆单轴拉伸问题 

设一根直杆由满足胡克定律的各向同性弹性材料制成,它在给定的质 fl 力或 
面力作用 F 沿 a ; 轴发生微小的伸缩，我们来研究直杆的这种小变形 问题. 

胃 先研炎 

平衡问题的基本假设、 

和边界条件 形截面杆在— - 一 I V 

两端受到面 -6 --- 

力作用时的问题（图 107) •问 卞 ■… 二…二…二 ■-々 ■T • 

题的提法包® T 述假设. ' v 

( 1 ) 不计质量力（例如重力). 图 107 . 杆的简单拉伸 

”系数 M 又称为剪切模 M. —— 译& 

2 > 杆是本章的主要研究对象，梁、轴、管等都是杆的特例.凡是在-个方向上的尺寸远大于另外 
两个方向上的尺寸的弹性体，都珂以称为杆.以弯曲为主要变形的杆经常称为梁，受到扭转的等圆 
截面直杆经常称为轴. - 一一译注 
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(2) 杆的温度: To 处处相同并保持不变，于是在杆不发生变形时没有热应力. 

(3) 杆的侧面 C 和 D 以及与它们相对的侧面和认不受载荷（其实，如果 
杆位于大气环境中，则其侧面受到大气压的作用).因此，我们认为在侧面上 

P n =0. ( 31 ) 

这表明（坐标轴如图107所示） 

在侧面 C 和 上 P21 = P22 = P 23 = 0， . 

(3.2) 

在侧面 D 和 Di 上？ >31 = p 32 = p 33 = 0， 

(4) 杆的每一端（/4和衫）所受到的外面力的合力具有相同的大小 1】 ，因为杆处 
于平衡状态.我们用7表示这些合力的大小.假设冷 B 两端的面力分布 如下： 


在端面月上 P n = Pu ( B )^ Pl 2= Pl 3=0， 

在端而4上 P n = ' Pu (^)*» Pl 2= Pl 3 = 0 ， 

并且 ^ 

Pll (^) = Pll (^) = -^ = COnst ， 

式中 S 是杆的横截而面积. 

根据上述讨论，我们认为7 = 0和 r = 7 b 对应着杆的内部既无内应力也无变 
形的状态.如果把这个状态与做初始状态，则~ = 0. 滿要计算在拉伸力 （JF > 0) 和 
压缩力 （JF < 0) 的作用下在杆的内部出现的应力、变形和位移. 

在求解这个问题之前，我们对位移的计算问题进行以下说明，该说明具有普遍 
性.显然，在这个问题以及关于弹性体在各种力的作用下保持平衡的大多数其他问 
题中，位移只能确莩到相 孝筚弹 性垮 吵年寧 谇 f (与此相关的概 

向同性的).必须提出一些附加条件来消除计箅位移时出现的这种任意性，我们将在 
下面解决这个问题. 


使平衡方程的解满足 
边界条件 


动 M 方程在上述条件下归结为应力张 M 的6个分最所应满足 
的3个平衡 方程： 



该方程的解描述梁内部的应力分布.容易看出，要想使平衡方程 （3.4) 的解满足边界 
条件 (3.2) 和(3.3)，应取 

Pll = 了， Pl2 = Pl3 = P22 = P23 = P33 = 0. (3.5) 

我们指出，如果直杆的截面形状是任意的，则平衡方程的解 (3.5) 对类似问题仍 
然适用，只要杆的伸缩是由分布于 端面4和召的力 （3.3) 引 起的； 这时，侧面 S lat 上 

0此外还要求相应合力矩为零.——译注 
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• dx K cfx A ux K ux^ ax'ax^ ax'ax a ’ 

g 为应变张量的分童 （3.6) 是常镜，所以方程 (3.9) 自动成立.显然，协调方程 (3.9) 
生应变张虽的分量是笛卡儿坐标的线性函数时也总是成立. 

~ 用来计算位移的偏微分方程（3.7)， (3.8) 是线性方程.显然， 

的给定值所对应的解只能_到相差一个这样的函数，它 

多的相关说明 

dv^ — dw 2 _ dw 3 _ 
dx dy dz 1 

dw l ^ dw 2 dw 2 + dw 3 dw 1 ^ dw 3 ◦ 

dy dx dz dy dz dx 


的应力为零（在 S lal 上 p n = 0). 为了证明这一结论，只要证明解 （3.5) 满足这样的 
杆的侧面上的边界条件即可.根据条件，在况 at 上有 


Vn = P 1 cos(n, x) + p 2 cos(n, y) + cos(n, z), 


但是按照 i 轴的引人方法，在直杆侧面上 cos(n. x) = 0,所以解 (3.5) 确实满足任何 
直杆侧面 S lat 上的边界条件. 

为了根据已知的应力张量计算杆内部的应变张量，使用形如 （2 29) 
的胡克定律比较方便.在 T = T 0 时，我们有 

£ ij = + ^Pij - 

式中少是应力张蛰的第一不变量.把应力张 tt 的分量巧,的值 (3.5) 代人其中，容 
易得到 

e ll =瓦， e 22 = e 33 =-互互 , e \2 = e 13 = e 23 = (3.6) 

应变张置的分置满足 >为了计算位移矢量的分 fl M ，叫，％，需要求解以 F 偏微分 
协调方程 方 程组： 

dw \ T dw2 ctT dv)3 aT 

£n = ^ = ES^ £22 = 石 = 一西， £33 = ^T = '^5 ； (3 . 7) 


〜 + 尝 =。， 

2 e l3 = ^ + ^=0, 


dw x dw 3 

~dT 4 ~d^ 

dw 2 加 3 

~ d 7 + ~ d ^ 


在小变形假设下对有限变形的相应方程进行线性化，即可得到这6个偏微分方程. 

偏微分方程组 (3.7), (3.8) 是相容的， 因为 前面计算出的应变张里分贵 （3.6) 满 
足协调方程.其实，在所研究的无穷小变形的情况下，协调方程在笛卡儿坐标系下只 
包含应变张量分置的二阶偏导数，其形式为（见第一卷63页） 

心， Ffic . Pflr., d 2 Eu 



我们来寻找方程 （3.10) 的通解.从 （3.10) 中的第一组方程可知 

切 1 = # 1 ( 2 /， 2 )， w 2 = ip 2 ( x , z ), w 3 = ip 3 ( x , y ), (3.11) 

式中 々，外 ，内 是所列自变姑的任意函数.为了求出这些函数，从 （3.10) 中的第二 
组方稈可得 

9^ Pi ( y , z ) dif 2 ( x , z ) n 

~^~ + ~ di ~ =0 ， 

+ ^ J ^ 0 ， (3.12) 

di P2 ( x ， z )〜 3 ( x , y ) n 
—於 + 一 —W ， 

从 (3.11) fP (3.12) 可得 

砮一箬 =« ⑷， H ■ 蝥=-驽=7⑷， 

式中 A A 7暂时是所列变 M 的仟意函数.对这些方程进行积分，我们得到 

Vi = ot ( z)y + f x ( z ) = 0( y)z + g 1 ( y ), 

内= - a ( z)x + f 2 ( z ) = - t ( x)z + g 2 ( x) y 
^3 = - P ( v)x + J z ( y ) = - y ( x)y + g 3 ( x) y 

式中/,， A 是其自变 tt 的任意 函数. 由此直接可以看出，待求函数％，内，内应当具 
有以 K 形式： 

= ^zy + + k 3 y + 

^2 = rn x zx + m 2 z -+- m 3 x + m 4 ， (3.13) 

外 e/py + Gar + Gy + Q ， 

式中 ^ 和 /• 是某些常 M . 根据方程（3.12)，这些常 tt 应当满足关系式 

k x z + k 3 + m l z + m 3 = 0, 
k x y + k 2 + ^ 2 / + / 2 = 0 , 
m x x + m 2 + l x x + / 3 = 0, 

其中每一个关系式对仟何 y z 都应当成立.由此可知 

(1) A ：] = — m ly ki = —lif rn l = —/ j , 所以心 = 爪丄 =/j = 0; 

(2) A : 3 = - m 3 = - a 3l k 2 = -/ 2 = ^, m 2 = -/ 3 = 一 a ” 式中〜， a 2 , a 3 是相应 
常 M 的新的记号.这时，解 （3.13) 的形式变为 

= a 2 z - a 3 j / + A : 4 ， 



^3 = 一02工+ <!々 + “• 


(3.14) 
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如果引人欠 M 

r = xi + yj + zk, a = a x i -a 2 j + a 3 fc, ip 0 = k 4 i + m A j + / 4 fc, 

就可以把 （3.14) 写为以下 形式： 

w = (p = (p x i + ip 2 j + ^3^ = (fio — a x r. (3.15) 

肉此，方程 (3.10) 的解 叫 ，％, ti ; 3 具有 （3.14) 或 (3.15) 的形式，其中包含6个任意 
的常 fi . 

当 ai ， a 2 , ci 3 是无穷小用公式 (3.15) 计算出的位移就是刚体位移 U .其 
实，我们得到的位移矢 J 3 表达式 (3.15) 是方程 

^1 + ^=0 
dxj dx l 

的解.在相对位移 无穷小 的情况即当 dwjdxi 无穷小的时候，这些条件表示应变 
张错的分 S ~等于零. 

在所研究的怡况下，相对位移 wuaxr 是无穷小 M , 转动矢贵 a 也是 X 
穷小 S , 相应运动是微小 转动. 可以用公式 a = 把转动矢 M a 与涡 M u ; 联系 

起来. 

为了不再考虑刚体位移，可以在计算位移时额外提出一些条件，例如 2) ，可以要 
求弹性体的某一个点在空间中静止不动，并且应变张贵主轴的转动矢《的分 ft 在这 
个点等于芩， 

我们指出，满足这些条件并不表明上述那个点真的在力的作用下被固定在空间 
中.如果弹性体处于平衡状态，则在不改变外力的情况下可以把弹性体的任何 (但一 
般唯一的）一个点当做固定不动的点.这时,我们不再考虑无需关注的那一部分位移 
和转动.显然，如果把弹性体的不同点当做不动点，对位移就会得到不同的表达式. 

1} 显然 ，如果力，《 2 , a 3 是有限的，则位移 （3.15) 所对应的变形小为零，因为应变张1的分 M 在 
dwjdx ] 有限的情况下应当由以下公式 计算： 

如果切=+ a x r , 则上面的公式给出 

e u = + 02 ). <^22 = y (03 + a?), e 33 = 士 (a? +ai )， 

1 1 1 
e i2 = - J a i a 2. C 13 = -~ a i a 3* e 23 = — 一 a 2 a 3 . 

2) 也可以使用其他一些条件来代替这些条件，但重要的是，相应附加条件应当一直是必须的. 
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杆受到拉伸时的位移在弹性杆拉伸问题中，求解方程（3.7)， （3.8) 即可得到位移公 
公式 式，其形式为 

7 cjT oT 

W2 = ~~ ES y + lf2 ' W3 = ~~ ES Z + (P ' 6 ' 

式中 A ， 外，外由 (3.14) 定义.在坐标原点，如果额外要求既没有位移，应变张贵的 
主轴也不转动，换言之，如果还要求在 rr = 0, y = 0, 2 = 0时 


w x =0， w 2 = 0, w 3 = 0, 

，一 ㉟ =0 心一 ^1=0 

dy dz ' dz dx ’ dx dy ’ 

则位移公式的形式变为 

T aT g7 . . 

切1 =瓦 1 ， w 2 = -兩 V 、^3 = ~~ es z ' ( 316 ) 

对所得结果的分析如果在杆的两端4和 S 有平行于 z 轴的作用力对杆进行拉伸， 

则从 （3.16) 可以看出，杆的微元也会沿 y 轴和 2 轴发生位移. 
沿 z 轴的位移分《叫与 a : 成正比，与 J ； 和2无关，并 
且在 B 端达到最大值.沿2/轴和2轴的位移分 E % 

和切 3 分别与2/和2成正比， U ；2 与2无关，扣3与 
x , y 无关.从应变张位分 14 公式 （3.6) 显然可以矜出， 

沿 z 轴的应变与沿 y 轴和 2 轴的应变相比,它们的符 
号是不同的.如果 JT > 0,则> 0, e 22 < 0, e 33 < 0， 

即杆沿 o ： 轴受到拉伸，沿1/轴和2轴受到作:缩.应变 
张 M 相应分 tt 之比等于泊松比^ 



£ 22 | = £33 =(T . 

I ^11 


W 108. A 端固定的杆受到拉伸 


端面上的其他条件如果直杆的一端所受到的面力按照 （3.3) 分布，而另一端 j 用 

M 种方法嵌入其他物体（阁108)，那么，严格地讲，上述拉伸问 
题的解仅在4端的嵌人方法允许沿 y 轴和 2 轴冇位移的条件下才能描述杆中的应 
变和应力.如果4端固定，则上面的解不是这个问题的精确解.不过，我们将在稍后 
引人圣维南原理来解决这个问题.根据这一原理，可以使用前面得到的解来近似地 
计算 A 端间定的直杆在远离固定端的位置的应力和应变，只要杆的横截面的线性尺 
寸远小于杆在: r 轴方向上的长度即可. 


杆在自重作用下的拉 
伸问题的提法 


现在考虑直杆在自重作用下的拉伸问题.这时，我们认为在求 
解直杆在两端面力作用下的拉伸问题时所作出的那些基本假 
设仍然保持不变，换言之，我们假设 T = T 0 = const ， ^ = 0, 


但 F = 0，并且在杆的外表面，除了被固定的端面咸处处都有 Ptl = 0. 



端面 >4 上的应力 p„ 只有在问题得到解决之后才能确定下来（图 109). 
我们将使用如图109所示的坐 标系. 这时，平衡方程的形式为 

V, p ij + pFi = 0, 

并且 F 2 = F 3 = 0, F l = g . 

_ __为了求解平衡方程，我们认为 


应力张量的计算 


于是对 p u 得到一个简申.的方程 


所以 


= p 23 =p 12 =p 13 =p 23 = 0? 


(3.17) 


V 1 

^r = _ p9 . 


p n = -pgx + ip ( y , z ), (3.18) 

式中 W2/， 幻是 2 /和 z 的任意函数.为了确定函数 Wy, 可以使用杆的下端面 B 

. 上的边界条件（见图 109). 在： r = 0时应有 p 11 = 0, 

Tf^\ A r^v 所以 

I ! 

p(y ， 之 ）= o. 

I I t 

I ； ! 应力张 S 的分 M (3.17)，(3.18) 在杆的内部满 

； ! : i 足所有平衡方稈 (3.16), 在杆的外表面（下端面 B 

| 和侧面）上满足条件 p n = 0. 其实，在杆的侧面 

I / 上有 

，會 y - yjyj . 

P n = P 1 cos(n, x ) + p 2 cos(n, y ) + p cos(n ， 2 )， 

" f * 而在所用坐标系中，在 S lat 上 cos(n, x) = 0, 所以 

⑻ (b， 根据 （3.17) 可知 

m io9. 杆在6重作用下的拉伸 在 s lat 上 p n = 0. 

根据（3.18)，若 S 是横截面面积, G = pgis 是杆的总 m 量，则在上端面>1 Or = -/)有 


P 1 1 = 99^ 


(3.19) 


应变张量和位移的计根据胡克定律（ 2 2 9)和 (3.17), (3.18), 在 r = 7b 时容易计算 
算 应变张贵的分量 


p 11 pgx _ 叩 11 _ apg 工 

= 了 = 622 — __ E ~ ~ E 


吓 11 _ apgx 

一 __ FT ~ ~ E ~ 


e 12 = f 23 = e 13 = 0 , 


这些分量显然满足协调方程 （3.9). 


. 弹性杆单轴拉伸问题 


为了计算位移分量％， w 2 , 《; 3 ,我们有以下偏微分方 程组： 
dw 1 pgx dw 2 (jpgx dw 3 (Tpgx 
~ d ^ = ^ = " F "' ~dT = ~ E ~ 

dw' dw 2 一 dw l dw 3 _ dw 2 dw 3 _ 
dy + dx dz + dx dz + dy 


(3.20) 


第一组方程的解为 


切 1 = 一^" +油， 2 )， 


w 2 = — ^― + 矽 2(工，2)， 

w 3 = —§ JZ + V> 3 (a：. y)- 

为了计算函数也，％，我们把 (3.21) 代入第二组方程，得 

t + T + t =。， 


(3.21) 


opgxz 


尝令 0 , 


(3.22) 


尝 + f = 0 . 


如果引人变换 

4(2 /， ：) =屯 + ^(y 2 + 之 2 )，朽 =02 ，^3 = ^3» (3.23) 

就可以把# 故 2 , ％ 的方程组 （ 3.22) 化为 〆 p 内， 外 的方程组 （ 3.12 )， 而后者的解 
Q 经在前面求出 来了. W 此，可以利用 （ 3.21), (3.23) 和 (3.14) 直接写出方程组 (3.20) 
的解，其形式为 

切1 =-譯[工 2 + ^( v 2 + z2 )\ + a 2^ - + k 4> 

(jpgxy 

w 2 = - aj + a 3 x-f m 4l (3.24) 


(rpgxy 

w 3 = —^ - ay + hy + q. 


使位移具有唯一性的为了在计算杆的位移时不再考虑刚体位移，我们认为在上端 
条件 面中心 （工 = u = 0, 2 = 0) 成立以下 条件： 


于是， 


曲中心 Or 

= — 

“ 2 / = 0, 



w = 0, 

: dw 2 n 

dw v 

加 3 

dz °， 

dz 

…瓦: 

a l = a 2 = a 3 = 

0, 

m 4 = l 4 


= 0 , 


dw 2 dw t 
dx dy 





忉 3 = 


apgxz 


位移公式 （3.24) 的形式则变为 

叫 =-§[(x 2 -/ 2 ) + a ( y 2 + 2 2 )l，= P. 

^ _弹性杆轴线 (y = z=o) 上的点在竖直方向上移动 （％ =叫二 0 ); 
____妍膽 其細 点，只要它不属于平面 1 =() ， 相細 水平位 
移就不为零.我们来考虑位于杆的内部或表面的这样一些物质微元，它们在变形 
之前位于平行于 rr 轴的直线上 （2 / = 2 / 0 , 2 = z 0 ). 这些微元在变形之后将位于曲线 
7/ = y 0 + w 2 , 2 = 2 0 + 扣 3 上，曲线方程为 

2 / = 2/0 ( 1 + ^ x ) > z = z o { 1 + ^ x ) - ( 3 . 25 ) 

W 此，这些微元仍然组成直线.直线 （3.25) 显然与杆的轴线相交于点 


y = z = 0 , 


(3.26) 


相应坐标与 2/ q 尤关.于是，如果在杆的内部任意选取一个以为轴的圆柱体， 
它在变形之后就会变为一个锥体，其顶点位于: r 轴上的点 (3.26). 

杆的横截面在变形之后不洱是平的.其实，横截面 x = x 0 在变形之后对应方程 

：T = X 0 + %，或 

工=% -尝 K /2 + 咖 2 + 2 2 ) j ， 

rfri 这表示旋转拋物面.阁 109( b ) 给出杆在平而 xOy 上的截面的变形 悄况. 

应力分 E Pll 的最大值出现于杆的上端面，它与横截面面积无关，相应公式为 


(Pi 1 )nu 


(3.27) 


如果已知给定材料在受到拉伸时能够承受 的最大 应力，就可以根据公式 (3.27) 
来估计用这种材料制成的绳索或杆在自重作用下不发生断 裂的® 大长度.例如，在对 
伸入油井的管道进行〖 I •算时必须进行这样的估计（现有油井的深度可达5—6 km 甚 
至更深). 

对于杆的上端面 A 上的点， 同时 存在竖直位移和水平位移. 

严格地讲，这个解仅在相应位移符合杆的阂定方法时才是正确的.然而,根据圣 
维南原理（见后而的§5)，我们可以在一些情况下（例如对一端固定的杆）近似地使 
用这个解，只要杆的横截面尺寸与杆的长度相比不太大即可.这时，杆的上端面的固 
定方法对杆的主体部分的变形只有微弱的影响. 


§4. 弹性材料圆管在内部和外部压强作用下的应变和应力（拉梅问题） 

考虑山满足胡克定律的弹性材料制成的直圆管，其内部和外部分别受到压强 Pa 
和 p b 的作用，时温度了等于所谓的“平衡温度” 7 b 并保持不变.如果没有变形，在 
这个温度下就不存在热应力.需要在这些条件下计算管壁内部的应力和应变. 


弹性材料圆管在内部和外部压强作用下的应变和应力（拉梅问题) 


圆管两端的固定方式满足以下 条件： 在管轴方向上没有位移，但在垂直于管轴 
的方向上对位移没有限制（图 110). 

设 Pa = Pb = 0时在管壁内部既没有应变也没有应力.我们把这个状态取作初 
始状态，丁 •是纟 0 = 0,并且在和 Pb 小'等于零时存在从初始状态到所研究的变形 
状态的位移 

. 我们来写出上述问题的封闭方程组和必要的边界条件.方程组 

包估： 

(a) 平衡方程（不计质量力） / - 7 


v jP ^=0, 

( b ) 胡克定律 

p ii =A/ I W> + 2/i£ i >, 

( o ) 应变张 M 的分 ffl 通过位移的表达式 
(假设相对位移很小） 

£ ij = + v,^). 



m no. 圆竹 受到内部和外部压强的作用 


岡管内侧面和外侧面上的边界条件可以写为以下形式（见阁 110): 


= - Pa n i 


Pn = -P6 n i 


式中 a 和6表示 [ Ml 管横截面在变形之前的内半径和外半径， n 表示相应侧面的外法 
向矢 tt . 我们注意到，需要满足的边界条件是对发生变形之前的管壁提出的，这时再 
次使用了圆管的相对位移很小这一假设. 

在圆符 K 度义有限时，还必须写出圆管两端2 = 0和 z =义的边界条件，其 
形式为 


在2 = 0, 2 =义时 


= 0 , 


= 0 . 


这里用 n 表示端曲的法向矢 M ， 用 t 表示端面所在平而上的矢量. 条件 PnT = 0与 
前面提到的一个假设有关，这个假设要求圆管两端的固定方式不阻碍物质点在垂直 
于管轴的方向上移动. 

上述问题具有明显的对称性，所以在求解时使用圆柱坐标系 ^ = 
x 2 = 0, x 3 = z 比较方便（见图 110). 我们还记得（第一卷126页)，在 


°在端曲‘上，除了对位移提出的边界条件 Wn = 0, 还蚵以考虑其他一些条件，例如应力为零的条 
件 P 33 = 0, 等等. 




圆柱坐标系中 
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d5 2 = q i4 dx i dx j = dr 2 4 - r 2 d^ 2 4- dz 2 . 


度规张量的矩阵⑼和具有以下形式: 


0 0 


0 0 


(9ij) = 0 r 2 0 , (g ij ) = 0 1/r 2 0 . 


0 0 


0 0 


相应基矢贵的长 度为: 


Ihl = 1， |e 2 | 


| e 3 l = 1, 


Ic'l = It |e 2 | = —, |e 3 | = 1. 

按照第二尕公式 (5.41) (第一卷 54 页）容易计算岡柱坐标系中的克里斯托费尔符号 
= -r*，rf 2 = = l/r, 其余 rj* 等于零. 

显然，在所研究的悄况下可以认为，所有待求函数只与坐标 r 
^ 并且_移* M w 可以写出 

和应力张置在圆柱坐 

标系中的分量 _ ti；(r), w 2 = w 3 = 0. (a 


(4.1) 


于是，我们得到应变张贵分 fi 的以下表 达式： 

― dwx dw 

e n = V l w 1 = 

e 22 = V 2 U ； 2 = ^ - C2 = 妍， 

^33 = V 3 W 3 = ^7 ~ W o r 33 = 

^12 = y ( V l w 2 + V 2^ l ) = y (^T + ~ 2 w a r i 2^ = 

^13 = y ( V 1 ^3 + V 3^l) = J (警 + 警 - 2l ^ r ?3) = 0 

e 23 = Y (V 2 W 3 + V 3 W 2 ) = Y + ~ 2w a r ?3) = 0 

应变张量的第一不变量可以按照以下方式通过 w(r) 表示 出來： 

AW =^° = J + f 


(4.2) 


弹性材料圆管在内部和外部压强作用下的应变和应力（拉梅问题) 


现在利用胡克定律给出应力张 fi 分 S 的表达式.我们有 


〜( ㈣ +岭， 
〜 ( ㈣ ， 


(4,3) 


p 13 = p 23 = p 21 = 0 

位移的计算由此可见，在3个平衡方程中，2个方程已经 ft 动满足，而平衡方程在 
x >= r 十.标轴上的投影 


^ +P 22 4+ P nr? 2 = 


归结为位移 w ( r ) 的1个 方程: 


去(尝+幻=。， 


(4.4) 


这个方程也可以在条件 (4.1) 下从通过位移表示的拉梅方程直接推导出来. 

从 （4.1) 和 （4.3) 可见，圆钎两端的边界条件对任何 w ( r ) 都是满足的.侧面上的 
边界条件给出 

在 r = a 时 p 11 = (A - 2 fi ) 念 + = 一 p a ， 


从 （4.4) 得 


所以 


在 r = 6时 p 11 = (A + 2/ i )^ + = — p b , 


dw w 1 dwr 

s + n =const ， 


(4.5) 


议 =1+ 乏 


(4.6) 


利用条件 (4.5) 计算常景 >1 和 B ， 


从而 


2 (A -b n)A — 2[ lB — = - p a ， 2 (A + / x ) i 4 - 2/ iB -^ = -j 


a 2 p Q - \? Vh p _ (P a - P b )a 2 b 2 

一 2 (A + ； i )(62 _ a 2) ’ d — 2/i(6 2 _ a 2) • 


(4.7) 


有了公式 （4.2)，（4.3)，（4.6) 和 （4.7)， 就能够计算管壁中任何一点的应变和应力. 

我们来研究管壁中的应力状态.为了对应力的实际大小有直观 
眺识， 最好使趣力张量_理分量， g 卩单■矢量所对应 
的分量（见第一卷 126 页). 
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m in . 赀壙中的应力分布. 实线： 竹壁 
只受到内部 m 强的 作用；虚线：竹 壁同时 
受到内部和外部旭强的作用 



图 II 2 . Vee (r = a ) 的值对圆管外半 
径的依赖关系 


容易宥出，物理分该 # y8 , P 2 p ? iys , p ^ y9 在所研究的情况下就是应力张的主分 
M . W 为基矢位和 Q 是单位欠 M ， 所以 p ^ y8 = p n , P^ yH = P 33 . 基矢 S e 2 的长 
度等于 r , 所以物理分最 pH yH 是逆变分 tt p 22 的 f 2 倍，即 P 2 p l yH = t 〒. 若引入记 
兮 P& yH = TVr , = P 00， P 說 ys = P « ，则有 

P - =pU= 0 _ 5) - 6^2 ( l _ 妥) ， 


山此可见，当 p a 和外 都大于零时 ， M 总是小于零，即管壁的物质微元在 r 

轴方向上受到压缩 . Pm 和 p 2 Z 的符号取决于 p a 与 p b 之间的关系. 

我们首先考虑 p b = () 的情况 . m 111 给出了这种情况下应力在宵壁中的分布. 
这时，拉伸 应力？ (> 0) 是最危险的应力，因为这些应力可能导致裂纹的产生，从 
而破坏筲壁.拉伸应力/> 22 处处小于 p 00 . 

应力的 最大值 （在& > 0时）出现于管壁内侧面，所以在内部 m 强不断增加的 


过程中，嗍性变形或裂纹也最先出现于管壁内侧面. 

我们来考虑，增加管壁厚度对其工作条件的改善有多大帮助 
(增加管壁厚度是否合算?) . 设内半径 a 的值固定不变，我们 
来研究最重要的应力值 p g9 (r = a ) 对外半径6的依赖关系. 
如果仍然像前面那样认为 p b = 0,则有 


管壁厚度对管壁中的 
应力分布的影响 


Pee( r = 


= = p a ( 


62 /a 2 - 


)• 








§4. 弹性材料圆管在内部和外部压强作用下的应变和应力（拉梅问题) 


p 09 (r = a ) 在6增加时的变化情况如图112所示.在管壁厚度增加时，很快就会出现 
这样的局面，这时即使继续大幅增加6的值也只能稍微降低破坏应力 p 0 ,(r = a ). m 
此，大幅增加管壁厚度不能明显增加圆管的强度. 

々卜吨公式 （4 . 8) 表明，如果外部压强外不为零，则 P 卵和〜会小一 

麵蝴应力分布舰倾购-些（細 111). 自此产生的 
一个想法是，可以使用炅有内应力的双层套管，以便在不增加套管管壁总厚度的情 
况 K 改善内 侧管的 T . 作条件. 


婪 千査® 的杧沲 *1 两假&我们有两屬®管，井也第 — $ (较细的）01^的外半径 
^ 6,略大刊5二根 mmj ) 賺_ 雜 a 2 . 娜用某种方 

法（例如预先加热第二根岡管）把第二根圆管套在第一根 M 管上，则在“平衡”温度 
T = To K, 即使没冇内部和外部压强的作用，我们也可以得到风冇内应力的套管. 

我们来研究如何计算这样的套符在内部和外部压强作用下的应力和应变.我们 
首先指出， 前时 得到的公式并没有给出这个问题的解.其实，例如，从 (4.8) 可以石 
出，在 p „ =外= 0时= P „ = 0,但这 显然 不是所研究的悄况. 

解 （4.8) 之所以不可川，是因为在得到这个解的时候使用 了一个 假设，该假设要 
求存在从初始的无应力状态到变形状态的位移，并 H . 该位移足连续的和申.值的.在 
上述悄况下，在系统的各个部分确实可以得到无应力状态，只势把内侧 M 管从外侧 
圆1¥屮抽出并消除所有外载荷即可.即使不把内侧圆筲抽出，也可以用假想的方式消 
除载荷，但这就破坏了位移的单值性，所以这时不存在指向初始无应力状态的连续 
单值位移. 


我们把总应力张馈 P 匕 写为初始应力张 ffl pg 与外部作用力所引起的附加应力 
张 tt 泸之和的 形式： +泸. 

如果服从胡克定律的弹性材料只发生微小变形，则附加应力张 fl 与附加应 
变张 M 之 间的关 系同总应力张 tt 与总应变张 W 之间的关系一致.这时， W 为问题 
足线性的.所以根据外部载疴汁算 〆 > 的方法 M 没有初始应力和初始应变的情况是 
一样的.只要知道所给零件的制造工艺，就可以计算初始内应力（以及总应力). 

如果所研究的问题是非线性的（相对位移不是小量，或者应力与应变之间的关 
系是非线性的，等等)，就不能在初始应力和初始应变未知的情况下计算（由外力引 
起的）附加应力和附加应变. 

管騎 -麵管 .® 然，綱刪管之剛相 s 細可以裨 
换为某压强夕的作用，这样就可以单独对每一根圆管使用前面得到的解.对内侧 
管 （a = a !， 6 = 应取 p a = 0， p b = 对外侧管 （a = a 2 , b = b 2 ) 应取 p a = 少， 
P b = 0. 例如，内侧管宵壁的结果是 


OJf 





外侧管管壁的结果是 
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Pee = ^ 


W 1 


M ) 


为了确定夕的值，必须让第-•根圆管的外半径与第二根圆管的内半径在变形 
之后相等，于是 6 l + t ^ l (6 1 ) = a 2 + tr 2 ( a 2 ), 并且如果两根圆管的材料相同，则 


w; x (r) = A { r + =— 

w; 2 (r) = A 2 r -f- = - 


_ ^ b\r _ 

2(A + /X ) (圬 一 a’f) 2/x(6? — a?)r ’ 

2(\^ n)(b\- a\) 十 2fi(bl-al)r' 


由此得到夕的 公式: 


6 t b 「 ~~~flf] , aj aj tij " 

2(6? - af j [aTm + "m J + 2( 的 一 ¥) A + /x + /x. 



图 113. 受到内部和外部压强作用的 
普通管（实线〉和套管（虚线）中的应 
力分布 （ c 是套管内外管的 边界） 


如果 h ，夕就是正的. 

这样，我们计算出了套管在不受外力作用时 
的“初始”应力分布.如果套管同时受到内部和 
外部压强的作用，则符壁中的应力可以表示为初 
始应力与外力所引起的应力之和，并且后者的计 
算方法与没有初始应力和初始应变时的计算方 
法一致. 

此时，总应力的分布情况如图113所示.由 
此可见，在使用套管代替普通管时，由于外侧管 
的引人，内侧载荷降低，应力分布更加均匀，管道 
的强度增加. 

在工程技术中，例如在制造炮管的时候，人 
们广泛应用预应力构件来降低应力分布在存在 
外载荷时的不均勻性. 


§5. 弹性力学问题的 提法. 克拉珀龙方程 • 唯一性定理 • 圣维南原理 


我们在§3和§4中解决了两个最简单的弹性力学问题，现在开始考虑弹性力学 
的一般理论，该理论的适用范围很广. 


典型的静力学问题 


许多重要的弹性力学问题是静力学问题，其研究对象是在给定 
外力或其他一些外部条件作用下处于平衡状态的弹性体，需要 


计算弹性体内部的位移分布和应力分布.显然.弹性体所受外力的合力与合力矩这 
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时等 T 零. 

在弹性力学中也研究动力学问题，例如弹性体振动问题. 

我们来考虑以下三种典型的静力学问题，它们之间的区别在于边界条件的形式 


各不相 N . 

I . 已知弹性体全部表面上的面力，需要 i 卜算弹性体内部 
的应力和所有物质点的位移，包括位于表面的物质点的位移. 

II . 已知弹性体全部表面的位移，需要计算弹性体内部的 
位移和应力，以及弹性体表面的应力. 

ill . 已知弹性体部分表面上的位移和其余表面 i : 的外力 
(或者已知某一部分表面不受载荷的作用). 

当然，还有其他形式的边界条件.例如，可以提出这样的 



问题: 在弹性杆的上端作用着给定的外力，侧面不受载荷的作 m ni 
用， 下端与 一个理想的光滑刚性平面紧密接触（图 114). 这时，‘的光滑刚性$面紧密 
在 K 端面 J : 知道位移的部分信息（切„ = 0) 和面力的部分信息接触的弹性杆受到压缩 
( X 摩擦条件给出 PflT = 0). 

我们将在下面研究上述问题，并且在提出问题时还额外假设，在计算应变张贵的 
分 M 时用于比较的初始状态是 具正可 实现的状态，从而可以引人相对于该状态的位 
移.如果初始状态的选取受限于某—条件（例如初始状态的应力应当为零)，就 


可以用所研究的弹性体的制造工艺特征来解释这个假设. 


线性理论中的数学提 
法只考虑固定的区域 


我们指出，在关于弹性体平衡和运动的问题中（除了事先给 
出边界位移的问题 II )，边界条件是在可以发生变形的弹性体 
表面上表述出来的，但我们事先并不知道该表面的位 K , 应 


当在求解过程中进行计算.然而，在线性理论中可以假设已经变形的边界面与初始 
状态下未发生变形的边界面，荸準个.这时，只要忽略二阶小量，就可以认为边界条 
件应当成立于未发生变形的界面（见第一卷第七章).在求解弹性杆简单拉 
伸问题和圆管在给定的内部和外部压强作用下的变形问题的时候，我们就是这样处 
理的. 


在求解弹性力学问题时可以使用彼此等价的不同方程组，下面将详细讨论这些 
方程组.但是我们立刻指出，尽管这些方程组各不相同，它们其实都是用不同形式写 
出的动 a 方程、胡克定律和协调方程（在必要时可以补充连续性方程和热流方程). 

在许多问题中,特别是如果在弹性体边界上已经给出位移，选 
取通过位移表述的弹性力学方程—— 拉梅方程 ——作为基本 
方3 方程是非常方便的 （ 见第一卷第四章 〉 .我们知道，从一般的动 

量方程和胡克定律出发，再利用公式 (1.1) 把应变张量的分量 
通过位移表示出来，就可以得到拉梅方程（条件是相对位移很小，并且胡克定律中的 
& 能够通过位移表示出来). 




第九章弹性力学 


在这里所研究的线性理论中，对于考虑热应力的均质各向同性弹性体，可以根 
据公式 (2.28) 把拉梅方程写为以下 形式： 

r\2 

= Po F + (A - h / i ) graddivtu -H fiAw - (3 A 4 - 2/ i ) agradT . (5.1) 

ot z 


如果已经知道体积力和温度对坐标的函数关系，边界上的位移也是给定的，就可 


以从方程 （5.1) 和已知的初始条件来计算弹性体内部诸点的位移，从而解决通过位移 
表述的弹性力学问题.此后，可以根据胡克定律来计算应力张 fi . 在这样的提法下， 
应变张 ffl 自动满足协调方程，因为把应变张 M 的分 ffl 通过位移表示出来的那些公式 
就坫协调方程的通解. 


通过应力张置表述的 
弹性力学问题 


关于弹性体的平衡问题，另外一种广泛使用的方法是求解通 
过应力张最表述的弹性力学问题.这里用到的是通过应力张 
H 表述的平衡方程 


A〆 + ^jP ij = 0- 


(5.2) 


这7.个方程一般包括六个未知的应力张贵分 M ， 方程组并不封闭.在某些情况下，例 
如左存在对称件的时彳 k ， 可以预先知进方程 （5.2) 只包括三个未知的应力张馱分 
而其余 分世或 者是已知的，或者等于零.这样就可以在独立于胡克定律的情况下申 
独考虑方程组 （5.2). 这时，如果在边界上已知 p „, 仅仅使用方程 （5.2) 即可求出应 


力张 M . 这样的问题称为静定问题. 

• • 


贝尔特拉米一米切尔 
方程 


方程组 (5.2) 在一 般情況 F 不封闭.利用胡克定律，从应变协 
调方程可以得到应力张 fl 的分世所应满足的一些附加方程. 
这些方程称为贝尔特拉米一米切尔方程，其推导方法如下. 


从应变协调方程 


-Rikji = + ViV, ^ - - VfcV, ^ = 0 

出发，对张量 Rikji 进行缩并运算，可以得到 

-R；^ = △〜+ V.V, A(0- - VfcV ,^； =0, (5.3) 

R； k ^ = 2Ah(^)- 2ViV k e ki = 0, (5.4) 

式中 △ 是拉普拉斯算子.利用胡克定律 (2.29) 

~ $ 内 ij + a ( r - T o)9ij 


替换 (5.3) 中的再使用平衡方程 (5.2) 和等式 (5.4), 就得到贝尔特 拉米一 米切尔 
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方程（只要 E，A Q ， 几是常 S ) 


△ 内十 V, Vj ^ + div /) 0 尸仏十 ▽* + ▽ ， p 0 f ； 

J 1 + a i — a 

+ I ^V i V j r+ I ^A7^ ij =0. (5.5) 

对运动的弹性体可以得到类似的方程，只要用 Po(F - a ) 替换 （5.5) 中的 
(在质 量力屮 补充惯性力， a 是弹性体物质点相对于惯性坐标系的加速度). 

如果体积力保持不变（例如 Po = const 时的重力)，温度也保持不变，贝尔特拉 
米一米切尔方程的形式就变得非常 简笮： 

△ p 0 + 夕 = 0 ， （ 5 . 6 ) 


并且少 = g kl p kl . 

应力张置的分置在体 
积力和温度都保持不 
变时的性质 


方程 (5.6) 乘以. 0，再对 i 和 j 求和，得 

△少 = 0. 

利用这个等式，从 (5.6) 易得 
AAp ^ = 0. 


因此，在所研究的情况下，应力张》的每一个分 ffl 在使用正交笛卡儿坐标系时都是 
双调和函数，而应力张 埴的第 一不变 fi 是$和函数. 

•’ mim § 3 中研究过弹性杆拉伸问题，命£心应力张承的分 Q •是常盘或坐标的 
线性函数，所以贝尔特拉米一米切尔方程自动成立.在一般悄况下，如果应力 张馈只 
有一个分 fi p u 不等于零，则从方程 (5.6) 容易看出， Pll 只能是坐标的线性函数， 

p n = ax 1 + 6x 2 + cx 3 + d, 


式中 a , 6, c ， d 是常 ffl ：. 

在线性理论中显然成立解的*加原理.设我们有两个解： ^( i ,^ Pyw 和 
W{uy 它们分别描述同一个弹性体在外质量力和 f n) 的作 

用下的应力应变状态，弹性体表面 E = E !+ E 2 上的边界条件分别是： 


在 Si 上 P T 4 ( I ) = Pnl > 在 E 2 上切⑴=切!， 
在^上 Pn ( II ) = Pn2 » 在 ^2上 ^( 11 ) = ^ 2 - 


那么， 


W = 切⑴ + ^(11) » Pij =Ptj(I) + P«J(II) 

给出该弹性体在质最力 F (I) + F ( II ) 的作用下的位移和应力张量，相应边界条 件是: 
边界^ 上的面力 p n = p nl + p n 2 和边界 E 2 上的位移 w = w x + w 2 都是给定的. 
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例如，我们在前面研究过弹性杆在均匀分布于两端的力的作用下的拉伸问题和 
弹性杆在自重作用下的拉伸问题，利用这两个问题的解就可以构造出弹性杆同时受 
到上述两种作用时的拉伸问题的解. 

在解决许多弹性力学问题的时候，就像解决弹性杆在0重作 
字问删野的拉伸问题那样，-部分未知量的值是利用某种直觉或 
某些实验方法得到的，另一部分未知 tt 的值则是从基本方程 
计算出来的.这样一来，我们自然有可能感觉不太满意，因为需 ^ 

耍排除存在其他解的可能性.只要证明弹性力学问题的解的唯一 . 

性，就可以消除这种感觉.我们预先指出，弹性力学中的静力学问 11 

题仅在印 晖个 时才具有唯一解. V \ 

其 f 虑一个例子.设一根矩形截面 细杆 的一端固 ], 

定，另一端受到集中作用于一点的力多的作用 （RI 115). 这时， ] 

如 果力多 足够大，该细杆的平衡问题的解就有可能不是唯一的. VV 

如图115所承，细杆既可能仍然是直的，也可能发生弯曲. y ///^}//// / v/y 

物质微元从位贫 a 到位笠的位移（以及相对旋转）是有限 
的.问题的解这时之所以不唯一，是因为所研究的弹性系统在力 
•多 足够大时不稳定.结果表明，能够存在若 r 个平衡位 s ， m 并平衡的两个位皆' 
非所有平衡位 M 都是稳定的. 

_ 为了证明线性理论中的静力学问题的解的唯—性，我们先来证明克 

^ 拉珀龙定理.为简单起见，在笛 卡儿坐 标系中考虑平衡方程 


阁 115. 细杆在力 
多 作用下能够保持 
平衡的两个位蜇 


克拉珀龙方程 


签=。， 


(5.7) 


然后用某个矢 ffi XI ；的相应分 最作乘 法运箅，得 




djp^Wj) 

dxj 


-冷 = o . 


(5.8) 


可以把矢 M w 看做弹性体诸点的真实的或可能的位移，它既可以是有限矢 fit 也可 
以是无穷小矢 fl D . 在应力张董对称 （pO = 7^) 时，对方程 （5.8) 中的最后一项可作 
如下变换. • 


式中 




可以把匕,看做小位移 XI ；所对应的应变张 tt 的分量. 


1) 与下述结论有关的假设是，矢量切的分 S 叫和应力张量的分量是弹性体所占空间区域 
中的点的坐标的连续可微函数. 
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在整 个区域 K 中对方程 (5.8) 进行积分.利用奥一高定理以及 


得 


P 0 F-w6t + 



- w da = 



(5.9) 


如果把 ti ； 想象成无穷小位移，就可以把这个等式看做弹性力学中表述可能位移原理 
的方程，它等价于方程组 (5.7). 

现在，设 w 是弹性体诸点在给定的外面力和外质 fl 力作用下的位移矢 tt . 在小 
变形的情况下可以引人体积自由能企 = PoF (见§2)，使得 

P 


于是等式 (5.9) 的形式变为 

Jp 0 F.w&r + jp n wda = J e^^-dr. 

■ t v t ^ 


(5.10) 


这个等式就是克拉珀龙定理，它在所研究的介质不满足胡克定律时也成立.然而，如 
果弹性体满足胡克定律，在等温过程中就可以认为适 ey 的二次型（精确到相差 
一个可加常 W ), 即 

中 =+ const. 


对于各向 N 性物体，去掉无关紧要的常炕后，我们有（见 (2.27)) 

5 A/ i + ^ 7 2 - 

根据齐次函数的相关定理玎得 


d 电 


如果引人弹性体整体的总自由能 




4> dr , 


就可以把克拉珀龙方程 （5.10) 写为以下 形式: 

J P 0 F w(\t-^ j p n 


da = 24>. 


(5.11) 


这个等式即是满足胡克定律的介质的克拉珀龙定理. 

拉梅系数 A 和 M 是正的（这符合实验结 果). 对于满足胡克定律的各向同性物体 
中的等温过程，体积 A 由能0是正定二次型 . 中的这个性质对各向异性物体也成立. 



解的唯一性现在证明，如果假设克拉珀龙方程 (5.11) 成立（介质满足胡克定律，相 
对位移很小并且是单值的和连续的)，则上述静力学问题 I ， II , III 的解 
在了 =几时 1】 具有唯一性. 

采用反证法，假设所提问题具有两个不同 的解： 

M (0, 〜⑴， Po ⑴和切 (")， £ 0( II )» Pij ( ll )- 

根据所提假设，如果这两个解对应同样的边界条件和质 M 力，则这两个解之差 

切 = w {l) - w {ll)1 e tJ = e ij{l) - e ij(ll) , Pij = p im - P 0(II) (5.12) 

也是同类问题的解，只不过边界上的面力和位移这时都等于零，并且没有质 M 力 . W 
此，对 (5.12) 应用克拉珀龙方程(5.11)，得 

^ = 0 

根据中 的正定性，由此立即得出= 0,而从胡克定律可知 p u . = 0. 闵为~ = 0, 
所以位移 w 只能足弹性体像刚休那样运动所对应的位移.如果在提出问题时一概 
不考虑这样的位移，则 ti ； = 0. W 此，切⑴= W (ll)1 £ ij{l) = e ij(ll y p ij{1) = p ij(n) ，这就 
ilH 明了问题 I ， II ， III 的解的唯一性.我们指出，只要两个解之差在物体的整个表面 

t 满足条件 / p „. ti ； d (7 = 0, 上述证明就是成 立的. 这样的边界条件并非仅出现 

y ： 

在问题 I ， II ， III 中. 

_ 我们现在表述一个非常宽要的原理一圣维南原理，其内容 如下如 

1 果有一组质 M 力或而力作用于一个物体的内部或其表面的某个区域， 
使物体处于平衡状态，并且受力区域与物体的基本尺寸相比很小，则在远离受力 lx : 
域的部位，物体的应变应力状态基本上只取决 T •这些力的主矢量和主 力矩； 近似地 
讲，远处的应变应力状态与这些力的洋细分布特点无关.力的分布的详细情况实际 
上只对紧邻受力区域的部位才有影响 2) . 

圣维南原理是从弹性力学问题的解的下述一般性质得到的.如果物体的某一部 
分/ 与整体尺寸相比很小，在这部分物体上作用着使物体处于静力学平衡状态的一 
组力，则由此引起的应力在远离4时减小得很快.假设我们用钳户夹住铁丝，并且钳 

如果 r # 7 b ， 但了是坐标的给定函数，并且这个闲数对问题 I 和 II 的解是相同的，则以下证 
明仍然成 

2 >理论分析指出，需要修改圣 维南朌 理的这个传统表述，以便史明确地表达物体的形状、外力分 
布的性质和受力区域很小的槪念.可以从以下论文了解这些 问题 ： von Mises R . On Saint - Vcnant's 
principle . Bull . Amer . Math . Soc ., 1945, 51: 555 — 562. Sternberg E . On Saint - Venant's principle . 
Q - Appl . Math . 1954. 11: 393 一 402. Toupin R . A . Saint - Venant's principle . Arch . Ration . Mcch . 



m 116. 而力分布 a 和 6 对杆中远离 
•4 端的部分具冇同样的作用 


图 117. 茲杆受到扭矩和弯矩 
的作用 (M 2 = Myjj + M z k ) 


口对铁丝的作用力是平衡的. W 然，X论这些作用力有多大（铁丝甚至可能被夹断)， 
它们几乎不会在铁丝被夹部位之外的主体部分引起应力.大 M 实验结果和许多数值 
算例都证实了圣维南原理. 

例如，从圣维南原理可知，如果研究一根很长的弹性杆在自亟作用下的拉伸问 
题，则在距离 IA1 定端足够远的以域，杆的应力应变状态与固定方法无关.换言之，如 
W H6 所示，如果在上述拉伸问题中把外而力分布 a 改为具有相同合力的外而力分 
布6,则杆的应力应变状态基本不变. 

冇 r 圣维南原理，就能够得到各种弹性力学问题的近似解，这时只要利用作用 
力按照特殊方式分布的类似问题的解即可. 


§6. 弹性杆弯曲问题 


考虑一•根截曲形状仟意的弹性直杆（阁 117). 假设在杆的侧面 E 上 p„ = 0,在 
端面 D2 上 p n / 0,并且 


p „ d<7 = 0， J r x p n dcr = M ^ 0, 


即在端面 & 上作用着力偶，力偶矩为 M. 根据条件，杆处于平衡状态，所以在端面 
S, 上.也作州着力偶，相应力偶矩与作用在 S 2 上的力偶矩大小相同但方向相反，即 


J p n da = 0, J r x p n da = 一 M. 


在一般情况下，力偶矩 Af 可以具有任意方向. 

杻矩和蛮矩绅*曲选取右手笛卡儿坐标系工，使=轴平行于杆的轴线并 

通过其横截 面的重 心，而2/轴和2轴分别指向横截面的惯 
性主轴方向（图 II 7 ).我们把作用于端面 S 2 的力偶矩 M 分解为三个分力 偶矩: 


M = M x i + M y j + M z k . 显然，杆在的作用下将发生扭转，在和的作 
用下将发生弯曲.因此，称为扭矩， M y 和称为弯矩. 
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在弹性力学的线性理论中，要想获得杆在仟意力偶矩 M 作用下的应力应变状 
态，可以先解决杆在力偶矩 Mr 作用下的一个扭转问题和分别在力偶矩 A / y ， 作 
用下的两个弯曲问题，然后把这三个问题的解叠加起来.显然，杆的两个弯曲问题在 
本质 h 完全类似.设 iV/ x = M y = 0,我们来详细研究杆在给定弯矩 M Z = M 的作用 
下的弯曲问题.这时，就像通常的约定那样，如果从2轴所指方向看，杆在力偶矩 M 
作用下逆时针转动，就认为 M 的值是正的. 

设一根杆在两端受到力的作用并保持平衡状态，这时合力为零.如果这些力的 
合力矩是非零的弯矩 M, 则由此产生的应变应力状态称为哗 f 郎. 

下一节将求解杆的扭转问题.为 简申起 见，我们在弯曲扭转问题中认为杆 
的温度处处相同并且不随时问变化 （T =几)，不存在质量力.此外,我们还认为应变 
张13可由位移 it 算，并且位移是小 S. 

容易看•出， e 2 ±(^外 '向力 分布： R 有《下特殊形式： 

端面上的应力分布 

Pn=PllA Pll = - Q V^ (61) 

则在所用坐标系中可知，该外面力的合力为零，合力矩只有沿2轴的分贵.其实， 




m 


\y 


端而^和 e 2 上的应力分布 


J P n da = - cti j yda = 0, 

因为: r 轴经过横截面的® 心； 

M x = J(rx p n ) x da = 0, 

内为 p n 平行于： r 轴； 

= J(rx p n ) y da = a J j/2d(7 = 0, 

Ea e 2 

W 为 1/ 轴和 2 轴与横截面惯性主轴觅合;最后, 


式中 


M = M z — J (r x p n ) z dcr = a J y 2 do = a J, 

La E 2 

是横截而 E 对 2 轴的转动惯 fi . 从 (6.2) 可以得到系数 o 的公式 

M 


( 6 . 2 ) 


我们还认为，端面^上的面力分布规律为 

( Pu ) e , = -( Pn ) s 2 - (6.3) 

图118给出了端面^和 E 2 上的应力分布 ( p n ) J：1 = a?/i 和 ( p n ) E2 = - ayi . 直 
接可以看出，这样的外力分布引起杆的弯曲.我们将在下面得到杆在弯 k M 作用下 


的弯曲问题的一个精确解，它谭序 f 端面 E 1 和仏上的面力按照规律（ 6 .1)和 
( 6 . 3 ) 分布的情况.这个解的实赊 kifl •当 k 并不局限于这种情况.从圣维南原理可知， 
只要在 E 2 (和上给出对应着给定弯矩 M (和 - A1) 的任何其他应力分布 p T1 , 
所得到的解在距离杆的两端足够远的部分仍然成立. 

. 为 r 得到问题的解，我们认为杆内部和表面的所有点的应力张量都 


杆内部的应力 


满足等式 


Pll = - P12 = P13 = P22 = P23 = P33 = 




显然，这时不仅成立平衡方程 


dp “ 


而且成立所有边界条件.其实，从上述讨论莨接可以看出，解 （ 6 . 4 ) 满足仏和:上 
的边界条件.根据坐标轴的选取方法，在杆的侧而上有 cos(n, x) = 0,所以 

p n = p 1 cos(n, x) + p 2 cos(n, y) + p s cos(n, z) = 0. 

应变张置和位移矢霣根据胡克定律 （ 2 . 29 ), 从已知的应力张 ffl 分址 （ 6 . 4 ) 容易计筲 
的分童 应变张的分 M : 


dw x My dw 2 crMy 

11 = 石 = -巧 e22 = f ^ T ， 
dw .、 aMy 

33 = ^12 = = 芒 13 = 


e 12 = e 23 = e 13 = 0- 


由此可知，在纯弯曲过程中， 位于 X 轴的物质微元既不受拉伸，也不受 压缩； 平行于 
X轴的物质微元在 y > 0时受到压缩，在2/ < 0时受到拉伸. 

可以直接检验，位移分 M 叫的微分方程 ( 6 . 5 ) 的解具有以下 形式： 

w ^ = - eT ' 叫 = -:)】，-3 = -^7-. 

这时，为 r 不冉考虑刚体位移，我们认为端面&的重心（即坐标 k (点）的位移等于 
零,那里的应变张》主轴也不转动. 

杆的任何—点 h = %， y = 2/0, 2 = %)在杆发生变形后移动 


挠曲轴的方程和曲率 


到坐标为（0：，2/，幻的点，相应计算公式为 


=工0 + 讼 1 = x 0 一 


My o=^o 


y = y 0 + 忉 2 = 


=z 0 -¥w 3 = 


M , 2 

V ^ 2EJ ^' 

aMy 0 z 0 

Zo + ~eT~ 


ivo - z o )\ 


( 6 . 6 ) 
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图119,变形前后的杆 图 120. 矩形截面梁和工字梁 


对于杆轴 t 的点⑻=% = 0)，我们得到 1》 

= w 3 = 0, w 2 = 


2EJ 


M 2 
2 EJ X ' 


山此可知，挠曲轴（变形后的杆轴）的方程为 


M : 
V= 2El X 


(6.7) 


它足拋物线. 

我们来研究挠曲轴的曲率 


1 (10 

万 = 5 ? 

式中是曲率 f •径 J 是曲线的切线与某条直线（例如与 X 轴）的夹角， ds 是曲线弧 
K 微元.如果曲率很小，则 \/ R ^^ y / dx \ 所以 (6.7) 给出 

1 d 2 y M 

R = dx^ = EJ' (6 . 8) 

横截面的变形取杆的某个横截面 : T = %.平面 X = X 0 在杆发生变形之后移动到 
曲而 I = x 0 + «; 1 . 根据（6 .6)，该曲面的方程为 


=x ° G -醬卜。 d ). 


这个方程确定了一个平面. W 此，横截面在杆发生变形之后还是平的. 

显然,杆轴在变形之后仍然垂直于上述横截面， W 为 e 12 = 0, e I3 = 0 (见图 119). 

从 （6.8) 可知，杆.的曲率正比于弯矩 M ， 反比于万 J , 这个貴称为杆 
的抗弯刚度 M 然， 抗弯刚度与杆的材料和横截面形状有关，这 
两个因素分別通过芯和 •/ 表现出来. 

例如，如阁120所示，考虑由同一种材料制成的两根梁，其中一根梁的横截面 
是面积为 S 的矩形，第二根梁具有工字形横截面（这样的梁称为 x 字梁)，其面积也 
是显然，工字梁的横截面具有更大的转动惯 M J ， 所以工字梁的抗弯 刚度五 j 更 
大.因此，用来抗拒弯曲的杆（例如火车铁轨）通常具有工字形横截面. 


杆轴上各点在杆轴相应法平面内的位移（这里是 n ； 2 ) 称为杆的挠度.——译注 



§7. 直杆的扭转 


我们来研究直杆的扭转问题.若端面所受力矩矢量不 属于横 截面所在平面，就 
会出现扭转.各种机械的大 fl 零部件是在扭转条件下工作的，例如水轮机 1} 和（汽 
车、飞机、轮船等交通工具上的）各种发动机的转轴.丄程师通常关注给定转轴能够 
承受的 最大扭 矩值和最大应力值，给定扭矩下的扭角等信息. 

为了确定直杆受到扭转时的应力应变状态，我们将在小变形理论的范 
围内提 出问题考虑一根杆的绝对平衡或相对平衡，不计温度变化和 
质 fit 力的影响（如有必要，在线性理论中可以笮独考虑这些因素).我们来研究平衡 
方程 

▽ jP O = 0. (7.1) 

在条件7 = 7；, F ， 方程 （7.1) 与胡克定律、应变协调方程或贝尔特拉米一米切尔方 
程一起组成封闭方程组. 

选取如阁121所尔的笛卡儿坐标系.我们认为在杆的侧面上= 0,即 
p 1 cos ( n , x ) + p 2 cos ( n , y ) + p { cos ( n , z ) = 0. 

W 为 2 轴平行于直杆表而 X ： ( cos ( n , z ) = 0) 的母线，所以可以把这个条件写为 

l ； P n cos ( n , x ) + p 21 cos ( n , y ) = 0, 

p 12 cos ( n , x ) + p 22 cos ( n , y ) = 0, (7.2) 

p 13 cos ( n , x ) + p 23 cos ( n , y ) = 0. 

I 设端而 ^ 和上的面力是给定的.我们将认为，每一个 

/ 端面^和 E 2 上的面力都归结为力偶，相应的力偶矩平行 
于2轴 ， BP 


J p n dcr = 0, J r x p n d(T = M = Mk , 


W 121. 直杆扭转问题中 
使用的 id 咢和坐标轴 


Pr*da 


0 ， Jrx 


(7.3) 


p n da = —M = —Mk. 


如果我们得到端面 5^ 和 E 2 上满足条件 (7.3) 的某种应力分布所对应的解，那么，根 
据圣维南原理，这个解将近似地描述端面上具有同样扭矩的任何另外一种应力分布 
所导致的应力应变状态. 

±$1司®的) S 是由& $南«半逆#法# 19 给出 W ， 我们在 

对位移的假设- 
里也使用这种方法. 


>现代超大功率水轮机钢质转轴的直径可达两米左右. 
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设位移叫 ，叫， 出 3 具有以下 形式： 

— - azy , w 2 = azx , w 3 = a /( x , y ), (7.4) 

式中 a 是常 M , /( rr ， y ) 是待求函数 • 

不难理解，如果在杆中发生形如 （7.4) 的位移，则最初垂直于 2 轴的横截面会绕 
这个轴旋转角，横截面同时变得弯曲，平面 z = z 0 变为曲面 z = z 0 + af ( x , y ). 
于是，每一个横截而的旋转角与该横截面到坐标原点的距离成正比，而 a 是单位杆 
长的扭角. 

皿 现在汁 算位移 （7.4) 所对应的应变张 tf ： 的分景 . mm 

应变张置和应力张量 

的公式 e n =0, e 22 = 0, e 33 = 0, e 12 = 0, 

e 31 =e 13 =f (_y+ 髮)， £23 = £ 32 = f (* + |^) • 

如果杆的材料服从胡克定律，对应力张 M 的分 ffi 就得到公式 


P 11 = 0, 


= 0 , 


= o, p】 2 = 0, 


p 1：i = M(i + g), p 23 = a/x (x+g). 


(7.5) 


求扭转函数 /(A 2 /) 把应力张 tt 分3的表达式 （7.5) ft 人平衡方程 （7.1) 和边界 
的问题 条件 （7.2), (7.3), 我们得到函数 /( a :, y ) 和扭角 a 所应满足 

的方程和边界条件.在三个平衡方程中，两个方程（在: c 轴和 
y 轴上的投影）自动成立，第 H 个方程化为 


应+ 


0 - - 


(7.6) 


侧面上的边界条件 (7.2) 给出 


a/i f-y 4- cos ( n , x ) + a/x + 髮) cos ( n , 2 /) = 0, 


在 E 上— = t / cos ( n , x ) - xcos ( n , y ). 


(7.7) 


我们指出，方程 (7.6) 和边界条件 (7.7) 中都不包含变 M l 所以，我们只要在杆 
的一个横截面所占区域内部确定函数 / Or , y ) 即可.设该横截面的边界为（7,则边界 
条件 (7.7) 可以改写为 

T\ c = ycos(n ' x) - ICOS(n ， v) = v Ts +x f a = Ts^p-' (78) 

式中 s 是曲线 C 的弧长.其实，按照封闭曲线环绕正方向的规定，如果认为曲线 C 


的内部区域在沿该曲线环绕时总是位于左侧，则对于曲线 c 的微元 ds 的投影 drr 
和 di /， 我们有 

dx = dscos («, x) = - dscos ( n , y ), 

( 7 . 9 ) 

dy = d 5 COs ( s , y) = dscos ( u ， x ). 


这样表述出来的求解函数 /(A y ) 的问题是诺依曼内部问题.条件 (7.8) 的右侧 
是坐标的已知函数，因为我们已经知道杆的表面方程.从 （7.8) 可知，诺依曼内部问 
题的解的正则性条件 

/^ ds=0 

总是成立的. 

我们指出，函数/取决于纯儿何 W 素.无论杆是由哪一种各向同性材料制成的， 
只要 K : 横敕而形状相同，函数/就都是相同的.这个函数经常被称作扭转函数 1 L 
w m * a *▲ 现在考虑两端的边界条件.在 e 2 上有 Ptl = p 3 =+ p 32 j . 


两端的边界条件成立 


可以把条件 (7.3) 写为以下 形式: 


da = 0， J p 32 d(T = 0, J ( xp 32 — yp A1 )da = M. 


(7.10) 


我们证明，如果 / 是 t . 述诺依曼问题的解，则 (7.10) 中的前两个条件成立.其实，通 
过一些简单的变换，根据（7.5)，（7.6)， (7.7) 得到 

/ P 31 d …(砮 -tf) d ff = a„J[± (gx _ 砰 ) + 叁 

= an J (髮- 2/) cos ( n ， 1 ) + x + x ^ cos ( n , y)J ds = 0. 


类似地可以证明 / p 32 da = 0. 在上述特殊扭转问题的解中，公式 （7.5) 确定了受扭 
杆件两端的外应 S 分布. 

因为按照公式 (7.5) 计算的应力张量分量与2无关，它们在横截面 E 2 和5^上 
具有相同的分布，所以弹性杆两端 E 2 和5^上的应力矢量 p „ 大小相同但符号相反. 
因此，如果 E 2 上的边界条件成立，则5^上的边界条件显然也成立. 

扭角与扭矩之间的关 （71 Q ) 巾的⑽ 

系.抗 _ a , J [ x ^)- y ^-- y )] d , = M . 


在中文文献中经常称之为翘曲函数.——译注 
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可以把这个关系式看做把扭角 a 与扭矩 M 联系起来的方程 •• 

M 

S 2 


(7.11) 


扭角与扭矩 M 成正比，与剪切模 M /!成反比. (7.11) 中的分母称为抗扭刚度. 

综上所述，求解上述直杆扭转问题归结为求解函数 /(A y ) 的诺依曼问题. 

对于某些简单的区域.这个问题的解是己知的.作为-个例子，我 
们给出圆截面杆扭转问题的解.如果 2 轴与杆轴重合，则封闭曲 
线 (7 的方程为 X 1 ^ y 2 = R 2 , 边界条件 (7.8) 的形式为 


圆截面杆的扭转 


dn 



(7.12) 


相应诺依钱内部问题的解为 


/( x , y ) c = const . 

这时，沿2轴的位移= a / 对所有物质点都相同.通常，如果认为杆的某一个点静 
止不动，就需嬰令常 tt c 等于零.于足，在岡截面杆受到扭转时，各个物质点的位移 
公式对以写为以下 形式： 


切 1 




忉 3 = 0. 


由此可以得出的一个结论是，在岡截面杆发生扭转时， 横截面 一直是•平 的； 每个 
横截®都像刚性圆盘那样绕旋转轴转动，但不同横截面转动不同的角度，该角度与坐 
标2成正比， ifii 横截而2 = 0 阂定 不动.这时，应变张 W 和应力张 M •的非零分《是 

e 3i = £ \3 = S 、 p 31 = p 13 = 一 fiay' 

a . (7-13) 

e 32 = ^23 = ~2 X > P 62 = P 23 ^ f MQX - 

发生扭转时每一个横可以狞出，在杆的任何横截而上只冇切向 应力； 对于圆形横截 
截面上的最大切向应面上的应力值，我们有 M = v/(P 13 ) 2 + (P 23 ) 2 = fiay /^ Ty ^. 
力出现在边界± 舰， 壯切向应力 


Tmax = mR (7.14) 

出现在杆的外边界上. 3横截面具有任意形状（不仅仅是圆形）的直杆发生扭转时， 
应力分布都冇这个性质.为了证明这个结论，我们首先指出，在一般情况下，只要位 
移满足公式（7.4)，则无论 : r 轴和 y 轴指向哪里，都可以把横截面上的相应切向应力 
表示为以下 形式： 


df 


(V 


我们总是可以让: r 轴与横截面上任意内点 W 的切向应力矢量具有同样的方向.这 
样一来，切向应力在点 W 的值等于 


= H ^-+ 


7tR 4 


2 M 

finR 4 


而在其他点，这个值仅仅是切向应力在: r 轴的投影 p 13 的大小.函数 一 j 

是调和函数，它不能在自己的定义域内部（包括内点 7 V ) 达到最大值和 a 小值（见第 
八章 §12). 在点 IV 的邻域中总是可以找到这样的点7^，使上述调和函数在该点的 
值大于它在点 7V 的值，于是 | p , 3 U , > | rU . 在 il •算 | r| Nl 时需要考虑 p 23 , 而这只 
会加强这个不等式.因此，在任意内点 7 V 的邻域中总是可以找到这样的点；^，使 
\ r\ Nl > | r | N , 这就证明了上述结论. 

根据 (7.11), 当圆截面杆发生扭转时，扭矩满足公式 

圆截面杆的扭角和最 

大切向应力对扭矩的 M = QM 1 或 a = J^L 

依赖关系 2 ㈣ 4 

W 此，圆截面杆的扭角与扭矩 M 成正比，与截面半径的四次 
方成反比.当扭矩值 M 给定时， S 大切向应力值等于 

2 M 

T max = -^ 3 . (7.15) 

如果已知转轴能够承受的切向应力值，则根据给定的扭矩值 M 可以计箅转轴的 ft 
小允许直径. 

当直杆的横截面是椭圆、矩形和其他一些几何图形时，扭转函数 /( a :， 2 /) 的上述 
诺依曼问题以及计算受扭杆件应力应变状态的问题也有精确解. 

年千夺、样抹 n » 还能 

够科 相应李扭转问题的解 • 为了构造这样的解，我 

们可& 假想士 一根实心直杆的内部切掉一个柱体，从而得到 

一根空心直杆.所以，应当要求空心杆横截面的外边界与实心杆横截面的边界相同, 

空心杆内部空腔不受应力作用，并且实心杆横截面上的切向应力 7 ■在平面上与 

相应空心杆内边界相对应的每•个点都指向该边界的切线方向. 

其实，实心杆的解不但满足平衡方程和空心杆外侧面上的边界条件，也很容易 

满足空心杆两端的条件.下面只需证明，空心杆内侧面上的边界条件 


Tmax 


(7.15) 


关于空心杆扭转问题 
的说明 


Pn =0 

这时也是成立的.从 （7.5) 和 2 轴的选取方法容易看出，在空心杆内侧面上有 


= Pnv = 


lz =p 1；i cos(n, z)+p 23 cos(n, y). 
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因此，如果按照 h 述方法确定空心杆的内侧面，我们就得到 

Puz = 0- 

环形截面杆的扭转于是，岡截面杆扭转问题的解也造用于环形截面杆的情况，因 

为这时根据 （7.13) 有 

T = P 13 * + P 23 j = xj ), 




并且 t. r = 0,即 r 指向圆周 r = y / x 2 + y 2 = const ^ R 的切线方向. 

设环形截面杆的外半径为/?，内半径为尺 l 根据（7.11)，因为此时/ = 0,所以 
环形截面杆的抗扭刚度显然等于 


ZTT n 

J r 3 drd^ = ^(/? 4 -Hf). 


因此，利用 （7.11) 和 （7.14), 最大切向应力与扭矩 A / 之间的关系为 

2 MR , 

Tmax = R 4 - (7.16) 

有时，如果把用于承受扭转的实心杆替换为空心杆，就可以在抗扭刚度降低不多 
的前提下显著降低 结构重 a . 为了证实这个结论,我们来进行一个简单的具体计算. 

考虑外半径都为尺的一根实心转轴和一根空心转轴，它们受到相同的扭矩 M 
的作用.与实心转轴相比，空心转轴的横截面面积小 TT /^. 如果空心转轴的内 半径拍 
等于 R /2 y 则横截面面积之差是实心转轴横截面面积的25%.根据 （7.15) 和（7.16)， 
实心转轴和空心转轴的最大切向应力之差与实心转轴的最大切向应力之比等于 

1 - B\/R^ 

这个值在的=尺/2时约等于6%.显然，如果可以在这样的程度上牺牲抗扭刚度，就 
可以显著降低转轴的重最. 

M 、# 苜杯坏扶 1,51® 的现在阐述由圣维南提出的—种方法来解决直杆扭转问题.为 

^我们指出，可以把求解扭转函数 /(: r ， y ) 的问题替换为求 
解其共轭调和函数 0( a :， y ) 的问题.众所周知，函数 /( a :， 2 /) 
和咖 y ) 满足柯西一黎曼条件 


解决直杆扭转问题的 
圣维南方法 


df _ df _ dtp 

dx dy ’ dy ~ dx 

可以把扭转函数 / 在封闭曲线 C 上的边界条件对函数垃进行改写.根据柯 西一黎 




§7. 直杆的扭转 


. 281 • 


曼条件，从 （7.7) 得 

0 = cos(n, 为 ( 寄 - V) _ cos ( n , y) - x ) 

㈣ ) 訃-爭)=去( 


Q 

; ( n ， X ^dy ~ COS ( n ， 


d 


COS(S， X)— + 


今). 


y 1 


由此可知，对于函数2/)，在曲线 C 上所有的点都应当成立以下边界 条件： 

: )+ const . (7.17) 

因此，为了确定扭转函数/，我们有诺依曼内部问题，而为了确定共轭函数认我们 
得到狄利克雷问题. 

取复变 M z ^ x ^ ly 的解析函数 w ( z ), 其实部和虚部分别为/和 A 于是，如 
果方程 

X 2 + y 2 


lmw ( z ) 


+ const 


表示某一条封闭曲线，就可以把它当做直杆横截面的 边界； 与此同时， 

Rew(z) = f(x, y) 

给出直杆中的点在 2 轴方向上的位移（％ =以).应力可由公式 （7.5) 计算.也可以 
采用相反的做法，让 w ( z ) 的实部为0，虚部为 /. 

例如，如果取复变 fi 的解析函数 

椭圆截面杆的扭转 

w = Az 2 = A{x + iy ) 2 = A ( x 2 - y 2 ) 4- 2\ Axy , 

式中 A 是实数常量，并且 

Ml < I , 


然后令 


则方程 


/ = 2 Ary ， tp = - A { x 2 - y 2 ), 


一你 2 - l / 2 ) = 半 _ 0 


是椭圆方程，相应半长轴和半短轴为 

C 


C 


y / l /2 + A y / l /2 - A 

只要利用最后两个关系式把 A 通过 a 和6表示出来，我们就得到，函数 

a 2 


少= 


2( a 2 


^ X2 - y2) 
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给出椭圆截面直杆扭转问题的解，其中6是椭圆截面的半长轴和半短轴. 

+ 前面已经指出，受扭杆件的平衡方程在 x 轴和2/轴的投影自动成立，第 

三个郷化为方程 



根据这个方程可以得岀以下 结论： 表达式 p 13 dy - p 23 dx 是某个函数 a / z 多 Or , 2/) 的 
全微分（多 (A y ) 前面的常系数是为方便后续推导和讨论而引人的).因此，应力张 
3的分量 P 13 和 P 23 与函数 多 (x ， y) 之间的关系为 




(7.18) 


函数 ^( x , y) 称为应力函数.显然，在一般情况下，如果在应力张量的分量中只 
有 p 13 和 p 23 不为零，并且 p 13 和 p 23 弓2无关，就总是可以引人应力函数 多 (X ， y). 

如果应力张 tt 能够通过应力函数表示出来，平衡方程就自动成立.然而，应力函 
数 .^( x , y ) 不可能是仟意的闲数， W 为应力张傲的分 fit 不仅满足平衡方程，还应满 
足贝尔特拉米一米切尔方程.在上述情况下，贝尔特拉米一米切尔方程化为应力确 
数 ^( x , y) 的方程. 下面将 直接利用公式 （7.5) 和 (7.18) 来推导 y) 的方程. 

为了解决扭转问题，我们引人了函数/，分和多.我们首先建立这些函数之间 
的关系.我们还汜得，应力张 E 的分馈与这些函数的关系满足以下等式（见 （7.5) 和 


(7.18)): 

P * 3 = 叫 卜+幻 = 叫卜 +^)=叫蔫 

p2 3 = a^(x + |)=aM (x - 砮 )= ，荽 . 


由此显然可知，在直杆扭转问题中有 


(7.19) 


卜卜举 • 

函数必是调和函数，所以应力函数多应当满足泊松方程 


(7.20) 


△.笑 = 一 2. (7.21) 

边界条件 (7.17) 这时给出，在 (7 上多= const . 闪为应力函数多一般只能确定到相 

差一个常 M ， 所以在直杆横截面是单连通区域的情况下可以认为 

• • • 

在 （7 上 ^ = 0. (7.22) 


因此，利用应力函数可以把单连通截面直杆的扭转问题化为求解满足边界条件 (7.22) 
的泊松方程 (7.21). 

我们指出，在上面推导函数多所满足的方程 (7.21) 的时候，贝尔特拉米一米切 
尔方程是成立的，因为在推导过程中使用了公式 (7.5), 而这些公式得自胡克定律和 



£ ij 通过 叫 的表达式. 

在圆截面杆的扭转问题中，从 （7.20), (7.21) 和 (7.22) 可以直接得到应力函数 


多( X ， y) = f 一^^ 

现在建立应力函数与扭矩的关系.从 （7.11) 和 （7.19) 有 


M= ’/ {^ X+ ^ y ) d<7 * 


(7.23) 


(7-24) 


因为 


d 多 d 多 d^x d 多 y ^ 


所以利用奥一岛公式得到 


M = -a/i J '^ i x cos(n, x ) + ycos(n, y )} ds -f 2a/i J ^ da . 


对丁•单连通截面直杆，根据条件 （7.22) 有 


M = 2 q/i / ^ da . 


(7.25) 


对于多连通截面直杆，应力函数在组成横截面边界的不同封闭曲线上分别等于 
不同的常去 >/. 在其中一条曲线上，例如在 最外侧 的曲线 C 上，可以让多等于零. 
为了得到唯一的解，可以在提出问题时引人一些条件，这些条件得自位移 w 3 = af 
对坐标的函数关系的单值性.确切地说，扭转函数/的微分在组成边界的任何封闭 
曲线上的积分应当等于零.例如，对于组成横截面内部边界的封闭曲线 G ， 根据 
(7.19) 有 

/ d/ = /(^ dX + % dy ) = _/ ( 签 # _ ^ dX ) - / ㈣ = 0 ’ 

c k c k c k c k 

或者，根据 （7.9)， 

cos ( n t x ) + cos ( n , y ) ds = — ( icos ( n , x ) - 1 - y cos ( n , t /)] ds . 


利用奥一高公式，由此得到 


/签 * = -现’ 


(7.26) 


式中&是封闭曲线 G 在横截面所在平面上所围区域的面积，而 d ^/ dn 是封闭曲 
线 Q 的相应外法线方向上的导数.利用方程 (7.26) 可以计算常董义的值. 


显然，如果我们认为曲线 G 是圆心位于坐标原点且半径 Ri < R 的圆周，则在 
极坐标下可以把应力函数 (7.23) 写为 


多 (工， 2/) = 


炉一 


它满足条件 （7.26). W 此,这个函数是外半径为尺的直管的扭转问题中的应力函数. 
我们指出，泊松方程 （7.21) 的解这时可能包含形如 A \ nr(A = const ) 的项； 为了获 
得所要的解，可以利用条件 (7.26) 去掉这一项. 

仅仅在为数不多的情况下对一些最简单的区域才能够很容易地计算函数 
f ， 少和•多, 但与此同时，在丄程技术领域中，在扭转状态下工作的一些 
杆件具有复杂的横截面形状.利用各种比拟可以得到关于受扭杆件的某些有趣的结 
果.之所以有可能进行这样的比拟，是闵为用来确定函数/，0和多的数学问题也 
出现于数学物理的其他许多领域. 

例如1为确定函数多而提出的问题与常张力薄膜在均匀分布载荷作用下的弯 
曲问题存在比拟关系.我们来推导这样的薄膜的挠度方程 . 

+阻碍弯曲、仍阻碍拉伸的厚度很小的片状弹性体称为薄膜.设 一块# 寧 h _ 
常小（与纵向特征长度相比）的均匀薄膜被固定在封闭的平面曲线 C 上， - lift 线 A 

与所研究的受扭杆件的横截面形状相同，并且在被固定的部位以内，薄膜所受 
张力 T 处处相同，该张力沿薄膜厚度也保持不变.在没有其他外部作用的条件下，薄 
膜的应力状态处处相同，在垂直于薄膜表面的面微元上 作用着 起拉伸作用的法向张 
力1\如果把不受载荷作用的薄膜的中面当做笛卡儿坐标系的 zOy 平面，则应力张 
W 分 M 的矩阵在薄膜表面2 == ± h /2 不受外部载荷作用时可以写为以下 形式： 


( P ij ) 


TOO 
0 T 0 
0 0 0 


现在，我们来研究这样的薄膜在均匀分布于表面 2 == - V 2 的横向载荷 <7 (载荷平行 
于2轴）作用下的平衡，这时薄膜的另一个表面2 = /1/2不受载荷. 

假设张力了足够大，从而可以认为薄膜的挠度 w = w 3 ( x , 2 /^ = 0) W 小.我们 
进一步认为，可以忽略由载荷导致的应力张最的分量 p u = p 22 == ： T 和 〆 2 = 0的 
变化,但应当考虑分董 p 13 , P 23 和 p 33 . 

W 为/ I 和 M 很小，所以对薄膜表面单位外法向矢 ft 的方向余弦可以写出 


式中上面的符号对应薄&表面 2 = - h /2 在变形后的外法向矢 ffl ， 下面的符号对应 
薄膜表面2 = /1/2在变形后的外法向矢 ffl . 精确到一阶小量，应力矢量的分量在 


D 薄膜（或薄板、薄壳）的挠度指中面上各点在中面相应法线上的位移.一译注 


通过应力张 M 表述的平衡方程为 


n。, m-o. 


从前两个方程可知，应力张量的分 £• P 13 和 P 23 与2无关.闪为打和偏导数 dw/dx, 
Ow/dy 都很小，所以根据 (7.27) nj 以写出 

pl3=T ^- p23 = T ^- {7 - 28) 
在薄膜的厚度方向上沿2轴从 -/ t /2 到 + V 2 对第三个平衡方程进行积分，利用 
(7.28) 和 （7.27) 得0 


(7-28) 


-h/2 

_/旮 


,d' 2 w d 2 w 
涼 h + T W h = — q . 


因此，薄膜的挠度方程具有以下 形式： 

d 2 w d 2 w 
dx 2 + dy 2 

从薄膜在封闭曲线 C 上固定的条件可知 


(7-29) 


在 （7 上 ti ； = 


(7.30) 


把直杆扭转问题中的应力函数方程 （ 7.21 )、 常张力薄膜的挠度方程 (7.29) 以及封闭 
曲线 (7 i ： 的边界条件 （ 7.22) 和 （ 7.30) 进行对比，我们看到，求解直杆扭转问题相当 
于在 

2Th = q (7.31) 


的条件下计算常张力薄膜的弯曲形状.从 （ 7.21) 和 （ 7.22) 求解函数多的问题与从 
(7.29) ， （ 7.30) 和 (7.31) 求解函数 w 的问题是同一个问题，并且其中不包括沿 2 轴的 

显然，在所研究的近似理论中， P 33 的值按薄膜厚度的分布满足线性规律，它对 z 和 y 的依赖 
关系取决于函数《?(：=， y )， 并且在建立关系式 （7.28) 和 （7.29) 的时候并没有使用胡克定律. 
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线性尺寸.因此，可以利用关系式 （7.31) 把/ I 的度 fl 单位固定下来，这个单位独立于 
x 和2/的度量单位 1 > . 

综上所述，只要适今选取 g 和乘积 7 Vi ， 或者对 / i 采用相应的度量单位，就能够 
保证求解多的问题等同于求解 w 的问题. 

肥皂膜因为存在表面张力而表现为常张力薄膜.如果在肥皂膜一侧施加很小的 
常压强（在精确到 w 的一阶小 fl 时,压强与横向载荷相同)，并且不让其边界点移动, 
则肥皂膜的挠度满足对应力函数多提出的那些条件. 

只要做实验测 ft 肥皂膜的挠度，我们就得到应力函数多的实验值. 

薄膜上的等挠度线 ( dw/ds = 0) 在扭转问题中对应着杆件横截面内这样的曲线， 
在该曲线的每一点，位于该横截面内的总应力都指向曲线的切线方向. 

其实，对于这样的曲线，根据 （7.18) 和 （7.9) 有 


dw d 多 d 多 dy cLr 13 . 2 3 , 、 

= = + 瓦石二 p cos(n> x)+p C08(n ' ^ 

式中 n 是薄膜上的等挠度线 （ dw / 洳 = 0) 在 zy 平面内的法向矢 fi . 
与此同时， 


= t • n, 


^13)2 + ( p 23)2 = Q/i4 


( d 多 

\d^ 


) + (答） = ^ lgrad ^ 


即切向应力值正比于 | grad 多 | 或 | gradti ；|， 所以在等挠度线切= const 分布更密的 
地方切向应力史大.因此，只要画出表征薄膜挠度的“等高线地形阁”，就可以获得 
杆件横截面 t 切向应力分布的直观图案. 

挠曲薄膜与薄膜边界所在平面之间的区域的体积乘以 2 a / x 即给出扭矩值 M (见 
(7.25)). 

我们将在后曲宥到，与常张力薄膜的比拟不仅有助于研究弹性杆在扭矩作用下 
的扭转问题，而且有助于研究在横截面的某些区域中发生塑性变形的悄况. 

我们注意到，薄膜比拟仅在薄膜挠度很小时才成立，所以很难进行高精度测量. 
困难之处还在于，由薄膜 ft 重引起的挠度与由微小压强差引起的挠度通常是可比的. 

种流体动力学比拟 一 分别与黏性流体运动和理想流体运动 
的一些比拟. 

考虑不可压缩黏性流体在柱状管中的定常层流，管道的横截面与杆件的横截面 
相同.众所周知（见第八章 §21), 如果让 2 轴指向管轴方向，并用 tz ; 表示流体在给定 
的常压降 dp / dz 的作用下在管道内的定常流动速度，从纳维一斯托克斯方程就可以 


J > 如果不同方向上的运动彼此无关，则经常可以认为，不同方向 i : 的长度具有彼此独立的 M 纲. 
在爾纲理论中这样处理常常能够给出更好的结果，见 ： Huntley H . E . Dimensional Analysis . London : 
McDonald , 1952. -译注 



得到速度的以下 方程: 


△w; = 


d 2 w d 2 w 一 1 dp 

0^ + dy ^ = 孓5? 


式中 M 是流体的黏度.在静止管壁（封闭曲线 C 7) 上成立无滑移条件 


= 0 . 


(7.32) 


(7.33) 


对比方程 （ 7.21) ， (7.32) 和边界条件 （ 7.22) ，（ 7.33 )， 我们看到,求解单连通截面直 
杆扭转的应力函数的数学问题等同于求解不可压缩黏性流体在给定的常压降 d P / d 2 
的作用下在 R 有同样横截面的无穷长管道内的定常层流运动速度的数学问题.在这 
个比拟中， 

d^ = -f- ( 7 . 34 ) 

并且抗扭刚度正比于流贵. 

这个比拟很容易推广到多连通截面的情况，只要考虑管壁可动的多个管道中的 
流动即可. 

选取-•个形状与受扭杆件相同的柱状容器，让 K 中充满不可 
比$ 压缩理想流体.设该容器以角速度 o； 绕 2 轴转动，我们来研 

究流体相对于静止坐标系: rOj; 的绝对运动，该运动是容器横 
截面所在的 X 2 /平面内的势流.对 T 速度势 vKA 2/), 我们女合普拉斯方程 


和容器壁面上的边界条件 

dtp 

dn 

如果令 


△V? = 0 


r)n = - o » j / cos ( n , x ) -f o ; xcos ( n , y ). 


(7-35) 


则以上条件与扭转函数 / 的边界条件 （7.7) 相同.因此，计算扭转函数的问题等同于 
计算不可缩理想流体在绕 2 轴以角速度 (7.35) 常速转动 1 >的柱状管中的绝对平 
面运动的速度势的问题. 

我们举例说明这个比拟的一个应用.从位移公式 （7.4) 的形 
$可知， 2 轴上的物质点不会在邛平面上移动.因此，在杆 
、 件横截面所在平面上，坐标原点的位置是“固定的”.按照条 

件，杆件横截面所在平面上的坐标原点位于这个固定点，并且如果点的位置 
不同，则受扭杆件物质点的位移也不同. 

只要知道坐标原点位于某一点 o 时的位移，利用上述流体动力学比拟就能够很 
容易地把坐标原点位于任意一点 o ' 时的位移表示出来. 


X ) 只要适当选取度最单位，即可满足条件 （7.34) 和 (7.35). 
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众所周知，在每一个给定的时刻，一个容器以角速度 W 绕某 z 2 轴转动等价于该 
容器以下两种运动的 叠加： 其一是以同样的角速度 u ； 绕平行于2 2 轴的 2 l 轴的转动， 
其二是以 2 l 轴上的点绕轴的转动速度进行的瞬时平动. 

我们用^表示容器绕通过坐标原点 O 的 2 l 轴转动时相应流动的速度势，用 〆 
表示容器绕平行于力轴的轴转动时相应流动的速度势，并且2 2 轴通过2:0? /平 
面上坐标为 〆 ，2/的某一点 O '. 

瞬时平动速度 （ h 轴上的点绕&轴转动的速度）的分 fl 在0 = -1 时由以下公 
式 计算： 


C/ x = [u; x ( 一 r)]: = 一 y ’， Uy = [ux (-r)] v = x'. 

闪为分别以速度值- y ' 和 〆 沿 rr 轴和 2 / 轴的平动具有速度势 

= -y'^y ^2 = x 'v> 

所以速度势 〆 和^之间的关系为 

^ = (f-\-x'y- y’x. 

这时，绕^轴扭转时的位移应满足公式 

ti；j = -ct(y - y')z, w 2 = ot(x - 2 ： ’)2 ， w 3 = aip 1 . 

由此可见，应力以及扭矩这时都保持不变. 

对于阓截面杆，如果坐标原点0位于圆心，则^ = 0,物质点不沿 2 轴移动.如 
果选取另一个点作为坐标原点，即在直杆中固定另一条轴线，则在新的 2 轴以外所 
有的点，沿2轴的位移都不为零， 


^3 = Q (^ f y - 〆 工). 


由此可见，横截面这时仍然是平的，但 2 轴与横截面之间的夹角在发生扭转之后不 
再是直角 w . 


很容易把直杆扭转问题与有势绝对流动问题的上述比拟改为 
扭转问题与轉树流动问题的比拟•为此，只要让容器与 
其中的流体加 i 以角速度 U ； = i 绕 Z 轴的转动即可.结 
果是，容器静止不动，流体的涡量在所有点都满足= 1. 对于这样的不可压缩流体 
平面运动，从连续性方程 


du 

d~x 


dv 



显然，当 2 轴在直杆中的位置发生变化时，弹性变形的区别仅仅是直杆像刚体那样绕不平行 
于 2 轴的一条轴线的微小转动，而在圆截面 杆的悄 况下，这条轴线平行于 xOy 平面. 



可知，可以引人流函数也使得 


一 dy 


d \ l ? 
= ~~di' 


在这样的流动中，涡 fi U ； = Afc 处处相同，所以流闲数切满足以下 方程: 

dv du .. 

〜=石一瓦 = — △认 


Ajp = —2, 

这与应力函数.笑的方程 （7.21) 完全相同.静止管壁上的边界条件为 

dtp dy dtp dx drp 

〜 =txcos(n, x) + t;cos(n, j^ - 石 + -- = _ = 0, 


而在单连通截面的悄况下， 


在 C 上故= const , 


在 C 上仏= 0. 


这个条件与应力函数.多的边界条件 (7.22) 相同. 

因此，流函数0等同于多，而 〆 3 和 p 23 等同于不可 Hi 缩理想流体在柱状管中 
的常涡位 ( u z = 1) 相对平面运动的速度分量.这时，在2轴方向上的单位厚度流体 
层的动里矩等亍 

M f = p J\r x v) t da = p J(vx - uy) da = -p J 
£a Ea 

如果认为流体密度 p 等于 a / x，A == 1，以上动量矩就等于扭矩 (7.24). 

^ 上面列出的所有数学比拟本身都很有趣，由此能够利用相应 

SS | 222 SS £ __处理直杆扭转_，或者反过来_直杆__ 

转的解处理其他问题 1 >• 流体动力学比拟能够给出关于受扭杆 
' ^ 件切向应力分布的一系列近似的定性结果. 

例如,从不可压缩理想流体运动理论 2) 可知，流线上的角点是临 界点； 在角形区 
域以外的绕流问题中，在角点一般会出现无穷大速度，而在角形区域以内的流动问题 
中，角点的速度为零 3) .于是，如果在杆件上有凹槽，其截面形状如图122⑷所示， 
则无论扭矩有多小，在角点4附近都会出现无穷大切向应力.因此，从杆件强度的 

^在物理学和力学的各种问题中存在大 屋类似 的其他比拟. 

2) 例如，参见： Ce^OB Jl . M . n^OCKHC 3 a.aaMH rH/ipOAHHaMHKH H aapO ^ HHaMMKM . MoCKBa ： 
rocTexH 3^ aT , 1950; 3 -e K 3 A - MocKBa : Hayna , 1980 (俄文 第-版 的英译本 ： Sedov L . I . Two - 


无论流动是否有势，这些性质都成立. 
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阁 .122. 流体动力学比拟的应用 

观点看，最好把凹槽加工为圆形，就像图中 B 那样.在类似于 C 的角点，由扭转造 
成的切向应力等于零. 

设受扭杆件内部有一个脚柱形空腔，于是在横截面上有一个圆孔，并且其直径 
与横截面特征尺寸相比很小（图 122(b)). 在相应绕流问题中，某两个点和 B 的 
速度等于零，某两个点 C 和 D 的速度大于来流速度. 因此， 在点 C 和 D 附近出现 
的切向应力将大于没有空腔时在同样位背出现的切向 应力. 

我们再给出使用流体动力学比拟的一个例子.考虑不可压缩理想流体在柱状容 
器中的环流，容器的横截面是矩形（见图 122( C )). 昆然 ，点 M ， N ， AT ， J\T 的流速为 
零，流线分布在长边中央附近触为密集，即速度在点次 S 附近 M 大.由此可知，当这 
样的杆件发生扭转时， a 大切向应力将出现于点 A 和 R 

综上所述，利用流体动力学比拟可以非常简单地对受扭杆件切向应力分布的某 
些特点做出一 些敢要 结论. 


§8. 梁的弯曲问题中的材料力学方法 


尽管小变形弹性力学问题是线性的，在许多情况下还是难以给出这些问题的理 
论解.为了在工程应用中解决这些问题，人们成功地使用一些近似计算方法.建立并 
深入研究这些方法，就是"材料力学”这一学科的主要内容. 

材料力学与弹性力学的关系相当于水力学与流体力学的关 
系.材料力学方法和水力学方法是在一些假设的基础上发展 
起来的，而这些假设本身的基础是一些实验结果或者弹性力 


材料力学方法的一般 
特点 


学问题和流体力学问题的一些已知的精确解.我们以求解梁的弯曲问题为例来说明 
这些方法.我们在工程实践中经常遇到这样的问题，因为梁是许多结构中最常见的 
组成部分.桥梁、堤坝、船舶、摩天大楼和其他许多建筑物经常可以视为受到各种作 


用力的一组梁. 

我们来考虑使梁弯曲的力系并计算梁的每一个横截面上的合力与合力矩. 


纯弯曲和由横向力引 
起的弯曲 


我们在§6中详细研究了梁的纯弯曲问题.纯弯曲是由作用 
于梁的两端且大小相同而方向相反的两个力矩 M 和 - M 
引起的.这时，梁的每一个横截面上的面力都归结为力偶，其 


. 梁的弯曲问题中的材料力学方法 



图 123. 悬臂梁 图 124. 用于 i | •算横截面 o 6 

上的面力的合力与合力矩 


力偶矩为 M . 更常见的一种情况是，梁的弯曲是由垂直于轴线的力引起的 D . 例如， 
设一根梁的一端固定，另-•端受到力 P 的作用.这样的梁称为悬臂梁（图 123). 

令 1 轴的方向如阁 123 所示,我们来计算这样的梁的某一个横 截面以 
胃 上的合力与合力矩为此我们假想沿此横截面把梁切开 （阍 1 24 )，舍 

去左侧部分，并用相应的力系来代荇它对右侧部分的作用.因为梁原来处于平衡状 
态，所以这样操作之后，右侧部分应当仍然处于甲衡状态.于是，作用于这部分梁的 
合力与合力矩应当等 T •零. 

由此容鉍得到，横截面 a 2 6 2 上的合力的值等于合力矩的值等于-- X ) 
(梁的侧面按照条件不受载荷).利用应力的性质 Pri = - 还可以得到，横截面 aj , 
上的应力给出合力 Z 5 与合力矩 A / = (/- x ) P . 

力矩 A / 称为弯矩，力 P 称为剪力.于是，在关于悬柙梁受力弯曲的上述问题中， 
任何横截 Ifti 上的面力在静力学上等价于剪力尸和疗矩 A / = (/- x ) P . 与纯弯曲不 
N 的是，这时不仅 p 11 不等于零， p 12 也不等于零，即横截面上的切向应力不等于零. 

在一般情况下可能有若干个力作用在梁的不同点和不 N 平面上.于是，任何横 
截面上的总的力系就归结为拉伸力、剪力、弯矩和扭矩.本节只考虑作用力都位于一 
个平面（称之为: ry 平面）并且只归结为剪力和弯矩的悄况（图 125). 如果知道所有 
作用在梁上的力的值 R 和力矩的值 A /,， 显然就可以使用以下规则来计算某个横截 
面 M 上的剪力和 弯矩： 

(1) 横截面上的所有面力的合力（该横截面的法向矢 ft 指向 x 轴方向，即对 
左侧部分梁的作用力）等于作用于该横截面右侧部分梁的所有外力 之和； 

(2) 横截面 a 6 上对左侧部分梁的所有面力对该横截面内与2轴平行的轴的 
合力矩等于作用于该横截面右侧部分梁的所有外力的力矩或力偶矩之和. 


经常必须考虑在梁上连续分布的载荷，例如水对堤坝表面的压力，梁的自重， 
风或列车对桥梁的压力（在近似的提法下)，等等.这时引人“线载荷” 


的概念大有好处，其定义为 

Q = 



1) 为简单起见,我们在下面将研究-些最简单类型的梁，它们具有通过纵向轴的对称面,而使梁 
变巧的力作用在对称面上.最常见的圆截面梁、矩形截面梁、工字梁等都有这样的对称性. 
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图 125. 使梁变弯曲的一组力和力矩 


图 126. 连续分布的载荷 


式中是作用在梁微元 Ax 上的合外力（图 126). 这时，具有坐标: r 的横截面上 
的剪力 P 显然由以下公式 给出： 

I 

P ( x ) = J 9(0 盖 =-咖)， 

X 

式中 / 是梁的右端的坐标. 

如果梁只受到线载荷 Wa :) 的作用，则具有坐标: r 的横截面上的弯矩等于 


于是 


释)= Ja-x)q 綱， 


^ = - J 9(《)处= - P ( x) t 


d 2 M 

dx 2 


= ㈣. 


剪力图和弯矩图利用材料力学方法，我们能够根据已知的积分特征 M —剪力和 

弯矩一来计算拉伸应力（或压缩应力） p u 和挠曲轴的形状.所 
以，知道每一个横截面上的量 P 和 M 尤为重要.这些量沿梁长分布的图像分别称为 
剪力图和弯矩图，其中横坐标是横截面的 z 坐标，纵坐标分别是量尸和 Af . 图127 
给出了这样的图像的一些实例. 

应当指出，作用于梁的力和力矩必须包括把梁固定起来的支座上的支反力及其 
力矩.我们事先并不知道支反力及其力矩，在许多情况下必须完整地求解合士；^学问 


题或弹性力学问题才能计算出这些量.我们将在下面研究这样的问题的解，但这里 
首先指出，在材料力学中如何根据已知的剪力 P 和弯矩 Af 计算应力分量 p 11 和挠 
曲轴的形状. 


基本假设 • 纵向纤维 
的相对伸长 


我们做出以下假设，这些假设对纯弯曲（见 §6) 精确地成立. 

1. 存在这样一条中性轴，它上面的物质线只发生弯曲，但 
既不伸长也不缩短. 


2 . 在未变形的初始状态下垂直于中性轴的横截面在梁变弯后仍然是平的，并且 
仍然垂直于已经变弯的中性线. 
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外力和外力矩沿梁长的分布 

剪力图 

弯矩图 













A B 

(连续分布的栽荷, = const ) 


mm 


^ 127. 剪力图和弯矩图的一些实例 


其实，在存在剪力的时候， ft 初（在施加载荷之前）垂直于梁轴的横截面在梁发 
生变形之后因为受到载荷作用而变为弯曲的.对于很长的梁和很细的梁，可以忽略横 
截面的上述变化.精确的分析表 
明，在计算 P 11 的时候，即使梁很 
粗，在很多应用中也可以忽略横 
截面的弯曲效应. 

利用假设 1 和 2 能够得到梁 
的任何横截面上的法向应力分布. 

其实，设: T 轴与变形前的梁的中 
性轴重合（图 128 ), 我们来计算与 
x 轴相距|2/1的纵向纤维^在梁 
发生变形时的相对伸长. 

考虑平面 aji 和之间 
的纵向纤维微元，设它的长度在 
变形前为 s , 在变形后为 s + As , 

并用 H 表示挠曲轴的曲率半径.图 128 (b) 是所考虑的纤维微元和中性轴微元的放 
大图，由此容易看出， 

〜=苧=銮=-| (V < 0). 

应力和弯矩的公式所以，使用简单拉伸的胡克定律即可得到 Pll 的分布公式 

Pn = ^ii = - 警 . （ 8.1) 

^在弯曲理论中，纤维指变形前与梁轴平行的物质线.—译注 




⑷ ( b ) 

图 128. 用于计算纵向纤维在梁发生弯曲时的相对伸长 
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m 129. 简支梁 


在点 C ： 受载荷 P 的简支梁的弯矩阁 


如果没有拉伸力，则 


da = 0,式中5：是梁的横截面，根据 (8.1) 就有 


-^ J yd(7 = 


即中性轴应3通过横截面的重心. 

知道上述横截面上的应力，就可以计算弯矩 


= J (-2/)p n d<7 = * / y 2 da= 穿. 


( 8 . 2 ) 


式中 J 是横截面对2轴的转动惯 S . 如果知道每一个横截面上的弯矩，就可以利用 
(8.1) 和 (8.2) 来计算 p 11 并写出挠曲轴的方程： 

„11 _ V M 1 _ M (O ON 

p -一了， n . _ 

挠曲轴的微分方程如果梁的偏移很小，就可以把 fft 1/ H 转换为 d ^/ dr 2 , 从而可 

以把挠曲轴的微分方程写为以下 形式： 


(8.3) 


M 

EJ- 


(8-4) 


fi p n 和梁的挠度明显只与弯矩有关.横截面上的切向应力直接依赖于剪力值，但 
切向应力在弯曲问题中一般不如法向应力重要.我们在这里不再考虑切向应力的计 
算方法. 

我们指出，公式 （8.3) 和 (8.4) 在形式上很像纯弯曲的相应公式，但 fi M 本身现 
在与: r 有关.所以，挠曲轴在-•般情况下不再是抛物线. 

现在给出一些具体算例. 设一根梁在点 C 受到力尸的作用（图 129), 
两端分别具有固定铰支座（在点⑷和可动铰支座（在点 B ). 这样 
的梁称为简支梁.两端的支座能够让梁绕固定点自由转动,而点 B 的支座带冇滚轮， 
使梁的一端能够在水平方向上移动.如果忽略滚轮与地面的摩擦，就可以认为，点 S 
的支反力没有水平分 S . 从平衡条件立刻可以得到，点 A 的支反力指向竖直方向.此 
外，我们有 


R\ + i?2 = Pj aP = IR\. 


(8.5) 


最后-•个等式表明，梁所受全部作用力对点 A 的力矩等于零, 


梁的弯曲问题中的材料力学方法 


坐标为 ： r 的横截面上的弯矩为 

M = -R x (l-x), x>a, (86) 

M = -R\(l - x) + P(a - x), x < a. 

阁 130 给出弯矩图的形式.最大弯矩 M max 出现于载荷 P 直接作用点所在横截面， 

A^max = -尺 — a ) = —上^~ —• (8.7) 

在此横截面上出现《大应力 P u . 对于厚度为 2/ i 的对称梁，利用 （8.3) 得 

IPmaxI = I 从 max | 了. 

从 （8.7) 可知，最大弯矩取决于 a ， 即取决于载荷作用点的位 S . 如果载荷作用点沿 
梁轴移动，则 M nmx 在/ = 2 a 时达到 M 大值，这时载荷作用点位于梁的中央. 

我们指出，我们并未使用构成梁的材料的相关信息，仅从静力学条件就求出了所 
有的力并计算 出了应 力 〆 1 (根据公式 （ 8.5) ， （ 8.6), (8.3)). 这是静定问题的一个实例. 
现在求挠曲轴的方程.使用方程 (8.4) 容易 得到： 


dx 2 
在 : r > a 时 


Jhk 一 


(8.9) 


EJ - j-r = R\(x — /), 即 EJy = ~~ 0 ，J + C 3 X + c 4* (8.9) 

在这些公式屮， Cl , C 2 , C 3 , C 4 表示积分常 M . 为了确定这些常 M ， 我们使用端点洚 s 
没有位移的 条件; 此外，在载荷所在点，我们还假设从公式 （8.8) 和 (8.9) 得到的位移 
相同并具有相同的一阶导数.于是,我们有 

y(0) = 0 ， y ( l ) = 0, y(a + 0) = y(a-0), j/(a 十 0) = j/’(a - 0 )， 


从而得到 

q = c 3 , Cj = c 4 , Cl = - y , Cj = - - a 2 ). (8.10) 

公式 （8.8) — (8.10) 给出了任意横截面内的挠度， 

它与梁的抗弯刚度成反比. f 

工程师 S 关心的是挠曲轴在支座4和 B 〜一 r 
处的偏转角匕和％,挠度 S 大 （| y | = lyLJ I>Um 

的点的坐标 a :* 和最大挠度值 i / niax . 有趣的是， 图⑶. 用于计 算出现最大饶度的位 g 
出现 ft 大挠度的横截面并非位于载荷直接作用 

处，它总是距离梁的中央很近.其实，如果载荷位于梁的中央，则 x * = 1/2 . 现在设 
a < 1/2, 则显然应当使用公式 (8.9) 来计算 z *， 这个公式在 x > a 时成立（阁 131). 



图 132. —端固定一端具有可动铰支座 
的梁的弯曲 


图 133. 在点 C 受载荷作用的梁的弯 
矩图和挠曲轴的形状 


从条件 ( dy / dx ) xz=x . = 0得 


这个值接近//2,甚至在 a — 0时 

如果载荷正好位于梁的中央，则: *：• = Z /2， 

P / 3 

yrnax = 4SEJ- 

一端固定一端具有可现在考虑左端具有其他类型支座的梁的平衡问题（图 132), 
动铰支座的梁的弯曲具体而言，假设梁的左端（横截面 >1) 固定.这时，在横截面 

A 上既不知道支反力，也不知道其作用点，所以必须在这个 
横截面上同时引人支反力/? 2 及其力矩 on . 就像前面那样，点 b 的专门支座保证了 
点 a 和点 b 的支反力没有水平分置.静力学方程给出 

Hi + H 2 = P , Pa - R l l-m = 0. (8.11) 

这些条件不足以确定未 知量出 ，尺 2 和沥.因此，我们要解决一个静不定问题. 

为计算凡， K 2 和而必须提出的附加条件是，梁轴在点>1不发生旋转（固定 
端不能转动).这个条件具有以下 形式： 

〜 = 0 或 ⑵， 0 . 

因为梁的挠度 2/(2：) 取决于材料的性质，所以如果不使用构成梁的材料的性质，就无 
法计算出 flh 和饥 

对于弯矩，我们同样有（8.6)，所以挠曲轴的方程还是前面的 （8.8) — (8.10). 
条件心= 0的形式为 

Rl |2 P 2 * ^ 

可 1 - ^ C 1 =0 






. 梁的弯曲问题中的材料力学方法 


或(利用 (8.10)) 



不难检验， a 大弯矩乃至最大法向应力出现于固定端，并且这时载荷的位盥应满足 


- 去). 

阉 133给出弯矩图和挠曲轴的形状. 


具有三个支座的梁的 
平衡问题 


再考虑一个典型的静不定问题——具有三个支座的梁在点 
x = /!+a 受到力 P 的作用时的平衡问题（图 134). 静力 
学方程这时给出 


尺1 +尺2十尺3 =尺 

Ril + R 2 l\ = P{1\ +a). 


( 8 . 12 ) 


条件 (8.12) 包括两个方程，其中有三个未知 M 尺 2 , / e .3. 

在上述情况下，用来确定挠曲轴形状的微分方程具有以下 形式： 

EJ = - R \{1 - x ), x > /i + a , 

EJ ( ^ = 一 R 2 (l - x) + P(/i +a-x), /! < x < /x + a, (8.13) 

= -Hi (/ -x) + P{h + a - x) - R 2 (h -x), x<l x . 

在求解 (8.13) 时出现六个积分常童.为了确定这些 常量和 一个支反力，例如印，我 
们有以下七个 条件： 

2 /( 0 ) = 0, y{h) = 0, 2 /(/) = 0, 
y(li + a + 0) = y(Zi + a - 0), 

y’(h + a + 0) = y\li + a — 0)， (8.14) 

y(h + 0 ) = y(li - 0 ), 

y\h + 0 ) = y\h - 0). 


使用条件 （ 8.14) 和 （ 8.12) 之后，所有支反力的值、挠曲轴的形状以及每一个横 
截面上的法向应力值就完全成为已知的. 

类似地可以求解具有 n 个支座的连续梁在任意仅引起梁发生弯曲的力系作用 
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下的平衡问题. 


§9. 弹性力学中的变分方法 

根据某些泛函的极值性质来精确地或近似地求解问题的方法称为变分方法.我 
们在这里研究里茨方法以及与之相近的布勃诺夫方法，尽管后者并非直接以变分原 
理为基础. 

我们首先引人处于平衡状态的弹性体的变分原理.设某一个 


基本变分方程的推导 


真实过程经过给定的静止状态，考虑热流方程 




deq — s dT. 


(9.1) 


这个方程对弹性体中的任何真实过程都成立，只不过它具有更一般的木质.就像§2 
中的做法那样，可以在状态空间中考虑通过给定点的一组不同的过程，对给定弹性 
体而言，这些过程起“可能位移"的作用.与此同时，如果选定外力、外部热流和其 
他一些没有被包括在方程 （9.1) 中的外部 W 素，这些“可能”过程就能够成为真实过 
程.所以，如果用 di , 表示在假想中可能实现的无穷小位移变化 D (即几何约束所允 
许的无穷小位移 变化) ，用 

〜 = 去(尝 + 

表示相应的应变张 M 变化，用 (5 F 和彡了表示自由能和温度的可能变化，则有 

pSF = p lj 66 ^ - ps ST. (9.2) 

我们來计算弹性体总自由能的变化 6 ^ = 6 J pFdr , 式中 K 是该弹性体所占区 

域. W 为对于区域 V 中的物质微元成立等式 S(pdr) = 0,所以 


6 / pFdr 


J pSF dr = J p tJ 

v v 


6 e { j dT - / ps ST dr . 


我们在下面认为，位移分 M 的变分 6 Wi ( x \ x \ x 3 ) 是半坪 M 毕窣 ® 琴. 利用这 
个假设和对称性 〆 = 0 对右侧第一个积分进行变换/ 4 . 

y> ¥ = (祭 + ^)dr = /p^dr 

V V V 

= J 6 w i) dT - J 6 w i dT = J (PnV^i d 卜 / 答 dr , (9.3) 


1》 在很多文献中，被称为虚位移，相应的应变张暈变化被称为虚应变张景.——译注 





在进行变换时采用了记号 


弹性力学中的变分方法 


p lj Uj = {p n y. 

当边界为 E 的弹性体处于平衡（静止）状态时，如果在部分边界 s p 上给定应力矢量 
p n , 在其余边界 Ew 上给定位移矢量 ti ;, 则对真实应力应变状态可以写出 

PnlE r = Pn. 答 = - 

此外， 丙为 Sw 是儿何约束所允许的位移变化，所以在^上= 0,而 （9.3) 变为 

J P tJ dr = J p ^-6 w da + J pF - 6 w dr , 

v e v 

即积分 j p lj 6 e {j dr 等于弹性体所受质 fl 力 F 和外 面力乂 的功.于是， 


.J pF dr = J p ^-6 wda J pF Sw dr - J ps ST dr . 


(9.4) 


为了得到方程 （9.4)， 我们使用了关系式 （9.2), 物质体的定义，微分形式的平衡 
方程，边界 E p 上的应力边界条件，以及边界 Ew 上的边界条件 = 0. 

反过来，根据可能的位移变化的任意性，利用变换 (9.3) 和条件 (5( pdr ) = 0 
就可以从 （9.4) 和 （9.2) 得到微分形式的平衡方程和应力的边界条件.在这个意义上 
可以说，方程 (9.4) 等价于相应平衡方程组和边界条件.如果还有通过位移表述的边 
界条件，则应额外加以考虑 D . 

弹性力学的上述结论和方程 (9.4) 不仅适用于成立胡克定律的小变形理论，而且 
适用于弹性体从初始状态发生有限变形和位移的一般理论. 

我们来单独研究没有质 M 力的情况， 


本节后面只考虑可能的等温过程. 


F = 0. 


(5T = 0 - 


可以只考虑在弹性体全部边界上满足等式 


• Slj = 0 


(9.5) 


(9.6) 


的可能的位移变化 5 ti ；， 这个条件只限制卓昂卑的可能的位移变化，弹性体内部点的 
位移变化仍然是任 意的. 如果在；上 d 士 0,则条件 (9.6) 要求 E p 上的—或者 
垂直于作用在边界上的外力的方向，或者等于零 2) .如果= 0,则条件 （9.6) 对边 
界上的可能的位移变化没有任何限制. 

1 J 例如，在里茨方法和布勃诺大方法中，在选择近似函数时就会出现这样的边界条件. 

2) 以后重要的仅仅是等式 (9.7). 满足这个等式的位移变化具有更一般的形式，例如弹性体 
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变分原理如果没有质董力，并且对能的位移变化满足条件 （9.5) 和 

[pF - Svj dr 4 - f - Sw da = 0, 


(9-7) 


则从方程 （9.4) 得 


S ^ = S pF dr = 0. 


(9.8) 


闵此，当不受质量力作用的弹性体处于平衡状态时，与满足条件 （9.5) 和 （9.7) 的所 
有其他可能位移祕+ 6扣相比，真实位移 w 使弹性体总自由能达到极值.我们指出 
并强调，即使在 S 上成立上述专门条件，弹性体平_一些部分的自由能在平衡状态 
下也不会达到极值. ' 

不难证明，如果弹性休服从胡克定律，并且在 T = 7 b = const 时对所有等温过 
程都可以认为 F 是~的正定二次型，则条件 （9.8) 变为平衡状 态下的 最小总内由 
能条件. 

其实，令 


Po F(£ 0 ., T) = \A^ kl e xi e kl + B%(T-T 0 ) + |(T-T 0 ) 2 - p 0 s Q (T-T 0 ) y 


并且 


^ 0 . 


如果在叮= 0的条件下计算 F 一十 (5 e 0 ., T ), 则有 

O 1 只 2 fp 

T ) = F (,^ T) + k 岣 + 


= ne ^ T )^-6 F ^- 1 - A ^ l 6 e ij 6 e kl . 


根据（9.8)，得 


J pF^ij + dT=1 J P F ( £ ij) dT + \ J A tjkl 6 〜 6e kl dr. 

v v v 

因为 A^ kl 6 e i3 6 e kl 是正定二次型，所以从 S 后一个等式可知 

J pF ( e ij +5 s ij ) dT > J pF ( e ij ) dr , 
v v 

即真实状态下的自由能小于其他可能状态下的自由能. 

因此，在某些确定的条件下，求解弹性体平衡问题可以化为求解使某个泛函达 
到极值的变分问题（对于等温过稈，这个泛函是总自由能). 

我们指出，如果边界 E p 上的 M 不等于零，则变分方程 (9.8) 成立所必须的条 

作刚体运动时的任何位移变化,因为外力满足乎衡条件.再如，如果在区域 v 中处处都有 F = o , 
并且在 E p 上= 0,则任何 <5 w 都满足 （9.7). 


. 弹性力学中的变分方法 


件 （9.6) 对 S p 上的可能位移变化的形式有一些限制，上的不可能是任意的. 
所以，方程 (9.8) 并非完全等价于方程（9.4)，它仅保证平衡方程成立，但不保证 
上的边界条件成立（只要这些边界条件不化为条件 P^| Ep = 0). 我们來证明，在许 
多情况下可以引人同样具有某种能量含义的另一个泛函 n 来代替$，使变分方程 
(9.4) 化为= 0的形式，并且不需要用条件 （9.6) 或 (9.7) 来限制心上的可能位 
移变化 d ' w . 这样一来，方程 OT = 0就完全等价于平衡方程组和应力的边界条件.例 
如，可以采用以下方法引入泛函 n . 设 Vb 是弹性体在初始时刻所占区域，在该区域 
的部分边界 Eg 上给定了外应力，武：是换算到变形前单位面积表面的外面力密度， 
p ^ da 0 = p ^ da . 我们把方程 （9.4) 中的积分变换为对初始拉格朗日坐标的积分， 

J p\\ - Sw da 4 J pF-Swdr = J - Sw do 1 ,, + J p 0 F - Sw dr 0 . 

i： P v KJ Vo 

我们如果约定，在考虑位移的变分时外力 F 和0纟不变，则 

J Pn*^d(7 0 -f J f> 0 F.6w&r 0 = 6( j p^-wda 0 + J p 0 F wdT 0 ) 

EJ Vo Vo ’ 


= il p ^ 


Sw da pF wdr ]. 


所以，如果只考虑等温过程中的可能位移变化，就可以把变分方程 （9.4) 改写为 



pF &r - j p^ wda - J pF-w dr)= 


(9.9) 


<5n = o, 


式中 


II = J pF dr — J pj*, wda — J pF • w d -： 


只要在边界 5： P 上给出变形前单位面积表面的应力，就可以实际使用变分原理 
(9.9). 在许多实际问题中，边界条件正好就是这样给出的.在弹性力学的线性理论中 
只考虑相对位移很小的情况，这时与武之间的差别小到可以忽略，所以在变形 
后的弹性体边界上给出真实应力等价于给出变形前单位面积表面上的应力. 

我们指出， （9.9) 和一些类似的变分原理不仅适用于平衡问题，而且适用于运动 
问题，这时应让质量力 F 包括- ma 这一项（见第一卷附录二). 

_ . 求解弹性体平衡问题的里茨方法是基于变分原理 (9.8) 或者在更一般的 

表述下直接基于方程 （9.4) 发展起来的一种方法,其内容如下.为了求出 
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位移，我们把它表示为有限或无限级数的形式： 

N 

ti ; = w ; 0 + D s i （9.10) 

5-1 

式中 w Q ， 祕⑷是事先给定的坐标的函数（例如多 项式) ，〜是暂时未知的常 a . 函数 
本身不一定满足平衡方程，也不一定与应力的边界条件有关，但在选择这些 
函 数时，应当让它们满足位移的边界条件（如 果有 这样的条件的话).例如，可以选择 
这样的函数 ti ； Q ， 使它们在弹性体表面上等于 

w 0 = ii > b> = 0. 

如果位移是由公式 （9.10) 给出的，就 可以计 算与之相应的应变张 ft 的分 M 和泛函 n ， 
前者在相对位移很小的情况下是常 M 的线性函数，后者在成立胡克定律的情况下 
是~的二次多项式. 

考虑位移变化的以下 形式： 

Sw = ^2 切 ⑷石 a »、 (911) 

S 

这是从 （9.10) 对〜 进行变分运箅后得到的.对于等温过程，应当成立等式 

= 0， 

并且 n 敁然已经不依赖于坐标，它是〜的二次多项式,其中的系数是已知的.所以， 
II 的极值条件 

石-= 0，5=1, 2, ••• , N % (9.12) 

珐一组线性方程， rf 丨此即可求出 a .,. 用这种方法可以求出函数祕，并且如果(5切具 
有 (9.11) 的形式，则与其他函数“相比，位移切让泛函 n 取得极 m . 

假如变分 ( hi ； 完全仟意（满足需要的边界条件)，这样得到的解就是精确解， W 为 
变分原理 (9.9) 完全等价于平衡方程组和应力的边界条件.在上述条件下，极值条件 
仅对某种 (5 ti ; 成立，所以我们得到近似解.然而，如果函数组切⑷是完备的，即如果 
在给定的一类函数中，任何一个函数一例如任何 Jtx ; ——都能够以任意精确度表 
示为该函数组的线性组合，那么，只要在 （9.10) 中选取足够多项，一般就可以得到非 
常接近精确解的结果. 

对任何 7 V 求解方程组 (9.12), 然后在 N ^ oo 时取极限，这样就可以得到精确 
解.这个问题不仅与函数组 ti ；% 的完备性有关，与级数 (9.10) 的收敛性也有关系. 

^端受扭矩作用时的扭转问题（图 I %). 就像前面那样（见§ 7)， 
我们认为没有质量力 ， r = 7 b , 并且位移满足公式 


= - oizy , w 2 = azx , w 3 = a /( x , y ). 


. 弹性力学中的变分方法 


于是，无论函数 /(A y ) 如何,应变张量和应力 
张 M 只有以下非零分 tt : 


勺1 〜 (-1/+ 砮)， 



P31 = Pl3 = 2 ^13» ^ 

P32 = P23 = 2 /^23 - 

这时还认为，杆是由服从胡克定律的各向同性图 m 确 SI 截而杆扭转问题中的 i 己号 
材料制成的.对丁•笮位体积的自由能，我们得到 


f>F = 




[(IHMiHT 


所以，总自由能可以表示为以下 形式: 


pFdT = h^.J (砮一 y ) +(g + x ) 如， (9.13) 

V 


式中 E 是杆的横截面. 

考虑以 F 形式的微小位移变化 


Sw v = 0, 6w 2 = 0, 6w 3 = aSf ( x y y ). 


它们满足条件 (9.6), 闪为在侧而上按照条件有 


在两端冇 


Pn =0, 


p n - 6w = 0 


(矢量 Pn = p 3 域于: ry 平而，而如；只有2轴上的分墩不等于零).所以，对于所有 
这样的位移变化,应当成立等式 

6 [ pF dr = 0, 




(9.14) 


我们注意到，这时在杆侧面上对任何位移变化都成立条件（9.6)，所以从变 
分方程 （9.14) 既可以得到平衡方程，也可以得到侧面上的边界条件.其实，容易证明， 
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如果变分是任意的，从 (9.14) 就可以得到，/在 E 的内部满足方程 △/ = 0 ( 变 
分学中的欧拉方程)，在杆的侧面上满足边界条件 

砮 = 去去( 12+?/2 )， 

而这个结果就是已经在§7中提出的计算扭转函数的问题.下面用里茨方法求出扭 
转函数 y ). 为此，令/的形式为 


/ = Axy t 


式中 Z 是某个常 fl ， 即令 


切 0 = 0, 


(闪为在所研究的问题中没有给出边界上的位移，所以可以任意选取函数叫,， w^y 
对于杆的总自由能，从 （9.13) 有 

l> V + (/4 + l) 2 x 2 ] da=^^[(A-l) 2 fe 2 + (A + 1 )V) = ^A), 


W 为区域 2： 足:椭岡 




从变分原理^ = 0得到方程 

||=0, B[l (/l-l)6 2 + (>4 + l)a 2 =0, 

从而 

a 2 _6 2 


A = - 


a 2 + 6 2 


因此， 


a 2 -6 2 


有趣的是，这个解是椭圆杆扭转问题的楮确解（见 §7). W 为对函数 ti ； (a) 的选 
取很成功，所以在级数 (9.10) 中仅有一项即给出精确解. 

采用类似方法 ( w ^ 是多项式）可以得到矩形和三角形截面杆扭转问题以及其 
他一些问题的近似解. 

—1 + + + + 现在简述布勃诺夫方法 1 这种力•法与研究形如 （9.8) 的某个泛函 


布勃诺夫方法 

些问题 2 ). 


的极值问题没有直接的关系，并且能够应用于涉及不可逆现象的一 


这种方法在文献中还被称为布勃诺夫一伽辽金方法. 

2) 在存在不可逆效应时一般没有形如 （9.8) 的完整变分原理. 
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设需要在确定的边界条 i 牛下求解某些微分方程，例如黏性流体或弹性体的运动 
方程.用位移表示的运动方程可以写为以下 形式： 

L ( ti ;) = 0, (9.15) 

式中 L 是某个算子.例如，对于服从胡克定律的各向同性弹性体，我们在等温平衡的 
情况下有线性拉梅方程 

t ( w ) = (A + //) graddiv w 4 - fiAtv - I - pF = 0. 

就像里茨方法那样，我们寻找以下形式 的解： 

N 

= ⑷， (9.16) 

式中 II ；⑷是某一组完备的己知 函数. 我们进二步假设，通过对函数的选择，边 
界条件事先就能够得到满足.把公式 (9.16) 代人方程（9.15)，然后用每一个函数切⑷ 
去乘所得结果，冉对所研究的弹性体所占 K 域 V 进行积分，我们得到以下方 程组： 

J L ( w ) - w (9) dr = 0, 8=1、…、 N . (9.17) 

v 

W 为 L(ti；) 现在是坐标 的已知 函数，并且（在胡克定律成立时）是的线性函数，所 
以 (9.17) 是用来汁» 的代数方程组，利用该方程组的可解条件还能够确定某些 
参 M . 现在，我们来确定满足方程组 （9.17) 的 a ,. 

—个问 题是： 为什么从 （9.16) 和 (9.17) 得到的闲数 ti ; 就是问题的近似解？显 
然，如果切⑷是-组完备的闲数，则无论亊先给定何种精度，只要函数的数目 
足够大，从方程组 （9.17) 就可以得到 L ( u ;) = 0. 因此，利用这种方法可以得到接近精 
确解的结果. 

为了利用这种方法在 W — oo 时得到精确解，研究关于级数 (9.16) 的收敛性、 
把该级数代人 （9.15) 的合理性以及包含无穷多个方程的方程组 （9.17) 的可解性等数 
学问题具有重要的意义. 

布勃诺夫方法还能够被应用于弹性力学的一些动力学问题，这时= 知⑴ .在 
这种情况下，如果积分是对空间区域 V 进行的， (9.17) 就是以时间《为独立 ft 变量 
的常微分方程组. 

如果使用在本质上等价于布勃诺大方法的一种近似方法，并且在弹性体所占区 
域内仅对部分独立变最进行积分，就能够降低独立自变 fi 的数口，从而显著简化数 
学问题.在实际应用中，类似的简化方法经常用于杆、板、壳的理论和水力学等领域. 

用整体介质的动 M 方程、动量矩方程和能量方程等积分关系式来代替微分方程, 
以便近似地给出运动和状态特征量的分布规律，这从本质上讲就是布勃诺夫方法的 
一种特殊应用方式. 
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§10. 各向同性弹性体中的弹性波 


现在研究小扰动在弹性体中的传播.在相对位移很小的情况下，如果温度保持 
不变 （: T = 710,则拉梅方程具有以下 形式： 


汾 w 


= (A + / x ) grad div w + + pF . (10.1) 

at 1 

弹性波传播过程可以在运动状态下，弹性体的温度一般不会保持 不变. 温度不但 
视为绝热过程 随时间变化，而且在弹性体所占空间中的不同点也各不相同. 

所以，弹性力学方程组在-般情况下极其复杂.然而，因为弹 
性体内部的热传导是一种缓慢的过程，所以小扰动在弹性体内部快速传播的过程通 
常可以认为是绝热的.就像小扰动在气体中传播的情况那样，利用弹性体绝热运动 
假设能够得到温度与应变张 S 之间的一个简单的关系式，此关系式与通过位移表示 
的动量方程一起组成封闭方程组. 

^ ( d ^> = 0), 娜性力学巾隨有辦抓为是可逆 
+ 的 (Tds = dq ^) t 所以弹性力学中的绝热过程是等熵过程， 

5 = const . 对于弹性体的熵（见§2)，我们有 


m. • 


( 10 . 2 ) 


假设温度的变化 : T -几与 7 b 相比很小，则在小变形的情况下可以把各向同性弹性 
体自由能 F 的表达式写为以下形式（见 (2.27)): 


F =去疗(〜）+ ^ /2 (〜)- 7 (3A + 2fi)a{T " ro)/l( 


-s 0 (T-T 0 )-—(T-T 0 ) 2 + Fo, (10.3) 

式中 s Q , A ，/ i , c 和凡是某些常 ft ， 不计（: T - 7 b ) 3 阶和更高阶的项. 

把 (10.3) 代人 (10.2), 得 

^^ a/i (〜)+ 外 + ^(T-r 0 ). (10.4) 

在等熵过程中（在弹性力学的绝热过程中),令 s =外= const , 我们有与的以 
下关 系式： 


T - To = - 


(3 A + 2 u ) qTq 




(10.5) 


这类似于完全气体的绝热关系式 
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公式 (10.3) 中的系数 C 可以解释为定应变热容.其实，在弹性力学中有 


Tds = dq^ e \ 


所以利用 （10.4) 得 


(^1 一 =T °d = 


对于绝热过程，根据 （2.28) 和 (10.5) 可以把胡克定律改写为 
Pij =入 + ( 3A + 2 垆 ii = 入+ 2 供、 


式中引入了记号 


(3 A + 2 h ) 2 q 2 T 0 


显然，绝热过程的拉梅方程在形式上与等温过程的拉梅方程 (10.1) 相同，只要 
把其中的 A 理解为 Ay . 为便于书写，我们在下面将把 Ay 写为 A 并使用通常形式 
的拉梅方程 (10.1). 该方程不仅适用于弹性体中的等温过程,在 A = 时也适用于 
绝热过程. 

现在考虑无界各向同性弹性体中的平面弹性波，这时位移切只依赖于 
时间 t 和一个笛卡儿坐标，例如1为简单起见，我们假设没 有质贵 
JJ 1 K 于是，从 (10.1) 可知，位移矢设切的分 fi 满足以下 方程： 

d 2 w x _ 1 d 2 w 1 


( 10 . 6 ) 


式中 


d 2 w 2 1 d 2 w 2 ^ 2 ti ； 3 _ 1 d 2 w 3 
dx 2 a \ dt 2 dx 2 a \ dt 2 


fT 


(10.7) 



方程 （10.6) 和 (10.7) 是通常的波动方程，最七和 a 2 是扰动的传播速度（见第八章 
§17). 可以看出，位移分 fl %的扰动传播速度不同于位移分量 ti ; 2 和的扰动传 
播速度.因此，平面弹性波是两种独立的波.其中，位移 （ wj 方向与波本身的传播方 
向一致的波称为纵波，其波速为《 1; 在另一种波中，位移 （ ti / = %：/ + w 3 k ) 垂直于 
波的传播方向，这样的波称为横波，其波速为 a 2 . 因此，在弹性体中有两种声速.在 
拉梅系数 M 等于零时， a 2 = 0,即横波不能在没有切向应力的弹性介质中传播.对于 


^如果给定的质董力 F 与时间无关,这个假设就尤关紧要，因为拉梅方程是线性的，可以仅对 
附加位移 ％ upp 做出下述结论.这里的附加位移被定义为 t^ upp = 式中 w stat 表示弹 
性体 W 为受到外质量力 F 和表面上的静力学外栽荷的作用而形成的静力学位移，或者表示由弹性 
体边界上给定的静力学位移引起的静力学位移. 
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空气， a , = 330 m / s , a 2 = 0,对于铁 . 〜= 7000 m / s , a 2 = 3200 m / s . 有时可以利用这 
两个声速之比 _ / _ 

^ = (108) 
式屮 a 是相应的泊松比.我们指出， aja 2 不依赖于弹性体的密度 p 和相应的杨氏 
模量 K . 

横波不引起弹性介质微元的体积变化,因为这时叫= 0,而 u ; 2 和与2/，2无 
关，从而 div id = 0. 不过，容易验证，在横波中 rotir /0, 所以横波引起介质微元的 
“旋转”.相反，纵波引起介质微元的体积变化 ( divti ； = dwJdx ^ O ), 但不引起“旋 
转 " (rotw = 0). 

_在无界空间中传播的任意的弹性波（非平面波 情况） 也可以分解 
胃倾种独立的波为此，我们首先指出，质撤力就像任何其 他矢贵 
那样可以表示为有势矢 M 与无源矢 ffl 之和（见第八章§26)，即 


并且可以不失一般性地认为 


F = grad 少 + rot 屮， 


div 屯= 0. 


(10.9) 


我们进一步假设，我们将在整个空间中寻找拉梅方程 (10.1) 的以下形式的连续可微 
的解: 

w = grad + rot tp , (10.10) 

式中 p 是位移切的标量势，矽是其矢贵势 （ div 矽= 0) .把 （10.9) 和 (10.10) 代人方 
程（10.1)，得（在 p = const 时） 


grad (A + 2/ i ) A ^4- 




+ rot + p 屯 


d 2 xi>\ 

p ~ d ^ 

« 


( 10 . 11 ) 


在此方程两侧取散度，得 


A (A 4- + 


-卷] 


这表明，连续函数 （A + 2 M ) A ^ + p 4> - pd ^/ dt 2 是全部空间中的调和函数，从而或者 
是常量，或者是时间的某个函数 /(<)• 不失一般性，可以认为函数/⑷等于零，因为 
可以引人标量势 




来代替标量势 A 于是，为了确定标量势 A 我们得到方程 

1 d 2 if 1 


( 10 . 12 ) 


L 各向同性弹性体中的弹性波 


类似地，在方程 (10.11) 两侧取旋度，得 

rot rot fiAtp + p 少一 
按照矢 tt 分析公式（见第八章 §26) 


4 ?卜. 


如果 A 是无源矢量，则 


rot rot A = grad div A — 


rot rot A =— 


因此，在上述条件下,连续矢 fl + p 屯- pd 2 ^/ dt 2 是整个空间中的调和矢贵，而 

这就表明，位移的矢 M 势4在整个空间中满足方程 


1 S 2 ^ 


(10.13) 


显然，如果$和4是方程 （10.12) 和 (10.13) 的任意的解，公式 （10.10) 就给出 
拉梅方程 (10.1) 的解. 

方程 (10.12) 是通常的非齐次波动方程，所以，位移如中与标 tt 势^相对应的 
那一部分以波速 fll 在空间中传播.以波速&传播的波引起介质的体积变化，这 
是无旋的压缩波或膨胀波. 

方程 (10.13) 也是非齐次波动方程，它表明，位移 ti ； 中与矢 S 势4相对应的那 
一部分 以波速 a 2 在空间中传播.这样的波是有旋的，被称为剪切波或畸变波，它 
不引起介质微元的体积变化.在地震时可以观测到剪切波和膨胀波，并且根据观测 
站所记录的相应扰动波到达时间之差就能够以很高的精度判断从观测站到震中 
的距离 L ， 因为 

At = l ( -—— -V 

\ a 2 aij 

平面问题中的波动方我们把上述一般方法应用于；平面上的平面 问题. 这时，质 
程 fi 力分量尺和位移分量等于零，全部运动与坐标2无 

关，一般公式 （10.9) 和 （10.10) 在笛卡儿坐标轴上的投影可 
以通过 z 和 y 的两个标量函数写为更简单的形式. 

对于外质量力 F 和位移 ti ;, 我们分别有 


容易看出，对于给定的矢量场 F 和 t /;， 函数宄①和 a t /; 是相应泊松方程的解，因 
为通过微分运算和加减运算即可从 （10.14) 或 (10.15) 得到这些函数的泊松方程. 


Ifs.cg 

I I 

II II 

F y 叫 

+ + 
gl ax 知|加 
= = 
Fx i 



第九章弹性力学 


类似于方程 （10.12) 和（10.13)，平面问题中的拉梅方程 (10.1) 化为 p 和 tp 的两 
个一般非齐次的标量波动 方程： 


av 1 av 1 , 

㉘ 冬 ^± — L^± 一 S 

dx 1 dy 1 a\ dt 2 "" a\ ' 


(10.16) 


(10.17) 


W 此，弹性波在充满无界三维空间的各向同性介质中传播的问题在平面波的情 
况下也归结为求解两个特殊形式的波动方程.由此可以看出，在充满无界空间的均质 
各向同性弹性介质中，任何小扰动都可以利用膨胀波与剪切波的叠加表示出来.如 
果介质不是均质的，或者卩(据有界空间，就可能出现其他一些类型的波，例如在介质 
边界附近传播的波.我们将在 F 面研究这种类型的波. 

. 利用波动方程（10.12)， （10.13) 或（10.16)， (10.17) 的边值问 

^ 还可以解决弹性振动在有界空间中传_ 问亂 mra 
为谲要考虑边界条件， 所以把弹性波分解为_波和膨胀波 
的问题变得比较复杂.边界条件能够把不同种类的弹性波联 
系起来，边界的存在能够造成波的相互作用和分离. 

a 简单类型的边界条件是：弹性体边界上的位移 m 或应力 Pt , 等于零（分别对 
应弹性体边界间定或边界上不受载荷的情况). 

如果在有界空间中确定弹性波的问题以求解波动方程 （10.16) 和 (10.17) 的方式 
提出，就必须通过势函数 ip 和 tp 写出边界条件. 

弹性波在有界空间中传播的一般问题相当复杂.我们以/平面上的一个平面 
问题为例来研究相关的提法.设弹性介质占据整个上半空间 J / > 0,其边界2/ = 0不 
受应力作用，我们来研究弹性波的传播.边界条件（在 y = 0时 p „ = 0) 的形式为 


Pnl = 一 ; 


0» Pn2 = _J> 22 = 0 ， Pn 3 = -】 


如果应用胡克定律、小变形情况下通过 tl ； 的表达式和把位移 W 的分馕通过势 
函数 A 0表示出来的公式 (10.15), 就容易证明第三个条件自动成立，时前两个条件 
化为以下 形式： 




dxdy 


d 2 rl ) 

W 


-尝 L =o . 


(10.18) 


为了得到方程 （10.16) 和 (10.17) 的具体的解，除了边界条件 (10.18), 还必须使用关 
于解在 y — oo 和: c — 士 oo 时的行为的一些附加条件，一般而言还必须使用初始条 
件.还可以研究驻波或行波等运动. 



. 各向同性弹性体中的弹性波 


瑞利表面波我们来 证明 ，在1:述问题的解中存在表面 波解. 为此，我们在没有质量: 

力的条件下考虑向: T 轴方向传播的平面正弦行波，其频率为0；，波数 
为 fc ， 振幅与2/有关，即假设 

P = e 咖〜 0/ (y) ， ^ = e 咖一⑷ p ( y )， （10.19) 


并寻找波动方程 （10.16) 和 （10.17) (此时<!>和巾等于零）的这样一些解，它们在远 
离边界面时（即在2/ — oo 时）趋于零.把 (10.19) 代人 （10.16) 和（10.17)，我们得到 
函数/(2/)和 .9(2/) 的以下方程： 



^ U / = o , 

^ - ( A : 2 - kl)g = 0, 

(10.20) 

式屮 

k ' = +、 
a \ 

^2 =—. 

(10.21) 


a 2 


根据 2 / —* c 

o 时的条件，必须要求 




k 2 - k \> 0, 

k 2 - k \> 0, 

(10.22) 


否则/和9是2/的周期闲数，无法满足 y 
从条件 (10.22) 可知，表面波的波速 


时的条件，也就无法得到表面波, 




应当小于膨胀波或横波的波速 a 2 (< fll ). 
如果引入记号 


A : 2 — W = r 2 ， k 2 - k ] = s 2 ， 


(10.23) 


就吋以把方程 (10.20) 的通解写为以下 形式： 

/ = Ae~ rv + A,e ry , g = Be~ 9V + B,e 5y , 

式中 >4, A, B ， 历 是常 fit M 然，必须令山 = 0, = 0, 否则弹性介质中的扰动在 

y — » oo 时将增加.对 v? 和少得到以下表达式： 

ip = (10.24) 

现在考虑 y = 0 时的边界 条件. 对于解（10.24)，它们化为>1和 B 的两个齐次方程 

a \ r 2 A — (af - 2a \) Ak 2 + 2ia!Z?fcs = 0 ， 

—2L4itr + (5 2 +Ar 2 )F = 0. 
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把 r 和 s 的表达式 (10.23) 代人其中，得 

A ^2 k 2 - 奢?) +2\ Bky / k ^- k ^ = 0, 

一 2 \ AkyJk 2 - kf + B (2 k 2 - kl ) = 0. 


(10.25) 


这些方程的相容条件是其行列式等于零，山此给出方程 



(2 k 2 - A ^) = Ak 2 y / k 2 - k ^ vA 2 — 蛛 


利用记号 （10.21) 和 
可以把以上方程的形式写为 



( 2 沪- 4) -祕 V 沪-备 〆 忐 =o . 


(10.26) 


方程 （10.26) 是存在表面波的条件，由此可以计算这样的波的波速 c = 1/0.这 
个方程称为瑞利方程.瑞利证明了弹性体表面波的存在. 

我们来化南， 对 给定的 fll 和 a 2 , 瑞利方程 （10.26) 具有唯一的正的实数根，它 
满足条件 C < a 2; 换言之,对于拉梅系数 A 和 / i 是常》的任何各向同性弹性介质，上 
述类型的表面波存在于介质所占半空间的边界附近，并且这些波的波速唯一地取决 
于拉梅系数 A 和/ z . 

其实，瑞利方程 (10.26) 的左侧在0 = l / a 2 时为正，在 0 — 00 时为负，因为在无 
穷远点的邻域把它展开为幂级数时，第一项等于 26 2 ^ - -1). 由此直接可知，该 

方程具有实数根.这个根是唯一的，因为瑞利方程左侧 A 导数 2 在区间 l / a 2 <^<oo 
上小于零.其实，该导数等于 
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其中第一项是负的，因为 


(4) 



第二项也是负的，因为沪 - 1/4与炉 - 1/4的算术平均值总是大于它们的几何平 
均值，即 _ _ 

( 2 沪 - V 去 ) 〉 v / ^ rr 5 - 

表面波的波速现在给出相关计算结果，从中可以看出，表面波波速 C 接近丁•剪切 
波（横波）波速 a 2 . 对瑞利方程 (10.26) 作一些简单变换，得 




(10.27) 


如果引人比值 


$=— 


—^ 一- — = ■- … ， 
a 2 ka 2 0 a 2 


就可以把方程 (10.27) 改写为 




(10.28) 


由此可知，比值 { 只取决于比值 a 2 / a u 而后者对每一种给定的弹性介质而言是固定 
不变的.根据（10.8)， 


I 1-2(7 

= V 2(T^)* 


所以 { 只取决于弹性介质的相应泊松比.对于所有 
已知材料，泊松比 (7 的变化范围是从0到1/2,所 
以比值 a 2 / a x 的变化范围是从 1/ W 到0,而方程 
(10.28) 的根€的变化范围是从 0.874 到 0.955 .图 
136给出了《对 cr 的函数图像1 

显然，弹性波的波速 a 2 和 C 与波长或振动 
频率无关，所以弹性介质中的弹性波不发生色散. 

现在计算瑞利表面波的势函数 


图 136. 瑞利表面波波速与横波 
波速之比对泊松比的依赖关系 


表面波中的位移公式 


(10.24) 所对应的位移矢量 w 的分量.根据 （10.15) 和 (10.24). 


我们有 


叫 = 尝 + 每 = (iAke^ - 价 

W2 = %~% = -(^ re " rV + iBke- ay )e Kkx - ut) . 


这里认为，在绝热过程中 
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根据（10.25)，常 M .4 与 B 的比值可以通过€表示为 


^ _ 21^1^2 _ ; 


= - i 6, 


_ 

一 2 + f —. 


(10.29) 


D 2 +f ’ 2 +e 

对于给定的材料，这个比值是固定不变的.利用 （10.29) 就可以得到表面波中的位移 
分 ft 的表 达式： 

叫 = B(bker r y - se- 9V )e^ kx - ut \ 
w 2 = \ B ( bre~ rv - ke - 3V ) e ^ kx ^ l \ 

其中的 r •和 .s 可以通过 fc， 七， a 2 和 u; 表示出来，并且在弹性介质和频率 u； 给定时， 
k 口 T 以通过表面波波速 c 或撤$唯一地确定下来. 

对于充满半空间的弹性介质，我们已经完整地构造出在自由表面附近向 a: 轴正 
方向传播的表面波的解，它 A 有任意频率 W 和振幅 /?. 向 o: 轴负方向传播的表面波 
的类似的解同样存在. 

面犯 v = G 多达的地施够观察到介质微元的■移动？为此，显 
1 然只要考虑因子 e •〜和 e - a 在|2/|增加时如何减小即可.通 

常把波的振幅哀减到 1/ e 倍的深度仏称为穿透深度.对于与介质微元的膨胀有关的 
那-部分位移，我们有 y lrxp =\/ r ， 对于与介质微元的扭曲有关的那一部分位移，我 
们有 2/ tdi.tor = 1/5- 于是， 

111 1 A 


cxp r - k\ 、 y/k 2 - (J 2 7a.i ky/1 - c 2 /af 2^y/l^a[/ai 

式中 A 是膨胀波波 K， 

1 _I_1 _ _I__ 入 

Vx di8tor = 7 = = ksj\^^lai = ky/r^ = 27r v /l-{2 , 

式中 A 是剪切波波长，并且根据边界条件，剪切波波长等于膨胀波波长.在 a = 1/2 
吋，我们得到 

A ~ Av/l0 

2^1 cxp 一 2苁， I^ldiator 〜一一 • 

由此可知，穿透深度仅仅是波长 A 的一部分，表面波的不同组成部分具有不同的穿 
透深度. 

二维表面波的相应位移是发生地震时能够被观测到的各地层位移的主要部分, 
闪为来自震中的膨胀波（纵波）和剪切波（横波）在地球内部传播时袅减较多.发生 
地震时，最先到达观测地点的是纵波，然后是横波，再稍后到达的才是表面波. 


第十章塑性力学 


§1. 弹性体模型无法描述的某些固体变形现象 


各向同性介质线性弹性力学模3?、各向异性晶体模型等经典模型远远无法描述 


固体变形的所有现象. 

为了估计一些结构的强度，为了解决许多茁要的实际问题，仅有弹性力学的结果 
和方法一般是不够的.实际工程经常要求能够考虑固体的一些非经典的力学和热学 
性质，它们与非线性弹性、电磁场效应和变形过程的热力学不可逆性有关，此外还需 
要研究塑性、蠕变、弛像、疲劳等现象.因此，必须引人连续介质的其他一些理论模 
型才能考虑和描述类似的现象. 


当前，建立新的复杂的可变形体模型的问题是实验研究和理论研究共同关注的 


对象. 


金厲的典型单轴拉伸 
压缩图 


我们非常简短地描述一下固体变形时出现的最有代表性的一些非弹性效应. 

图137给出两端受到外力作用的圆柱形软钢试件的单轴拉伸 
压缩图.其他金属试件的拉伸压缩图具有类似的特点.选取 
试件轴线为 o ： 轴.在图137中，横坐标是沿试件轴线的相对 
伸长因数，即应变张量的分量 e u , 纵坐标是试件横截面上的法向应力值，即应力张 
量的分量 p u . 

曲线的 A , OA 段接近于直线 


Pn = Ee Ul (1.1) 

它代表可逆变形，即无论加载 (| p u | 增加）还是卸载 (| p n | 减小)，图中表示试件状态 
的点都沿同一段直线移动.这时，变形通常极小（对于软钢， e n < 0.3%). ^ 
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性公式 （1.1) 的适用区间的端点称为相应的应力 PuM ) 和 Pn (^ l ) 称为 
比例极限应力.于是，与胡克定律相对线的段，即应力 p u 小于 Pn ㈤ 
并且大于 Pll Mi ) 的部分，这是线性弹性阶段. 

出外部 拉伸载荷进一步增加 V , kk’A '之后出现/尽这时 Pll 
与之间有可毕的非线性函数 关系. 在这一阶段，变治很小 （ e u < 1%)•无 
论加载还是卸表示试件状态的点都沿同一条曲线(和 A . D ,) 移动.所以，在 
PnM )< P 11 < P U ( B ) 时，试件仍然表现为弹性体，但应力与应变的关系 卒够* f ± 
是非线性的.动力学非线性的概念是对儿何上的小变形提出的，这时还岢 
么式通过位移矢量的分 M 来计算应变张量的分 E . 


若外部载荷继续增加，使 Pll > p n ( B ) y 就会出现不可逆的塑性效应.如果加载 
过程通过点 D 后到达点 C 7, 然后卸载，则表示状态的点将不再沿曲线 CBAO 返回， 
而是沿另一条曲线 （70 移动.曲线 CD 通常接近于直线，其斜率一般与直线0乂的 
斜率基本相同.卸载至点 D 后，如 果重新 加载，则表示状态的点将大致沿同一条曲 
线/ X 7 移动，并且如果在到达点 C 后继续加载，表示状态的点将沿基木曲线 0 X (7 


移动.如果在点 B 之后完全卸除外部载荷并达到 Pll = 0的状态，则在这种状态下， 
应变并不等于零，这就是所谓的 琿命疼 $或¥哮哮擎七.例如，可以把点 D 的 

▲变 : 看&^‘应变与狎性应变 A 之和: 

£ n =^ii+^u» 

并且经常可以认为 

Pn(^u) 



e n = 




如果 直线/ X 7 与最初那一段直线 04 具有 


阁137.金 M (软钢)的典型申•轴拉伸 iii 缩图相同的斜率，则五= 

按照定义，当外部载荷达到确定的极限 


后出现残余应变的现象是塑性的基本性质.出现残余应变后，函数 Pll = f(e n ) 在加 

载和卸载过程中具有不同的形式.应当指出，在实验中，只有在卸载完成之后才能够 

发现塑性应变.塑性性质是从点 B 开始出现的，应力值 p n ( B ) 称为弹性极限或屈服 

. 

我们指出，如果一种材料处于塑性状态，例如点 C 的状态，则在先卸载后加载 
的过程中，只要 0 < Pu < Pll ((7)， 该材料就表现为弹性体（加载和卸载过程沿同一 
条曲线 C 7 V 进行).因此可以说，原始材料经过上述塑性变形后成为一种新的材料， 
点 C 对于新材料起着弹性极限的作用.对许多材料而言，至少在一部分曲线上成立 
Pn ( C )> Pn ( B ) } 这部分曲线称为举年阶辱.利用.朗性变形提高材料弹性极限称为 
强化或硬化.只要对材料进行 强化. 在某些材料的拉伸压 
缩图上存在一段水平线，称为®®阶 g . 材料在这一阶段发生变形时不发生强化.当 




. 弹性体模型无法描述的某些固体变形现象 


外部载荷增加到 Pu ( G ) 时，材料遭到破坏.拉伸载荷 Pn ( G ) 称为拉伸的睜 

比例极限和弹性极限的概念，塑性变形和强化等现象既适用于材料的申，‘适 
用于材料的压缩.若弹性应变很小，拉伸压缩图一般是对称的， Pn (^ n ) = 

但也有一些介质不辱 fS # 吵邛 f 毕， 例如岩 石. 

对 A ☆料，相应弹性极限对应图 137 中的 点氏. 如果 
把试件先拉伸到状态 C ， 再卸载并进行反向加载.则相应弹性变形对 
应曲线的 cdnd 2 g , 压缩的弹性极限为 b 2 . —般而言， Pll 在点氏和 b 2 的极限 
值不同.若材料被预先拉伸到弹性极限以外，则其压缩的弹性极限也发生变化，这种 
现象称力包辛格效应.超出弹性极限的变形导致材料在反向加载时的应力应变曲线 
的特性发生变化. 

姻 W 忡庙 你赖干 廿料对于拉伸或者压缩，曲线 Pll = /(^ l ) 的定 S 特征强烈依赖 

抑料的物理 本质然 而，塑性性质的上述定性特征对于许 
y 多金 属是典 型的.其他形式的一些载荷与变形，例如纯剪切 

变形，也满足这些特征. 

举例来说，当圆柱形管发生扭转 p,2 ^ / 

时，每一个微元都处于纯剪切状态，切 / 

向应力与表征旋转角的应变张 S 分 ffl II I 

之间的关系也可以由类似于图137的 ~/ ' ~1 ^ 

应力应变曲线表示出来（阁 138), K / 

定性特点是一致的. 1 1 

某些材料，例如黏土,在流体静力 (a， (b> 

学压强的 H {缩作用下发生变形，这时图 138. 金属的典型“应力 应变” 曲 线:⑷ 纯剪切, 
压强 p 与体积 外:缩 W 数 ^- div ., ^ &个方向上均有流体静力学压强作用时的拉伸 

之间也冇类似的关系.然而必须指出， 

金屈在极岛（位级达1() 5 atm 以上）的流体静力学压强作用下仍然表现为弹性体.所 
以，对于在各个方向上都受到流体静力学压强作用的金属，弹性力学定律实际上在 
压强无限大时仍然成立，这样就可以认为， 金属 在流体静力学压强的压缩作用下不 
会出现塑性变形. 

因此， 塑性性质既依赖于材料的性质，也依赖于应力状态的类型. 

i-SSJ SS 的压缩等问题时，根据典型的实验曲线 （ 图 I 37 , _提出了 

二 •些概念.为了建立塑性力学，应解决以下三个问 题：一 、把 

弹性极限的概念推广到任意应力状态的 情况； 二、在一般情况下引入加载和卸载的 
概念； 5、建立残余应变（塑性应变）的增长定律，即在内应力按照任何可能方式变 
化时建立能够确定残余应变的关系式.因此，必须把研究上述典型实验曲线时提出 
的那些概念推广到任意变形的情况. 


图 138. 金《的典型“应力应变"曲线 ：⑷纯 剪切, 
( b ) 各个方向上均有流体静力学压强作用时的拉伸 
或压缩 




m 139. 理想弹铟性材料的单轴拉伸压缩图 图 140. 理想刚塑性材料的弟轴拉伸压缩图 


理想弹塑性材料.理我们列出塑性介质模型的两种基本类型. 

想刚塑性材料•线性 1. 理想弹塑性模型和理想刚塑性模型，其中不考虑强化 

和包辛格效应.普朗特曾经对个别简单变形提出理想应力应 
变曲线，例如如图139所示的理想单轴拉伸图，上述理想模型就是在此基础上向任 
意变形推广的结果. 

阁139给出理想弹塑性介质的单轴拉伸压缩图.如果拉伸应力小于某个常 fl Po , 
压缩应力大于某个常 a 说，材料就表现为弹 性体； 经常可以认为 P(J = - pi . 

在阉140中，弹性变形完全不予考虑（可以解释为弹性应变远小于可能的塑性 
应变). 3应力的绝对值小于某个常 tt &时 （ P Q = - rt ), 应变等于芩.这是理想刚塑 
性材料试件的拉伸压缩图. * ' ' ' 

在这两种情况下，当应力增加到 P Q 并保持不变时，材料的变形能够无限增加. 
这些模型能够满意地描述在 p u ( e u ) 曲线上有屈服阶段的材料的行为. 

2 . 在另一种塑性介质模型中要考虑强化，即弹性极限在塑性变形之后发生变化. 
图141给出线性强化材料的单轴拉伸汛缩 W . 



阁 142. 应力与应变在塑性变形中没有单值 
m mi . 线性强化材料的单轴拉伸压缩阁 对应关系 

应力与应变在塑性变 我们指出，槊性应变不能由应力值单值地计算出来（例如，可 
形中没有单值对应关 以参见图 142). 应力的同一个值，例如 P &， 能够对应 
% 等无限多个值.在试件的加载过程中,如果外载荷在某一 

时刻超过弹性极限，则给定应力值所对应的应变值与该应力值的实现过程有关. 




弹性体横型无法描述的某些固体变形现象 


计算理想弹塑性材料有时可以利用一些简单的方法计算塑性应变 的值. 例如，考虎 
残余应变的一个例子图143 ( a ) 中的系统，三根直径都是 d 的圆柱形杆被对称地固 

定在刚性平板上，为简单起见不计重力的影响.设外边 
两根杆1和2的材料是钢，位于正中央的杆3的材料是铝.依照条件，我们认为所 
有三根杆在施加外载荷之前处于自然的无应力状态 （ e u =0) .如图143所示，如果 
对平板均匀地加载，则根据对称性显然可知，所有的杆在变形后具有同样的长度. 

我们知道，钢的弹性极限和 
杨氏模 Mf 分別大于铝的弹性极限 
pf , 和杨氏模 M 为简单起见，我 

们忽略强化效应，并把钢和铝矜做理 
想弹塑性介质（见阁 143( b )). 

设平板上的总载荷 P 已经 
给定，需要计算每根杆上的载荷和杆 
的总应变. 

假设每-根杆的变形都是均匀的. 图143.用 IHI * 算钢杆1和 2 中的塑性应变 

此外，我们这样选取载荷尸，使总应 

变 eu 小于 Pfx / E ^ = e \ x 但大于 = 这时铝杆仍处于弹性阶段，而钢杆 
已经处于塑性阶段（见阁 143( b )). 显然，每一根钢杆上的载荷等于 nd 2 p \\/^ 所以 
铝杆上的载荷等于 P - Tr ^/2. 

对铝杆使用胡克定律，即可确定铝杆和钢杆的共同的总应变 

2 2 P - Tr ^ pf , 

从 rfii 可以根据以下条件来计算钢杆的塑性 应变： 



e n = £ n - £ u =£ii 一 舍 

具有内应力的系统的有趣的是，如果现在完全卸掉平板上的载荷，则所有三 
一个例子 根杆中的应力和应变显然不会消失.钢杆受到压缩，而铝杆 

仍然受到拉伸.这样的结构在卸载后是一个不受外力作用但 
異有内应力的系统，并且在保持结构完整的条件下无法消除内应力.从这个例子可 
以看出，对于机器或建筑物的各种零部件，为什么制作工艺（淬火过程中非均匀加热 
和冷却，锻造等）能够在没有外部载荷时导致内应力的出现. 

我们再来考虑“固体”变形时出现的其他一些效应，这些效应无法在弹性力学和 
塑性力学的范围内得到描述. 


设某一•根杆的上端固定，下端受到不变的力夕的作用（图 144). 如果这根杆 
长时间处 T 这样的状态，则实验表明.杆的相对伸长因数 eil 将随时间 t 的增 


加而增加.即使在某一时刻卸掉载荷少，这样的变形也不会消失.这个现象称为蠕 
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m Hi . 材料的蜣变 



阁】 45. 应力弛豫 


金属的疲劳 


变.尤论载荷少有多大，都可以观察到蠕变现象，甚至对于很小的载荷也是如此. 

尽管蠕变现象在卨温下表现得 ft 为显著，但是对于那些需要在常温下工作足够 
长时间的结构，在进行相关计算时还是应当考虑材料的蠕变性质. 

对于表现出蠕变性质的那些材料，通常可以观察到被称为应力弛豫的另 
外一种现象.考虑受到拉伸的一根杆，其横截面上的应力为 pff ， 两端间 
定（即应变固定不变 ）（ 图 145). 实验表明，杆内的应力将随时间下降，并且对于 
一部分材料，应力值将下降到某个有限值 Ph , 对于另一部分材料，应力俏将一直下 
降到零. 

铽变现象与应力弛橡现象之间有密切的关系.在应力弛豫过程中， ift 初的弹性 
应变 W 为铽变而部分或全部变为塑性应变，而塑性应 变不耑 要力的作用即可维持，从 
而导致 Pi t 减小. 

当前，铽变理论是一个正在发展的连续介质力学分支. 

我们再描述金《的一种性质，这种性质称为金属的疲劳.实验表明，例 
如，如果作用于金属试件 ft 由端的载荷发生周期性变化，则经过足够 
K ： 时间后，即使振动次 数&有 限的，并 A ® 大应力没有超过‘4^®，•试件也会断裂. 
金厲试件通常需要上 S 万次振动才会断裂. 

一般而言，按照确定的循环进行的卨频率的多次加载和卸载通常导致结构强度 
极限下降，这时结构在较小应力的作用 F 就会遭到破坏，该应力值远小于在静力学 
条件下使结构破坏的应力值.这就是金厲的疲劳效应. 

疲劳问题具有极其®大的实际意义，因为许多机械零件、 t 机和舰艇的外壳等 
时刻处于振动状态.用于商空飞行的飞机总是受到周期性载荷的作用，因为飞机外 
壳在高空时闪为外部气体很稀薄而向外膨胀，在地面附近时则收缩回来.飞机的疲 
劳实验通常在水中进行，为此要把飞机浸在水中，并让水的压强按照给定规律变化. 
根据这类实验结果可以估计给定飞机的允许起飞次数的极限值. 

疲劳断裂通常是闪为材料内部或表面出现微小裂纹并进一步发展造成的.外部 
介质对裂纹在结构表面上发展或者从表面向结构内部发展的过程有重要影响.例如， 
玻璃板在空气中和水中的断裂强度有所不同. 

人们用疲劳曲线表征材料抵抗疲劳断裂的强度.为了绘制疲劳曲线，可以在同样 




§2. 残余应变•加载曲面 


的外部条件下对一系列同样的试件进行试验，让它们受到不同振幅的周期性载荷的 
作用.疲劳曲线的横坐标是试件在断裂前所经历的循环的最大次数纵坐标是在 
这些循环中出现的最大应力值 P . 图146给出典型的 
疲劳曲线. 

根据疲劳曲线可以确定一个试件在循环次数给 
定时能够承受的最大应力，给定的循环次数称为试验 
基准.试件在给定的试验基准下能够承受的最大应力 
称为疲劳极限或疲劳强度.当应力不超过 P Q 时（见 
【冬 1 146), 试件实际1：经过无穷多次循环也不会断裂. 

必须强调，对于同一种材料，疲劳强度与应力状 
态的类型（拉伸、扭转、弯曲等）和应力随时间变化的特性有关，即与循环的形式和 
振动的频率有关.此外，疲劳强度还与以下因索 有关： 温度（这对聚合物材料尤其 m 
要)，外部介质的性质（例如空气湿度)，试件尺寸，以及试件中是否存在各种应力集中 
点（例如切 II ). 

目前，令人满意的疲劳理论尚未迮立起来. 
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一般而□，一种介质的初始状态和当前的变形状态能够 A 正地分别对应某时刻 
~和此外，如果消除所有内应力，就可以从时刻 < 的当前变形状态达到假想的第 
三个状态.这三种状态可以视为由物质点组成的连续流形，每一个物质点的拉格朗 
日坐标纟 1 ，始终保持不变.我们把这飞种状态 
F 的拉格朗日坐标系基矢 ffi 分别记为 

祕 i ， 〜 3 , o = g 

和 C 2 , P ， 《)，把度规张 ffl 的分 M 分别记为 图〗 47 .单轴拉伸的初始状态（。), 

。 2 0 . . . . • • 变形状态 n 和完全卸栽状态 （*) 

9ij - e t - 9ij = Ci -ej, gq = ei. ej 

(在牛顿力学中， wf ， c 2 , p ， 和 o 是介质的运动物质点的径矢).分 
量为％ 1 ， d $ 2 , d 《 3 的无穷小矢 M 所对应的物质线段的长度的平方在初始“未变形” 
状态、当前变形状态和完全卸载的中间状态下分别等于 

= d 5 - 2 = i 0 

在图 147 中，试件单轴拉伸的上述状态分别由符号 。，和 • 表示. 




N 


图 


典型的疲劳曲线 



塑性应变张量，弹性对于弹塑性介质的任意有限变形状态，可以定义弹性应变和 
应变张量和总应变张塑性应变的概念并引人以下三对应变 张量： 
m (1) 塑性应变张 M 

^ = ePe*ei, 《二去仏广‘)； (2.1) 

(2) 弹性应变张量 

4 抑 ， > = 4⑸，4 = }(〜-、); (2.2) 

(3) 总应变张 a 

# = & 〆 々，< = yp ’ 〜=去(〜 U . (2.3) 

w 此，在研究实际变形过程时，在每个时刻不仅可以考虑总应变，还可以考虑塑 
性应变和弹性应变.塑性应变是从3前状态考幸 坪琴辱 在介质微元中残留下来的应 
变,弹性应变是在完全卸载后消失但在$复力再次出现的应 i ， 纟卩从•“卸载 
状态"到当前应力应变状态的应变. 

我们立即指出，对于有限尺寸的物体，采用卸除所有的方法并非总是能够实 
现卸栽状态. K : 实，即使卸除所有外部栽荷，在物体中仍能存在内应力，这样的 
例子已经在本往 § i 中给出.如果在这些悄况下仍然对物体的每一个微元在不破坏 
整体连续性的条件下引人卸载状态，则所有物质点将组成非欧几里得空间中的某个 
区域 V *， 所以‘ -- 般是非欧几里得度规张 a . 

可以把度规张 M 的分 a &或塑性应变张 ft 的分 M $ = (9 ij -9^)/2 看做物体 
槊性状态的物理特征 a . 除了度规张《：，还可以引入其他一些几何特征贵来描述 k 
域 K " 中的卸载状态流形，这样就可以把这些几何特征 钕和‘ 一起看做状态参 M . 

从公式 （2.1), (2.2) 和 （2.3) 可以看出，这样定义的塑性应变张 fi 、弹性应变张 M 
和总应变张 S 在拉格朗 H 坐标系中的协变分 M 满足等式 


= £ ij + e ij^ (2-4) 

即总应变等于弹性应变与塑性应变之和. 

我们指出，在有限变形的情况下，这个性质对于拉格朗日坐标系中的非协变分 
a 和参考系中的任何分 h (包括协变分 a ) 都不成立.这是因为，在 （2.4) 中出现的 
是不同基矢 M 所对应的张量分》，尽管所用坐标系是同一个拉格朗日坐标系 D .在 
无穷小相对位移的情况下，《蜱郅高吵个量时可以认为，等式（ 2 . 4 )对任何坐标 
系中的任何形式的分 M 都成立1 
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根据塑性体的定义，塑性应变仅出现 F 应力超过某个极限（弹性极限 D ) 的情况， 
这与黏性流体的情况有 区别. 材料在足够小的应力下表现为弹性体（在弹性变形可 


以忽略时表现为刚体). 

应力空间是指这样的九维空间，其中的点由应力张分 M 
的值给出.根据塑性介质的上述基本性质，对一个物质微元 
而言，在应力空间中可以划出这样一个区域％，只要应力张量的分量在一个过 
程中严格位 T 区域切 P 以内，该物质微元就表现为弹性体.否则，在物质微元中就会 
出现塑性应变（残余应变). 区域外 的边界是所有可能的应力状态的弹性极限的 
集令.应力张 tt 在笛卡儿坐标系 2：， y， 2 中的分量>’岢心去做 K 域為中的点的笛 
+儿坐标.在九维欧儿里得空间 pd 中 2) ， W 为弹性应力在一定程度上是任意的，所 
以区域％在一般情况下是九维的，而 E p 是八维的. 

如果# = 〆 ， K 域外 就是对称的，这时可以只考虑坐标为 P 11 ， P 22 , P 33 , P 12 , 
p 13 , P 23 的六维空间中的六维 K 域货 p ， 其边界 S p 是五维的.区域舄的边界 E p 称 
为加载曲面或屈服曲面.通常，在研究强化材料时使用术语“加载曲面”，在研究理 

“屈服曲面”. 


理想塑性介质和强化 
介质 


现在可以给出理想塑性材料和强化材料的定义.在单轴拉伸 
过程中，理想塑性材料的弹性极限（屈服极限)——拉伸应力 
的极限值一 -- 是一个与塑性应变值无关的常 s ， 但它可能与 


温度 T 有关，还可能与其他一些具有物理化学本质的参《仏有关，而这些参带与应 
变没有直接的关系（通常的一种理 论). 与此同时，即使: T 和 Mi 保持不变，强化材料 
在单轴拉伸时的弹性极限在塑性变形过程中也会发生变化. 

闪此,在一般情况下，如果空间中的曲面 E p 在使温度和物理化学性质都保 
持不变的所有变形过程中一直-卑 f 弯，我们就把这样的弹塑性介质或刚塑性介质 
称为理想槊性 介质； 如果曲 tfli E p 应变值发生变化时也发生变化，我们就称之 

• •• 參參春 r 參鲁 ■争 

为强化介质. 

(塑性应变值在变形过程中发生变化)，如果从弹性状态到塑 
性状忐 心銬 则应力总是可以表示为曲面上的一个点，换言之，应 
力#在每个时刻都等于相应弹性极限（例如，可以‘也阁147 •中的单轴拉伸曲线). 

在理想塑性材料的等温塑性变形过程中（仏也保持不变)，点位于固定的曲 
面 S p 上，或者在该曲面 t 移动.在强化材料的等温塑性变形过程中（仏保持不变)， 
在应力空间 pO 中表示物质微元状态的点带领曲而 S p —起移动（图 148( b )). 

理想塑性材料的屈服曲面 S p 的方程可以写为以下 形式： 


f{p l \ 9ijy T, Hi) = 0 . 


(2-5) 


塑性槪念和弹件极限的这个定义还可以变得更加复杂.例如，可以认为弹性极限不但与应力 
本身有关，而且与应力梯度、温度和其他一些参 S 有关. 

2〉 坐标系2：, y ， 2 的变换引起九维或六维应力空间的坐标 p ” 的个别变换. 
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m 148. ( a ) 理想塑性材料的塑性变形 ， （ b ) 强化材料的塑性变形 
函数/称为屈服函数或加载函数. 

对于各遙芥质，•作•为•变•量或常量的物理化学参量都是标量.这时，函数 
/对应力张1:的依赖关系表现为对其不变 M 的依赖关系（在= 〆 < 时只有三个独 
立的不变 ft ). 由此容易得到相应的对称性条件，这些条件应当是各向同性理想塑性 
材料的区域％和屈服曲面 E p 所固有的. 

从强化材料的定义可知， E p 在应力空间中的形状和位置应当不仅与 r 和 
Hi 有关，还与由塑性应变值决定的其他一些参量有关.这些参 M 包括塑性应变张 M 
的分量除了 或者用来代替这些跫,还可以选取参 fi Xl ， X 2 , ••• ，“作为强 
化效应的主定参 a ， 这些参最可以与有不同的关系，包括非完整关系.因此，可以 
把强化材料的加载曲面方程写为以下形式： 

flp' 9ij ， T ， 〜 X,) = 0. (2.6) 

我们将在下文中始终认为函数/具有这样的符号,使得 区域為 的内部，即材料 
表现为弹性体的区域，满足 

/ < 0 . 

塑性加载和塑性卸载现在给出塑性加载和塑性卸载过程的定义.对于单轴拉伸，卸 
过程的定义 载就是降低 p u 的值.对于任意变形的情况，塑性卸载被定义 

为应力空间中的点从曲面向区域％的内部移动的 
过程.显然，某些分量在卸载过程中可能增大. 

如果用解析方式来定义塑性卸载，则对于理想塑性材料，从曲面上的状态卸 
载就是满足 

d/ = i dr+ ^ dp<> + S d/1<<0 

的过程，而对于强化材料，塑性卸载就是满足 

d 7 = i dr+ 磊妒 + 滎 - 〈° 


的过程.按照定义，在卸载时 


啤=0， d X , = 0. 


塑性加载被定义为满足 

/ = 0 , d/ = 0 ( 2 . 7 ) 

的过程，并且对理想塑性材料有 

对强化材料有 

d/ = ^dT+^V J + 語， + + 势 ，. 

对强化材料还引入有效加载和中性变载的概念.有效加载是指满足以下条件的 

• • • • • • • • 

过程： 

/ = 0, d/ = 0, d7 > 0, d£P. ^ o, d Xa ^ 0, 

而中性变栽是指满足以下条件的 过程： 


/ = 0 ， df = 0, d 7 = 0, defj = 0， d \ 9 = 0. 

在 r 〒 const , n , = const 的条件下，在中性变载过程中，应力空间中的点 p i〗 沿 
挣4：曲面移动,这时强化材料中的塑性应变不发生变化. 

我们再对加载曲面的形说明.显然，如果存在这 
W 样_1 麟径，使应力无限增长时并不出綱性变形，加载 
曲面（或屈服曲面）就包括无穷远点.例如，前面已经指出，许多材料在各个方向上 
都受到流体静力学压强的压缩作用时表现为弹性体，直到压强极大（可以理想化为 
无穷大）时都是如此.对于这样的材料，曲面 E p 可以是柱形曲面. 

如前所述，在时只要考虑六维应力空间即可.显然，对各向同性材料而 
言，可以在三维的应力张量主分量空间中描述曲面的重要特性，这时函数 (2.5) 
和 (2.6) 对分贵的依赖关系只通过主分最 Pl , p 2 , p 3 表现出来. 

我们指出，当理想塑性材料在 T = const , / X , = const 的条件下发生塑性变形时， 
应力张量不可能是任意的，其分量总是位于应力空间中的固定曲面上，所以塑性材 
料只有在专门的外力作用下才有可能处于平衡状态，这类似于流体平衡的情况. 

存在续介质模型，其中对应力张量分釐的允许值有更多的限制.例如，理 
想流体的应力张董的分量；总是位于应力空间中的一条直线上，因为 pU 的值只取 
决于压强 p 这一个参量. 

可以建立这样一些塑性介质模型，其中塑性的出现与应力张量所受到的一些额 


外限制有关.在这种情况下，从弹性区到塑性区的连续转变只能对应曲面 5： p 上某些 
点的集合. 这时， 弹性区与塑性区的分界面通常是强间断面，如应力的强间断面. 
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例如，为了研究冰的融化，我们把冰向水的转变看做一种材料从弹性状态向塑 
性状态的转变.其实，冰在一定范围内可以很好地由弹性力学方程来描述，并且在给 
定的温度下，只要压强达到某个值，冰就化为水.可以把水看做冰的塑性状态（在水 
屮能够出现残余应变 U ) .水（处于塑性状态的一种材料）中的应力归结为压强，而冰 
的应力状态更加复杂.所以，在冰与水的边界上，应力一般发生间断.例如，如果一 
根冰柱一边融化一边受到拉伸，就会出现这种情形.在所研究的模型中，从弹性状态 
向 嗯性状 态的连续转变（应力不发生间断）仅仅对应曲面的一个点，这个点取决 
于冰（在给定温度 F ) 融化的压强值. 

塑性介质具体模學中 M 力.卩辱函》/寧其 ft 变 S 的荦卑毕 《• 此外，毕寧爭 
给定用来滅的的坪哗牢琿， 

W 飧单 < 和哕牢 f ，以及兮®矽垮*宇牵蛉. . 

§3. 塑性力学 的基本 关系式 

各种塑性体模型之间的 K 别在于，其中用来确定$和 a 的基本牢 呼不辱 ，荦 
串加载函数/的万毕举不吵在这-节中,我们将表述所谓的季 f 牢寧 2) ，该定律螽 
也多实际应用的中被用来确定^ ••… 

关联定律、用来确定弹性应变的定律以及热力学关系式共同组成用 来封闭 

塑性组汆义彖鈇. . 

w * Ah 会先证明，由于存在各种各样的加载方法，每个时刻的 
定律—般采可能 ▲有 塑性应变$和参 s l 不可哮根据同一时刻的应力张 ffl 分 
类似于 (3.1) 的单值 m 单 值地汁 算 出来. 换 si , ‘们要证明的是，用来确定$ 
代数关 S 5 C 的％ 式 和;^的槊性力学基本定律在存在各种加载路径时不可能具 
有以下单值代数关系式的 形式： 

=^ ij ( p' j y T t Ml , , M m ), X s = XsiP^y 了， Ml ， … ， / O ， (31) 

式中 p ” 和: r 是所考虑的时刻的应力张 M 分 M 和温度， M a 是物理常 M ;. 这里第-•个 
关系式的作用是在所谓的塑性形变理论中确定 

关系式 (3.1) 对理想塑性体不可能成立的原因是，塑性加载过程所对应的应力 
空间和残余应变空间一般而言 ft 有不同的维数.在 T = const , ^ 0>|,等温塑 

性加载过程的所有的点都 M 于屈服曲面 S p ， 由该屈服曲面的点组成的流形的最大可 
能维数等于5,而由^^的相应空间区域的点组成的流形的最大可能维数等于 6. 


还可以 把水宥 做弹性体， K 中的应力归结为 m 强，并且压强、密度和温度满足一个单值的关系 
式（见247—248页).然而，在水中能够出现对流体力学并不重要的残余应变，所以在这个意义上 
可以认为水具有塑性. 

2> 关联定律 (aCCOUHMpOBaHHUft 3aKOH) 是-种塑性本构关系. 译注 
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分量和的可能取值空间 A 冇不同的维数，由此得到的一个推论就是在理 
想塑性理论中不可能存在形如 （3.1) 的单值关系式.即使塑性应变张量的分 M 受 
到附加几何约束的限制，使相应空间的维数有所降低，上述结论也不会改变 • 

例如，如果认为材料在塑性变形过程中是不可 M 缩的，则在小变形的情况下，塑 
性应变张 a 的分 a 组成一个分 m 为的偏张 m I 分量屿的可能值的相应空 

间的维数这时等于 5. 然而，这时通常认为，在塑性变形条件中只出现应力偏张量的 
分鼠 〆 义即使假设 （3.1) 中的偏张 tf 分 fi eg 只可能依赖于应力偏张 ft 的分量 
这时也不可能存在形如 （3.1) 的单值关系式，因为分 
和的可能值的空间的维数分别等于5和 4. 

从理想塑性体的单轴拉伸压缩图玎以看出，甚至在 
申.轴单调加载（没冇中间卸载）这种最简单的情况下，同 
一个应力 P " 也能够对应不同的塑性应变(图 139). 

在理想塑件体模型的一般情况 F ， 如果从弹性 K 的 
某个咖 沿不同加载路径接近屈服曲面&上_ 不晒加_ 

个不同的点 A / 和 W (阁149)，我们就会遇到以下效应. 

W 为路径 DM 和 都臃 于弹性【 X :，所以塑性应变张的分 W 在沿路径 DM 
或 D 7 V 加载时保持不变.例如，这时的 < 可以都等于零，而如果在变形历史中已经 
在所研究的物质微元中形成了残余应变，也可以不等于芩.闪此，在不同应力的 
作用 F ， 能够在点 M 和 N 取相同的值.另一方面，在理想塑性体模沏中，能 
够沿位于屈服曲而上的路径 A / AT 发生变化.于是，经过 D 7 V 和 DMN 这两个过程， 
在物质微元中可能出现与点 JV 相对应的同样的应力和不同的 

从这些讨论可知，在理想塑性体模型中，关系式 (3.1) 对于不19印加载路径-般 
不可能成立. * ^ ^ 

对于强化弹塑性体，在没有中间卸载的单轴拉伸过程中，应力 p 11 与塑性应变 
e p u 之间存在单值的函数关系.因此,我们似乎可以假设，关系式 (3.1) 在一般情况下 
对于强化介 质模® 中任何没有中间卸载的加载过程都能够成立.然而，容易看出，这 
样的假设一般而言导致不可接受的限制条件 2) . 



关于偏张1的概念，见347页.例如，应力 W 张请的分敏为 - 9 ij P k k /^ 仟何一个二 
阶张铍显然都可以分解为偏张黾与球张量之和.——译注 

W 有时，人们会提出这样的 观点： 在强化塑性体校型中，对丁•任何没有中 N 卸载的等温加栽过程, 
"丁以认为总应变与应力之间的关系式类似于非线性弹性力学中应变与应力之间的关系式.下面的 
结果 S 明，此观点在一般情况下并不成立！这样的观点仅对塑性体微元的个别加载路径才是可以 
接受的.然而，我们强调.对于给定的个別加载路径，塑性体微元和塑性体整体的所有状态参最吋 
以看做其中一个参 S 的函数.如果适当选取普遍适用于任何非弹性体模型的一个主定参帒，最后 
一个结论就是非常明显的和正确的.不过，还必须指出，在整体问题中，我们利用外力对有限大小 
的塑性体按照确定的规律进行加载,但对单独的塑性体微元而言，加载路径是各不相同的和亊先 
未知的. 
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其实，如果假设在加载过程中成立等式（3.1)，则 

了， Ml , . •. ， /O = Cij = const , 

(3-2) 

= X s ( p iJ , T , / i ,, ••- , / x m ) = C 9 = const 

中的每 一 个关系式将把 p 〃和： T 联系在一起，换言之，每一个关系式 («T = const 
时）将在空间 pb 中定义一个曲面 S ， 并且加载曲面 E p 的点属于这个曲面，因为根 
据强化材料模型的定义 ， tt 和在加载曲面上保持不变. 

首先考虑这样的 情况： 等温加载曲面 E p 是六维应力空间中的五维曲面.这 
时，方程 (3.2) 所定义的曲面就是加载曲面. 

显然，在没有中间卸栽的等温加载过程中，如果某两个状态的残余应变 和 

6^ f 不同，则关系式 (3.1) 要求相应加载曲面 S pl 和也不同，而且它们不能有公 
共点，否则同样的和: T 就能够对应不同的残余应变和</，这与公式 （3.1) 
的单值性矛盾. 

闪此，例如，如果固定 A - C lu 则关系式4 =0*，，7\ ，…， / z m ) = C n 

将单值地定义加载曲血 E p ， 这样就确定了所有分 M < = 和 l = 因为它们 
在上保持不变.于是，所有常 S 和都可以视为其中一个常 M ——例如 
C n = e p u ——的普适函数（不依赖于 p 〃和即 

e ij = u iA e n )> X 9 = X a (^ u ). (3.3) 

关系式 (3.3) 表明，假设 （3.1) 导致一个不可接受 结论： 沿着通过变 ft 和 r 表述 

的不同加载路径只能得到一种完全确定的 由变摄 表述的塑性变形方式 (3.3). 

如果材料在辋性变形过程中是不可压缩的，则在小变形情况下，塑性应变张 M 
4 是一 个偏张 M . 容易看出，以上一般结论也可推广到这种情况，这时在假设 （3.1) 
的函数 CJ 变讨中 只有应力偏张 tt 的分11，而弹性极限的集合在五维的应力偏张 S 空 
间中组成-个四维曲面. 

在-般情况下，在从弹性 K 向塑性区过渡时，如果应力张 M 分量 pO 的弹性极限 
的口 J 能取值区域的维数小于6,则从关于存在单值关系式 （3.1) 的假设可知，< 的可 
能取值区域的维数也小于6,于是塑性应变只能具有与外部作用无关的某种专门的 
形式. 

因此，假设 （3.1) 与关 T 塑性变形任意性的假设矛盾. 

综上所述，我们证明了，在强化材‘_七中，对于没有中间卸载的任意加载路径， 
不可能成立形如 （3.1) 的单值代数关系式.与此相关的是塑性力学定律的一个基本 
特点： 这些定律的形式为不可（非完整）碑兮关系式. 

显然，对+痙也材料的每二+完全确定的间定的加载规律，可以写 
出形如 （3.1) 的代数关系式，并且这些关系式与所选择的加载路径 
有关. 与此同时，对于一般彼此接近的某些不同的加载路径，却经常可以使用形如 




. 塑性力学的基本关系式 


(3.1) 的同一个关 系式. 所以，在实践中有时可以使用以关系式 （3.1) 为基础的一种 
理论，我们称之为塑性形变理论 1 

然而，需要牢峰: i 己住，这些关系式仅对所研究的介质微元的一个或几个确定的 
加载过程才成立，它们并不描述该介质微元在其他一些塑性变形过程中的 行为换 
言之，这些关系式所描述的并不是介质的性质，而是介质中的某些个别过程的性质 • 
例如，在强化材 料模甩 的实际应用中可以考虑比例加载，这时 

P ，J = T = 7 b ， 


式中是某个常张 £•， x 是可变的标撤参 S . 在某些应用中还对比例加载过程使用 
近似的形变理论. 

对于不同的比例加载路径，应力与应变之间的关系一般各不相同，并且与作为参 
M 的张 W 有关. 3服从胡克定律的有限大小的物体发生小变形时，外部载荷的成 
比例变化导致物体中所有的点的应力张 M 分 n 和应变张 M 分 M 也成比例变化.在有 
限变形的悄况 K ， 应变张 ffi •的分 tt - •般不可能在物体所有的点都成比例变化 2) .在 
介限人小的物体发生任窓嗍性变形的情况 K ， 在小 变形砰 论的范围内，3外部载荷 
成比例变化时，所有物体微元的加载路径一般而肓不可能成比例变化. 

我们现在提出一个热力学不等式,该不等式在现代许多作者 
的论文和专足-条附加的热力学_和违立_介质_ 
S 的基础. 

分别引入应力在相应弹性应变增 M 和塑性成变增 G 上的元功 


prt /多 

= — 1 ■ 


心， 


p ali 




并 H . 认为塑性应变对应经过加载曲面上的给定点的某个等温加载过程•内 
而力的元功可以表示为 d/li. 与 cM p 之和： 


d / l (i) = cM c + cM p . 


我们再计算弹性区％中的任何一点所对应的内成力在所研究的塑性应变增 
1 del () 上的元功 


由不等式 


dA ； = ^^ del () . 


M 一 D » u 0 

dA ； - dA p = — p — ^ 0 


(3-4) 


明性形变理论也称为塑性全 M 理论.一一译注 


2 〉参见： Ce^OB JI. M. O noHHTMH npocToro uarpymeHMH h o bo3.mo>khlix nyr«x ^e^opMauMM. 
IIMM, 1959, 23(2): 400—402 (Sedov L.I. On the concepts of simple loading and on possible 
deformation paths. J. Appl. Math. Mech., 1959. 23(2): 568 一 571). 
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表示的假设称为真实应力在塑性应变增 M 上的最小功原理.按照这个原理（假设)， 
真实应力在给定的塑性应变 增量上 的元功总是小于或等于弹性区中的任何其他应力 
在同样的塑性应变增量上的元功. 

如果把张量的分量 ck 。 和解释为九维欧几里得应力空间 p 〃中的 
矢 S 的分 ffl ， 就可以把假设 (3.4) 解释为这两个矢量的标积不小于零，即 

(p it0 - p^ n0 )de% ^ 0. (3.5) 


从 （3.4) 和 （3.5) 可知，如果在曲面 E p 上的某个点作垂直于矢 tt ck 。 的 
平面，则整个曲面 E p 只能位于该平面的一侧.由此显然可知，从包贪点 的一性 
K 这一侧来#，加栽曲面 E p 是向外凸的. 


光滑加载曲面的关联 
定律 


进一步，如果加载曲面在点具有确定的切平面，这个平面 
就应气垂直于矢位 d £^. 换言之，如果在曲面 E p 上的某--点 
只能引该曲面的唯 一一 条法线，则在这个点，和 grad / 


应当是共线矢最.所以，为了确定塑性加载过程中的塑性应变增量，可以得到以下微 


分关 系式: 


心 =dA 备， 


式中 dA 是某个正的无穷小标 M ， W 为根据条件（3.5)，矢 ffl de % 指向心的外法线 
方向. 

于是，对于 fflf 、 嘐 ttW 弩，根据 (3.4) 可以认为 

= 当 / = 0， d / = 0, 

dr (3.6) 

de p Q(3 = 0,当 / = 0, d / < 0,或 / < 0. 

在®佟的情况下，塑性应变在加载曲面/ = 0上保持不变，所以在 d 7 = o 
时心 = 0 , iiW 应3成立等式 


dA = /id7, 


式中 /I (> 0) 是决定介质微元物理力学状态的那些可变参 ffl 的函数.关系式 （3.6) 的 
形式变为 


^ p ai3 = / i ^ d 7, 当 / = 0, d '/ > 0, 
= 0,当 / = 0, d '/ 彡0,或 / < 0. 


关系式 （3.6) 和 （3.7) 是用来确定塑性应变增量的附加关系式，它们得自假设 （3.4) 
和关于加载曲面光滑的假设.我们把这些关系式称为关联定律.在理想塑性材料 
理论中，一般形式的关联定律最初是由米塞斯提出和使用的. 
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必须指出，不等式 （3.4) 是作为一条理论上未被证明的假设而提 出的. 所以，也 
可以把关联定律 （3.6) 或 (3.7) 当做基本假设，并用它代荇关系式 （3.4). 关联定律在 
所需范围内的正确性应当由实验结果来证实，方法是对关联定律的推论与实测数据 
进行比较. 

还可以建立其他塑性理论，其中使用其他-•些基本定律来代荇关联定律，以便确 
定残余应变. 

至于参 M 增量 d Xa ， 在强化材料的情况下可以写出公式 


dx , = A a d 7, 当 d 7>0, 
d Xa = 0, 当 d 7 < 0, 


(3.8) 


闪为在 d '/ = 0 时 ci X , 也等丁•零，九是确定介质微元状态的一些参域的函数. 


在建立塑性体模型时 
应给出函数 /，/ i 和次 


在定义一个确定的强化材料模型时应当给出函数/， h 和人， 
其选择应羿使该模型的性质能够反映在实验中观察出来的那 
些效应. 


我们指出，函数/，/ I 和 A 是无法独立选择的，因为应当成立关系式 



它得自加载条件 (2.7) 和关系式 (3.6), (3.7). 

对干 U 前提出并用于计算的一些 n 体的强化材料模型，在关联定律中或者根本 
没冇参《 或者加载函数/和函数/ I 只依赖于-个参 ft X . 

我们给出 d X 的表达式的一些例子.泰勒、奎尼 （1931 年）和施密特 （1932 年) 
筲经假设 


dX = P i] ds p ijy 


奧德奎斯特 (1933) 则采用 r 以下强化参 tt : 



这些作者仅考虑了等温过程并认为加载曲面方程的形式为 

/ = F ( p i >) + u ;( x ) = 0. 

我们将在下一节中详细研究特雷斯卡和米塞斯的塑性体模型中的加载函数 /. 
3导数 df / dp ^ 已知时，对于每一条给定的加载路径，只要直接对关系式 （3.7) 
和 （3.8) 进行积分，就可以计算出塑性应变^和参量 Xs 的值，它们与积分路径有 
关，即与加载过程有关. 
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具有角点的加载曲面在一些塑性体模型中，加载曲面具有尖锐的棱、角点或锥顶 

点.某些实验结果表明，使用这种类型的模型是有可能的，甚 
至是必须的.在§4中将研究一种这样的模型. 

因为加载曲面在止则点具有唯一的法线，所以，根据关联定律，残余应力增量的 
方向在正则点是唯一确定的.根据原理 （3.4) 或（3.5)，矢量的方向在加载曲面 

A 的角点能够在某个角的内部变化（图 150(b)). 

\ \ / d4 柯依特在1953年把关联定律推广到加载曲 

面具有角点的情况义0舫，这个理论是塑性力 
\ I ( 学中研究具有角点的加载曲面的所有论文的基 

础.柯依特理论的基本原理与成:实应力在槊性应 

( a ) ( h ) 

变上 的最小 功原理 (3.5) 是一致的.我们把 
l€ wo .矢话的可能悄况.⑷光的奇点秄做方程为 


阁 150. 矢堉的可能悄况 . （ a ) 光 
淋的加狨曲而 ， || n; (b ) 具冇角点 
的加载曲血， &?, 位于角 ABC 的内部 


的加栽曲軋 < 位于角 ABC 的内部 / fc ( p ^\ eP , T , = o (3.9) 

的菜些 IF •则曲面的交点.这些曲面的数 ynT 以是任意的.有日丸可以把加载曲 面石做 
出无穷多个曲而 / A . 组成的一族曲面 (3.9) 的包络面.在确定函数厶时要求弹性 K 
中的位移对应条件 

A = o 11 d'/, = ^dr 十為 


fk<0. 


在理想塑件体的怙况下，闲 数厶与 和 i 无关，塑性加载过程对应条件 


九 =◦ ， d/ w = dV. = 0; 

(3.10) 

f u ^ 0, df u = ^ f u < 0 ,或 f u < 0, 

式中的下标 w 和不同并且遍历下标 A 的所有偵. 

在 强化嗍 性体的情况 T， 主动塑性加载过稈对应条件 

L = °： d / u ； = < i 7 u , > 0； 

(3.11) 

L = d fu = d'/p 彡 0 ，或 f u < 0. 

如果 u; 的值等于卜标 A* 的某些值，则无穷小加载路径微元相应过程中的应力张 
敏分 M 邛哮 加载曲面的 f 卓 . 如果 u; = j， 其中 j 是唯一的固定 F 标，则无穷小加载 
路径所分应的过程就是卩载曲面 E p 上从奇点向正则点移动的过程.如果下标 w 
遍历下标 /c 的所有的值，这样的加载过程鉸力卩 ••… 


(3-11) 
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加载曲面有角点时的当加载曲面 E p 有角点时，可以把关联定律 （3.6) 推广为以下 
关联定律 形式： 


= 在加载过程中，即在条件 （3.10) 或 (3.11) 成立时， 

UJ 

de ^ = 0, 当厶 = 0, d 八 < 0, 或八 < 0，对于所有的 A :， 


(3.12) 


式中 dA ^ 是大于岑的 M . 


对于强化塑性体，按照 （3.11) 和 (3.12) 可以写出 


dA w = hj %， 


(3.13) 


式中 (> 0) 是物质微元的主定参 M 的函数.函数 k 类似于公式 （3.7) 中的函 数打. 
在定义塑性体模型时应当给出函数 k 1 ). 

3函数 (3.9) 有无穷多个时，可以把 (3.12) 中的求和表达式改为积分，积分域取 
决于条件 （3.10) 或 （3.11). . 

当具冇角点时，在强化材料模细中用来确定参 fi x , 的附加条件可以具冇以 
下 形式: 

仏 = 5：</九，或 d X , = ^ d ^ 


式中 〆 •^或 ^ 足主定参 fit 的已知 确数，并且在定义•个强化材料模型时应当给 
出这些函数，就像应当给出函数人和 t 那样. 

对于强化塑性材料，可以利用 （3.13) 把 (3.12) 中的第一个公式写为以卜‘ 形式： 

< = '九. （_ 

下标 o ; 的数值取决于应力张 ffl 分3 的增最和温度增董.当下标 u ； 的-组数值给 

定时，公式 （3.14) 给出 ck ；； 与 dp 〃和 d ： T 之间的线性关系.在应力空间中，在的 
奇点附近显然町以指定增 M dp ” 和 dT 的不同区域，使它们分別对应不同的一组下 
标 u ; 和不 M 的线性关系式 （3.14). 因此，关系式 (3.14) 从本质上讲是非线性的.桑 
德斯研究丫 的角点的这类非线性效应 2 ) . 椹奇 研究了 由方程/, = 0定义的曲面 

是 T 而的 M 况，这时可以对某些类沏的加载路径求出应力与残余应变之间的 N 
样的代数关系式. 

在一般情况下，函数虼和九对决定加载路径的那些参 S 的依赖关系可 能相气 

,J M 然，在应力空间中，对丁 • 在儿何上（在物理上）确定的加载曲面，在引人 条件九 = 0 时有一 
定的任意性 . 如果令 /: = 并且注意到，在发生塑性变 形时乙 = 0, 我们就得到公式 (3.14), 

只不过其中的九应转换为并且 k = 1. 类似的说明也适用于公式 （ 3.7). 

2 ) Sanders J. L. Plastic stress-strain relations based on linear loading functions. Proceedings of the 
2nd U.S. National Congress of Applied Mechanics, 1954, p. 455 一 460. 
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根据假设（3.18)，可以把方程 （3.15) 和 (3.16) 改写为以下 形式： 

+ (錄 + _ 


pds = — 




(3.20) 


方程 (3.19) 在弹性区和塑性 区中都 成立.按照塑性体模沏的上述定义，从任 
何期 .性状态都可以进行弹性卸载，所以坷以利用弹性力学状态方程来确定处于塑性 
状态的物质微元屮的应力.于是，如果考虑连接该塑性状态的弹性卸载过程，这时 
d £ f _,- = 0,从方程 (3.19) 就可以得到第九章中的弹性体模型关系式 （2.9) 和 （2.10) .因 
此我们认为，在弹性 K 和塑性 IX :中都成立关系式 


Irr' 


对于塑性变形过程，利用 (3.21) 可以把方程 (3.19) 化为以 f 形式： 


(3.21) 


(桊-爷 O 0 . 


(3.22) 


一般不能认为这个等式中的是独立的.其实，如果应用关联定律，就可以 
把六个增 M de ；； 通过其中之一表示出来. 

尽符如此，为了我们的 n 的，我们总足可以认为等式 


T %i = p 13 - P 




(3.23) 


成立.其实，令 


则从 (3.22) 可知，等式 


=P J -P 




d£ ij = 0 


永远成立，即增加^这一项并不影响非补偿热如'的值.所以，可以按照公式 (3.23) 
来计算仅仅为了确定 di 而专门引入的张 a 分 a 

公式 （3.23) 表明，如果自山能 F 与蜩性应变有关，则 

1 ftp 

dq ， = -p 1 ^ dfP- - ^ # -dA p . 

这时，塑性变形能够导致材料结构的变化，从而引起自由能的变化，这在一定程度 h 
类似于自由能在发生化学反应时的变化. 

可以研究£1由能与无关的 介质： 

F = F(4-, T), r^=p^. 
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这样的介质可以称为对塑性变形没有“记忆”的介质；这种介质的所有热力学函数 
( F ， s ， U 、^) 和弹性定律（例如杨氏模 S ) 都与积累起来的塑性应变无关.不过,也可 
以引入具有 “ i 己忆”的塑性体模型，这时厂= F ( e\ v T , Xsl 并且根据 （3.23) 可 


知，成立一个重要的不等式 

现在，我们来详细研究热力学第二定律方程 （3.17) 或 (3.20). 按照定 
义，我们认为 


熵产生方程 


d e s 

P 1 T = 


div 


q djS q . grad T r lJ 

T 1 P ~dt = T 2 ~ + T"~dT 


me - a , + a 2 确定了由内部不可逆过程导致的熵产生率，其中…与温度梯度有关， 


A 与 ® 性变形冇关， 


q - grad T 

a i = 



如果对热流矢 M <7 = 应用傅里叶定律 




定义为 OT / dx 、 的二 次型: 

(7, = X ij 


dT dT 
dx ' dxj 


(3.24) 


这时，傅 ffi 叶定律（热流矢 M 的分 G 与温度梯度欠 ffl 的分 « 之间的关系式）可以写为 
以 r 形式： 


q l 1 d < 7 l 

尹 = 7 獨. 


(3.25) 


在热传导的情况下，公式 (3.24) 以及 (3.25) 只不过足昂萨格原理（见第-•卷第五帘) 
的另外一种表述而已. 


昂萨格原理向非线性 
约束情况的推广 


在研究仟意的不可逆过程时，有时可以对等式 (3.25) 进行推 
广，从而认为耗散函数 cr 吋以表示为“力 ”&与 “流” d 的 
乘积之和， 


(7 — X t x\ 

并且“力”尤是主定参量和“流” /的某些非线性函数，它们可以表示为以下 形式: 

( 3 - 26 ) 

闲数 a —般不是二 次型; a 和 x 不但与变量七有关，而且与其他某些主定参埴 
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Xs 有关.在一般情况下，从上述公式可知，^与 X 之间的关系为: 

da 


X x x x = 


dx i 


(3.27) 


如果 a 是给定的，从关系式 (3.27) 就可以确定 X . 如果％是给定的，就可以把 
关系式 (3.27) 看做涵数 o { x \ x a ) 的一阶偏微分方程 • 

如果 x = const 或 x = /( X J , 则根据齐次函数的欧拉公式，从方程（3.2 7 )直接 

可知， a 是变 M /的1/^次齐次函数 • 

就像以利 用最小 功原理 （3.4) 来证明关联定律那样，可以利用在本质上与此 
类似的一些原理来证明假设（3.26)、 

下而将利用公式 (3.26) 来建立 rO 与 < 之间的关系 • 

^ 设关联定律 （3.6) 或 （3.7) 成立，我们来研究 M a 2 . 为简笮起 

利用关联定討》〜见，細财慨油麵_舰.了⑽和< 

表示相应张 ffl 的通常分 E 或其偏张坫的分 《• 

关联定律表示相应多维空间中的矢 M 4 Si 加载曲面/ = 0的法线具有同样方 
向.+难石出，町以利用单位矢 M 把这个条件写为以下形式： 



(3.28) 


对 e 『，与 df/dp i3 之 M 的比例系数 dA / d < 可以写出公式 

dA < — 



为丫把 < 表示为 P”, 屿，了和X,的闲数，仅有关系式 (3-28) 是不够的（这些在 
空间〆 j 中仅仅确定了矢位 < 的方向).不过，因为我们研究的是塑性加载过程，所 
以分 M 还应3额外满足条件 

/ W ,， T ， 1) = 0， 


于是可以利用上面那些 tt 通过了和 X « 来 计算； ^ ij . 


u 齐格勒在他的-本书中阐述了如何利用 K 他一些等价的假设來解释等式 (3.26), 并 if •细描述 
r 这些 假设. 这些等价假设或者可以被陚予儿何解释，或者可以被当做像足 -种为广保证 a 在真 
实过程达到极值而对••力” 提出的物理条 件见： IlHrnep r . 3 KCTpe M aJibHue npuHnunw Tt-p- 

MOAVfHaMMKH HeoCpaTHMwx npoacccoB H wcxaHMKa cniiomHoft cpe.au. Ilep. c aHrji. MocKDa: 
Mnp, 19GG (Ziegler H- Some extremum principles in irreversible thermodynamics with application to 
continuum mechanics. In: Sneddon I. N., Hill R-, eds. Progress in Solid Mechanics, Vol. 4. Amsterdam: 
North-Holland, 1963. Chap. 2, p. 91—193). 
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所以，一般而言，利用关联定律和加载曲面方程就可以通过 efj , <， r 和 L 来 


计算 


° 2 = 


K plj ~ p 5 ) e?j ' 


米塞斯塑性介质模型例如，如果加载函数为 2) 
的耗散函数 , 


t a ^ 2 / p rr \ 

/ = P”Pi 广 C 2 (e p ijy r, xj. 
并且则利用关联定律和条件/ = 0得 

p'^C(e^ T, Xa )-f X ^ — 

1 “ P r, Xa) / n nfc/ 


^2 = f TJe ij = - ^ - V e W e - 

塑性变形是不可逆平通过变 M e $, <•， T , x a 表示出 来的乃 塑性应变 率的一 
衡过程 阶齐次函数，这是上述塑性理论中的一个觅要结果.于是，由 

不可逆塑性变形过程导致的熵产生 di 5 plMl 与变形速度无关. 
一般而言，在建立塑性体模型时，作为一个基本前提，在许多悄况下可以认为， 
塑性变形过程屮的熵增位、内能增 a 和应力只与塑性应变增 m 有关， m 与实现这些 
增 w 所用时问的多少无关.所以我们专门强调， 

不可逆过稈，即 rti 了系列平衡状态组成的不可 . 

加雜正 物知念 抵令嫌•设 • A 血 ¥， kW 定函数，并且〜= r ，， e y ： r _再 

的-阶齐次函数，成4加 2 /% = a 2 ，并且 

成立等式 


do 2 


(3.29) 


我们来证明，从这些假设可知,存在 A : (> 1) 个独立的加载函数 / Jt ^\ e^ jf T , Xs ). 
1, 2, •••, k , 它们在塑性变形过程中满足等式 


九= 0, 


» 2 , • • • , k t 


(3.30) 


并11在一般情况 K 成立关联定律，即塑性应变率张馈的分 B 4坷以通过以下公式 
表示出来： 

4 = El | fc ， (3-31) 

W =1 

^7 n 果^ i 偏张童的分 ft 则 ct 2 的上述公式在塑性变形不引起体积变化时才成立. 

2 )我们将在 H 中研究具有这样的加载函数的塑性体模型. 

3 > 在某些书中可以卷到这样的结 论:无 穷缓慢的过程是可逆过程. M 然，这样的结论在一般悄况 
下是错误的. 
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式中允 是某些因子，它们与函数九的形式的多值性冇关.应当额外利用条件 h > 0 
和等式 （3.30) 来确定这些因子.公式 (3.31) 类似于公式（3.14)，在 丁0 = 〆 时实际 
上与公式 (3.14) 相同. 

为丫证明关系式 （3.30) 和 (3.31) 所代表的结论,我们引入一些更方便的-般记 
号.设 a ( x \ x,) 是所研究区域中的一组独 * 变 M X 1 ，: r 2 , …， F 的某个一阶齐次函 
数，该函数还可能依赖丁•某些参 tt X，，它们在以下数学推导过程中被呻做常 M •在 
真实过程中，这些 参量可 能发生变化.温度、强化参 M 和其他-些物理 M 都可以归入 
此列. 

于是，按照以下公式即可从函数^确定广义力的分X,: 


兄 = £， 


(3.32) 


其中的偏导数 da / dx ' 是在保持不变时计算的，下面不再列出 fl 变母中的这些常 
参量. 

容易证明，如果 ^(x«) 是一阶齐次确数，则 n 个函数 


X t ( x \ 


, x n ), i = 


不是独立的函数.其实，我们来证明雅吋比行列式 


dXi 

~ d ^ 



等于零.根据函数 a ( x \ x \ • x n ) 的齐次性，我们有-组关系式 


(3.33) 


= 卜 1 ， 2 ,…，… （ 3 . 33 ) 

它们在变》 d 取任何值时都成立.对于/的每一组值，这些关系式都是相对于/ 
的线性 方程， K 中的系数 d 2 rr / dx ' dx ^ 取决于:的值.所以，由这些系数组成的行列 
式对于/的任何值都 一定等 于零， 只耍 W 不都等于零. 

对于/的值的某个 n 维 区域耸 设矩阵 


的秩等于 n - fc， 其中 n > > 1. 这时，在 n 个函数 

的函数，即存在以下形式的 /c 个独立的关 系式： 


fJXu X 2l 


X n ) = 0, uj =\, 2, •••, k . 人•彡 1. 


- k 个独立 


(3.34) 


等式 (3.34) 成灾，这就证明了等式 (3.30) 所代表的上述第一部分结论. 


> x * 的可能取值的集合有可能分为若干个区域.每个区域具 有不同 的整数 k ^\). 
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与关系式 (3.33) 一起，我们再考虑变 M /的一组线性方程 

4\2 

^^ = 0, i = l , 2, n . 
ox l axJ 

显然，齐次方程组 (3.35) 的通解可以表示为以下形式： 

k 


(3.35) 


(3.36) 


， w 二 1，2,…， fc ，(3.37) 


式中 I 是某些任意的因子 . 2 2 ', 是方程组 （3.35) 的 fc 个线性无关的解, 

其中每一个解都是变 a /，/，•..，，的函数 
容易检验，解由以下公式 确定： 

K Xl ( x • 、： . ， ：_ 久， “ j 1 ， ■ … 丄 3 ^ - )) ， u ；: i ， 2,…， fc ，(3.37) 

(J y\ f 

闪为在对变 tt / 下的恆等式九 = o 进行微分运饵时得到等式 

OL dXi df^ d 2 a n 0 

dX t dx^ ~ dxld^d^^ 0 ' J _ 1 ，…， n . 

山此可知，公式 (3.37) 给出方程组 (3.35) 的解. 

从函数 L ( Xi ) 的独立性可知，函数 (3.37) 组成方程组 (3.35) 的一组完备的解, 
其 中包括々个线性无关的解. 

对比 （3.33) 和 （3.35), 我们矜到，如果 （3.35) 的解等于/，就成立一般公式 


=[ A 為， i = l ，2，...， n ， 


(3.38) 


从而证明了 1 >等式 （3.31). 

现在证明逆命题:从 （3.32) 和 （3.38) 可知，在梢确到相差一个与/无关的 fil 时. 
函数 a ( x \ /，•••， x 2 , •••, x " 的一阶齐次函数.令 


X t x i = 


= ^( x \ X 2 , •. • , x n ). 


根据 (3.38), (3.37), (3.36), (3.32) 和(3.35)，我们得到 


: mm < 


” 几凡伊夫列夫在其论文中指出 (UAH CCCP, 1967, 176(5): 1037—1039 (Sov. Phys. Dokl., 
1968, 12: 983)), 在 fc = 1 时，在某些具体怡况下能够从 (3.32) 得到 （ 3.38). H.A. 卡梅尼亚尔 R 改 
进了我们 S 初提出的一般证明，并把它从 * = 1 的情况推广到 * > 1 的情况 . 
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所以 


由此可知 


d 电 — _ da_ 

3^ = j = ~dxi 


=中 + const ， 


并且 


(3.39) 


(3.40) 


等式 (3.40) 表明，函数 < P ( x \ x 2 , …， rr ” 是 x 1 ， : 2 ,…，#的一阶齐次函数. 

如果除了关系式 （3.32) 和 (3.38) 还成立等式 a = a :%， 则等式 (3.39) 中的常 M 
等于零.该常 S 在一般情况下可以不等于零，其形式为 y %， 其中 V 和 V ；是/和 
Xi 之外的某些附加变 a . 

以上结果是在存在非零变 s f 的条件下得到的（这个条件要求确实发生 r 塑 
性变形过程). 

关系式 (3.34) 表明，当参 X ,具有给定的值时，在坐标为 尤的 n 维空间中， 
点 A 仅在属 T 方程为 / W ( X ,) = 0, u ;= l ,2,..., k ( k ^\) 的那些曲面时才是可能 
实现的.例如，对于满足等式 JM = 0的点 X ,,如果在所有 w + v 的情况下都有 
L ( X x ) ^ 0,则成立史’简单的公式 


“4: 


我们来考虑具有有限坐标；^且不厲于仟何曲面 fJXi ) = 0的所有可能的点. 
这些曲面在 Xa 等于某些给定值的悄况下对应给定的-阶齐次函数 


(7(^) = x'Xi. 


(3.41) 


显然，点； C / ft x * ^ 0的戍实过程中+可能实现.但是在所有/都等于零时，即在 
cr = 0时，这样的点还是可能实现的，相应过程是可逆过程. 

在空间 A 中，可以把曲面 fJXi ) = 0上的点呑做可逆过程的边界.我们还记 
得，不等式 a /0 表明过程的不可逆性.因此.不可逆过程对应着满足以下等式 的点: 

UX u Xs ) = o - 


从 （3.38) 和 (3.41) 得到条件 

7 = 5^尤餘 >0. (3.42) 

W 1 

对于所有满足 （3.34) 的点足，例如对于每一个单独的曲面/,(^)-0,这个条件都 
应当成立. 

对于选定的函数条件 （3.42) 把相应函数 A , 的符号间定下来.只要选定 
函数九，就可以认为因子 总 =1 ( 见333贞上的脚 注). 
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原理 （3.5) 和条件 a 2 ^0 (当函数 a 2 ( e ^) 是一阶齐次函数时）在本质上是类似 
的，由此可以得到类似的结论 （ L 和总的符 3), 但它们并非完全等价. 

于是，在塑性理论中应用所得结论，结果可以表示为以下 形式. 在一般情况下， 
从热力学关系式 

t ” =T 為， h = 〜( e &， 《， r ， X s )，=〜 


可知，至少存在一个关系式 


WyT 、 Xs ) = 0, (3-43) 

并且如果 < 能够取任意的值，则 

e » P i = ( 3 . 44 ) 

关系式 （3.44) 和条件 （3.43) 仅在下述悄况下才等同于关联定律，该悄况要求 
的表达式 ^ 

中的导数 dF / de ^ 等于零或者在 p = p 0 = const 时与无关，因为这时 


(3.44) 


T ” = 


V 7 


m - 0 . 


此外，如果 闲数。 不是变 a 4的一阶齐次函数，则附加关系式（假设） (3.29) 与关 
联定律（假设） (3.6) 在一般情况 F 并不等价. 


§4. 塑性体模型的一些实例 


作为喈性休模甩的一个例 Y •，我们来研究理想塑性体模型. 

. ^ 牛 ft 其 

^ ^ 細贩±的鹏应力 p T 都小于某个 E 知 ffl A :， 咖果其中某 

一个曲面微元上的切向应力等于 t 该介质微元就表现为塑性体.常置 fc 对于不同的 
具体材料一般不同，此外还与温度有关. 

因此.可以假设塑性出现于物体中 


IPrlmax = ^ 


(4.1) 


的点.条件 (4.1) 称为特雷斯卡屈服条件或屈服准则.这时，应力空间中的屈服曲面 

方程具有以下 形式： . 

/ = ^( P °) - A ： = 0， 

其中是介质给定点的最大切向应力 Prmax 通过应力张量分 fi 的表达式. 
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具有最大切向应力的我们来确定函数 ^( p lj ) 的形式和在物体中的给定点具有最大 
面微元 切向应力的面微元的方位.设 p 1 ， p 2 , P 3 是应力张董的主分 

S . 首先研究 p \ p \ p 3 各不相同的一般情况，并且认为 

p l > p 2 > p 3 . (4.2) 

对于在给定点作用于法向矢 fi •为 n ( r tl> n 2l n 3 ) 的任意面微元的切向应力 p T ， 
我们组成其平方的表达式 

P? = Pn - Pin. 

如果让坐标轴 x 1 ，： r 2 , P 指向应力张量在给定点的主方向， ® 然就可以写出（见第三 

• 參參 • • 籲參籲 

章 §4) 

Pn = Vln = (P^?) 2 ' 

现在，为了计算使相应切向应力在给定点达到®大值 P Tmax 的面微元的方位，我 
们把问题表述 如下： 志要确定通过给定点的面微元的法线的方向余弦，使表达式 

pi = ip l ) 2 ni - ( p ' n ?) 2 (4.3) 


4>( rii ) = n ? -f -f ri 3 - 1 = 0 (4.4) 

的条件下达到最大值.所提问题是计算函数 （4.3) 的条件极值的普通问题.为了求解 
这个问题，我们写出欧拉方程 

^^ = °， （45) 
uTlt 

其中 A 是拉格朗 R 乘数.方程 (4.5) 展开后的形 式为： 


( p 1 )、- 2( p ' ni ) p 1 n l + Arij = 0, 
(p 2 ) 2 n 2 — 2(p'n?)p 2 n2 + An 2 = 0, 
(p 3 ) 2 n 3 - 2(p'n?)p 3 n 3 \n 3 = 0, 

® .然，该方程组在条件 （4.4) 下具有解 


(4-6) 


n l =n 2 = 0 ， n 3 =1 ， A=(p 3 ) 2 , 

ni = n 3 = 0， fi2 = 1, A = ( p 2 ) 2 , 
n 2 = n 3 = 0, n x = 1, A = ( p 1 ) 2 . 


应当舍弃这些解，因为它们对应切向应力为零的情况，这时 g 达到最小值. 

我们来证明，在方程组（4.6)， (4.4) 的解中，至少有一个方向余弦叫等于零.其 
实，假如所有方向余弦都不等于零，则方程组 (4.6) 化为 


(^) 2 -2(p«n^+A = 0, j = l ， 2,3. 


(4.7) 
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从方程组 （4.7) 中与 j = 1, 2相对应的两个方程分别减去第三个方程，以便消去参 
M A ， 结果得到 

[( P 1 ) 2 - ( P 3 ) 2 ) - 2( p i n ?)( p 1 - p 3 ) = 0, 

[(p 2 ) 2 -(p 3 ) 2 ]-2(p i n?)(p 2 -p 3 ) = 0. 

根据假设（4.2)，这两个方程等价于 

P l + P 3 - 2 p ‘ n ? = 0, 

p 2 十 p 3 - 2p*n^ = 0. 

由此可知 

p 1 - p 2 = 0 ， 

但这与不等式 （4.2) 矛盾.所以，在求解方程组（4.6)， (4.4) 时必须认为三个方向余弦 
rii 中有一个等于零，另外两个不等于零. 

设 力 = 0, n 2 / 0, n 3 / 0, 则 （ 4.6) 中的第一个方程恒成立，另外两个方程化为 
方程 （ 4.7), 其中 j = 2, 3. 从这些方程消去 A ， 再约掉# - p 3 , 得 

P 2 + p 3 - 2(p 2 nl + p 3 n§) = 0. 


根据条件 （4.6), 这时有 

= 1 - nl ， 

所以应当从方程 

(p 2 -p 3 )(l-2n^) = 0 

计算方向余弦 n 2 . 于是，待求的解具有以下 形式： 

n i =°» 土〜二〜二 士. 

类似地可以得到解 

土 ni=n 3 = 士， n 2 = 0, 

土 n 3 = 0. 

每一个解都确定了经过应力张量的一条主轴的两个平面，它们与另外两条主轴的夹 
角分别为45°和 135°. 

把这些结果代人（4.3)，我们得到待求的切向应力极值 


Prl = 土 


一 P 3 


， Pt 2 = 土 


P 3 — 


， Pr3 = ± 


切向应力的极值 Pt 等于相应的应力张量主分量之差的一半，这两个主分量所对应的 
应力的作用面的交线是应力张量的一条主轴，该主轴正好属于切向应力的极值所对 


塑性体横型的一些实例 


应的作用面.根据条件（4.2)，切向应力的最大值为 

n - + ^ - P 3 

Pr max 一 土 之 

如果 p 1 ， p 2 , P 3 中有相同的值.例如 


(4.8) 


则应力张量的张 M 面是绕2轴的旋转曲面，所有通过 Z 轴的平面都是主平面.使 

p l -p 3 

Pr = 土 2 = Pr max 

的平面有无穷多个，所有这些平面都与一个以 2 轴为轴的圆锥面相切，该圆锥的顶 
点位于所研究的点，顶角为 90°. 

我们已经确定了函数关系 P Tm ax = 的形式，从而能够把 

经过给定点的某个确定的平面上的最大 切向应 力值通过应力 
' 张墩在该点的主分量表示出来.现在可以在三维的主应力空 

间 p 1 ， p 2 , P 3 中作出特雷斯卡屈服条件 , • 

所对应的屈服曲面 , 

f = ^)^ = 0 . 

我们指出，对称的应力张适的主分 / pi I i / F \ 丄 ) D 

fi v 可以用已知的方式通过应力张量 / L\j V\i 

的不变 fl 表示出来.所以，如果需要的 a ^ t c 

话，也可以在六维应力空间泸中提出 ^ 

特雷斯卡屈服条件所对应的屈服曲面 ^ 

的方程，其形式相当复杂. ffl 151. 特笛斯卡六棱柱和六边形 

根据特雷斯卡屈服条件，无论物质 

微元的应力状态如何，只要出现塑性状态，以下六个等式中就至少有一个等式 成立： 


图 1 M . 特笛斯卡六棱柱和六边形 


P l - P 2 = 2 k f p 1 - p 2 = -2 k , 
p 2 - p 3 = 2 A :， p 2 - p 3 = 一 2 k 、 
p 3 - p 1 = 2 k r p 3 - p l = -2 k . 


(4.9) 


所以，在主应力空间 p 1 ， p 2 , p 3 中，弹性区為的边界由六个平面 （4.9) 组成.从 
(4.9) 可以看出，在这些平面中，每两个平面平行于坐标轴之一，它们与另外两个坐标 
轴的夹角等于 45°. 平面 （4.9) 的交线平行于直线 p 1 = p 2 = p 3 . 因此，特雷斯卡屈 
服条件所对应的屈服曲面组成主应力空间中的一个六棱柱，它的面和棱平行于直线 

^=p2 =p 3 (ffl 15 1). 
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从坐标原点 p 1 = p 2 = p 3 =0 到每一个平面 (4.9) 的距离等于 


2 k 

y /\ grad ^ I 2 


= V^k, 


式中叭( 〆 ） = 0 表示这些平面的方程 (4.9). 

平面 p 1 + p 2 + P 3 = 0垂直于直线 p 1 = p 2 = p 3 . 如果 i | •算六棱柱的棱与这个平 
而的交点，则结果表明，这些点到坐标原点 p l = p 2 = p 3 = 0 的距离都等于 2 v /2 A :/ v /3. 
因此，六棱柱与平面 pi + p 2 + p 3 = 0 相交形成的六边形截面具有内切圆和外接圆， 
并且圆心都位于坐标原点.于是，六棱柱与垂直于直线 p 1 = p 2 = p 3 的平面相交，相 
应截面是正六边形，称为特雷斯卡六边形. 

弹性区是六棱柱的内部.当介质在流体静力学压强作用下发生压缩或拉伸时，应 
力状态满足 p l = p 2 = p \ 并且一直到分 a V 等于无穷大时，介质都表现为弹性体. 
加 载曲面 具有棱（在平面 p 1 + p 2 + p 3 = 0上， 弹性区 的边界 A 有角点).对于理想塑 
性材料，在温度保持不变时 fc = const > 0,特笛斯卡六边形不发生 变化； 对于强化材 
料， / c 在变形过程中随某些参位变化，特雷斯卡六边形能够发生变化. 

为了代转特 ® 斯卡屈 BS 条件，现在考虑以下加®函数 •• 

米塞斯屈服条件 

/ 的 = (P 1 - P 2 ) 2 + (P 2 -P 3 ) 2 + (P 3 -P 1 ) 2 -^?. 


对于理想塑性材料，式中的&是给定材料的某个有纲的常最或温度的函数.加载 
曲面的方程在应力张 tt 主轴下具有以下 形式： 


/ = ( p 1 - P 2 ) 2 + ( p 2 - P 3 ) 2 + ( p 3 - p 1 ) 2 - 8 kf = 0. (4.10) 


这时，可以认为物体微元仅在满足条件 (4.10) 时才表现出塑性.条件 (4.10) 称为米 
塞斯屈服条件 1】 . 


米塞斯屈服条件的物 
理意义 


容易证明，米塞斯屈服条件有一个等价的 提法： 如果经过给 
定点的正八面体表面（与所有三条主轴 p 1 , p 2 , p 3 的夹角都 
相同的平面）上的切向应力 2) p roct 达到某个极限值 


Proa = (4.11) 

介质微元就表现出塑性.其实，对于这样的平面，法向矢 M n 具有三个相同的方向 
余弦，而 n ? + n ! + = 1，所以 ni = n 2 = n 3 = l / x /3. 于是，从公式 （4.3) 直接可以 


”这个屈服条件最初是由麦克斯韦在给汤姆孙的一封信中提出的 （见: Timoshenko S.P. History 

of Strength of Materials ： With a Brief Account of the History of Theory of Elasticity and Theory of 
Structures. New York: McGraw-Hill, 1953 (S.P. 铁木生可.材料力学史.常振 楫译.上海： 上海科学 
技术出版社， 1961)). 

2 > 该切向应力简称为八面体切向应力或八面体剪应力.——译注 



得到 


. 塑性体模型的一些实例 


Prod = jKp 1 ) 2 + (P 2 ) 2 + (p 3 ) 2 - pV - pV - pV] 

= 去办 1 - P 2 ) 2 + (P 2 - P 3 ) 2 + (P 1 — P 3 ) 2 1 = f (P?】+ P?2 + P?3). 

由此可知，如果米塞斯屈服条件 (4.10) 成立，则条件 （4.11) 也成立，反之亦然. 

我们用应力偏张 S 的主分续来表述米塞斯屈服条件.众所 
应力偏张械是指分量外 ㈩ 公式和= - 少挪定 
賊张其中$ = pl + p2 + p3 = 是应力张 ft 的第- 

不变量.因为应力张 M 的所有三个主分 fl W 与应力偏张量 
的相应主分 M 少相差同一个不变 ft 夕/3,所以，无论是使用应力偏张的主分量， 
还是使用应力张最的主分 M , 米塞斯屈服条件的表述方法是相 同的： 

(5 1 - 5 2 ) 2 + (S 2 - S 3 ) 2 + (5 3 - S 1 ) 2 - 8 ib ? = 0. 

如果打开这个等式中的括号，再利用应力偏张 tt 的第一不变贵等于零的条件，就得到 


+ + I 2 (S) = 

式中 h(S) = (5 1 ) 2 + (5 2 ) 2 + (S 3 ) 2 = S^Sij 是应力偏张量的第二不变 M. 

因此，可以通过应力张 tt 的任意分景 
(不是主分 W) 把米塞斯屈服条件写为以下 \_/ 

形式： 


(4.12) 


= (p ij - Y gij ) ( p « - f = °* 


(Jp=PU^P 2 J^P^k 

^^p\+p2 + pi 


图 152. 米塞斯加载曲面是圆柱面，应力矢 
% OP 可以分解为偏应力两和球应力歹戸 


用几何方法构細 M “二 

斯屈服曲面 曲面 （4.10) 在主应 / i&lN 

力空间中是一个圆 

柱面，其母线平行于直线 p 1 = p 2 = p 3 . 因为 ^ ~ P 

应力偏张量的第一不变量等于零，所以，在图 152. 米塞斯加载曲面是圆柱面，应力矢 

主应 力空间 p 1 ， p 2 , p 3 中，分 M 为 S 1 , S 2 , S 3 Mop 可以分解为偏应力两和球应力砰 

的矢 M 应当总是位于平面 p 1 + p 2 ^ p 3 = 0 

上，该平面垂直于直线 p 1 = p 2 = p 3 . 根据方程（4.12)， 该矢最 的大小保持不变，所以 
米寒斯屈服曲面的横截面是半径为2^/2/3^的圆（图 152). 

可以利用实验来确定特雷斯卡屈服条件和米塞斯屈服条件中 
= A ㈣ ,.例如，在简单拉伸实验中，设 p 2 = p 3 = 0, 

1 P 1 # 0,在 P 1 = 时开始出现塑性变形.对于所研究的材料， 

可以根据所用屈服条件作米塞斯圆柱或特雷斯卡六棱柱，使其表面经过点 〆 •，0, 0. 
对于常 ffl A : 和 h ， 根据 （4.9) 有 p 1 * = 2 fc ， 或者根据 （4.10) 有 p u = 2心.图153 ( a ) 
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图 153. 米塞斯圆和特茁斯卡六边形的相互位罝. 
(a) 简单拉伸,& = fc; (b) 纯剪切， k t = y / 3 k /2 


给出利用给定材料的简单拉伸实验绘 
制出的米塞斯圆和特雷斯卡六边形的 
相互位置.在其他一些应力状态下，分 
别用米塞斯条件和特雷斯卡条件计算 
出来的屈服极限理论值不再相同. 

为了从上述两种屈服条件中选抒 
一种更适合给定材料的条件,需要额外 
进行实验，并且在实验中不是进行简单 
拉伸或压缩，而应实现其他某种类型的 


应力状态. 

显然，可以从最开始就利用在实验中任意选取的一条其他的加载路径來确定屈 
服极限，可以在应力空间中找到屈服曲面上的相应点，并通过这个点作出米塞斯曲面 


或特宙斯卡曲面.这样，如果进行纯剪切实验（例如薄壁圆管扭转实验)，利用特宙斯 


卡屈服条件或米塞斯屈服条件就可以得到图 153(b) 中的圆或六边形.至于 it 或幻， 


这时有 /c = r •或 fc, = r-v/3/2, 式中 f 是所给材料在纯剪切过程中的屈服极限. 

作为一个例子，我们考虑满足米寒斯屈服条件的理想塑性体 


满足米塞斯屈服条件 
的理想塑性体的封闭 
的平衡方程组 


的等温平衡，并给出用来确定应力应变状态的封闭方程组. 
首先，该方程组包括三个平衡方程 


，+ ▽#=()， 


总应变、弹性应变和塑性应变之间的六个关系式 

〜=4+4， 

弹性应变的胡克定律 

Pij = A/i(O 0 + 2^ 

和应变张 tt 的分II通过位移矢 M 的分 量的表 达式. 

在弹性区中，以及在从塑性状态卸载的过程中，我们有 

e ij = 0 - 

在塑性 区中， 

h ( S ) = |A:f t d/ 2 (5)=0, 

并且在一般情况下 ck$ 不等于零.为了使方程组封闭，可以使用关联定律 

= 2dA (Pi 厂 y%)， （ 4 . 13 ) 

和屈服条件.关联定律是一组微分方程. 



理想弹塑性材料柱形杆的扭转问题 


为了确定？^和在-般情况下可以得到一组相互关联的微分方程.然而，也 
能遇到一哗®要的简单情况，这时确定理想塑性体应力状态的问题独立于确定残余 
应变的问题. 

例如，假设我们要确定处于平衡的塑性体的平面应力状态.那 
么，根据平面应力状态的定义，总是可以这样选取笛卡儿坐标 
系: r ， y ， 使 p 33 = p 23 = p 13 = 0 ( p 3 = 0)，而 p 〗 1 ， p 22 和 p 】 2 
—般不等于零并且只依赖于 z 和 

在这种情况下，平衡方程化为以下两个 方程： 


平面应力应变状态是 
静定塑性问题 


n Y ， 

式中 X ( x , y ) m Y ( x , y ) 是质量力的分 3. 如果再补充屈服条件 


% 


(4.14) 


f ( p l \ P ，2 , P 22 . 幻，…， = 0, 


方程组就成为封闭的，由此可以确定塑性区中的 H 个非零的应力张 fi 分 M p 11 ， V 2 , 
p 22 . 所以，如果给出应力的边界条件，在平面应力状态 r 就可以独立地求解 pi 这 
时不需要应变的有关信总 . 

考虑使用屈服条件来封闭应力方程的另一个例子.设塑性体表面受到给定的应 
力 p n 的作用，塑性休处于平面应变状态并保持平衡.根据平而应变状态的定义，这 
时可以这样选取坐标轴 z ， ％ &使七=士 =七= 0,但七，£$ 2 和悉不等于零并 
且只依赖 Trr 和 y . 

我们指出，平面应力状态与平面应变状态一般互不相同.例如，在平面应力状态 
下，从关联定律 (4.13) 可知 d ^ 3 = ckl = 0,但 3 d ^ 3 = -2 dX { p n ^ p 22 ) } 所以在 一 
般情况下 〆 0. 反过来，在平面应变状态下 de § 3 = 0,并且 

P 33 = }(P U +P 22 ), (4.15) 

所以在一般情况下 P 33 一 a 从 （4.13) 可知，在平面应变状态下，应力张量的四个分 
tt p 11 ， p 22 , p 12 和矛 能够不等于零，其中每一个分 ft 都是 x 和 y 的函数.杏外质 
力在2轴上没有投影时，平衡方程在 2 轴上的投影恒成立.为了确定应力张量的 
W 个分 fl ， 我们有四个 方程： 两个甲衡方程 (4.14), 屈服条件 f ( p ' k lt ... , fc a ) = 0 
和应力张 ft 的分资之间的关系式 (4.15). 


§5. 理想弹塑性材料柱形杆的扭转问题 

我们来研究具有任意形状横截面的理想弹塑性材料柱形杆的扭转问题.坐标轴 
x , y , z 的选取如图154 所示. 
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为简单起见，我们认为没有外质量力，杆的侧面 S 
不受载荷作用，即 


在 S 上 p n = o . 


(5.1) 


在杆的两端&和 S 2 上 p n =千 p 3 _ 0,但 p 33 = 0, 
i 即在杆的两端分布有使杆保持平衡的切向应力 p 13 和 

__ P 2：, . 我们将根据问题的解来计算&和仏上的外面力 

T 分布，现在仅仅指出，上的面力归结为扭矩 M , 而 

< E , 上的面力归结为扭矩 

图 154. 弹朗性材料柱形杆扭转 M ii 够大，在杆的某些部位或:全部杆 

问题中的记9和坐标轴的选取中就会出现塑性应变.我们将在稍后研究杆的材料所 

满足的屈服条件. 

需要确定杆的应力状态和其中的位移.下面再提出一些假设，以便分别考虑求 
应力分布的问题和求位移的问题. 

2 S 2* ft * W ^** 扭转问题的解（见第九章§7)，从而认为在杆的内部和表面处 
出的假设 处都有 • 


图 154. 弹铟性材料柱形杆扭转 
问题 中的记 9和坐标轴的选取 


对应力张置的分量提 
出的假设 


p U =p 12 = p22=p33=0 , 


(5-2) 


只有待求 tt P 13 和 P 23 不等于零. 

在没有外质 fi 力时，从平衡方程在 z , y 轴的投影可知，分 ft p 13 和 p 23 不应依 
赖于所以平衡方程在 2 轴的投影具有以下 形式： 


W y ) 

dx 


^^=0. 

❼ y 


(5.3) 


应力函数如果引人应力函数多 ( x , y ), 使分 M p 13 和 p 23 表示为 

13 d 多 23 d 多 

P = 瓦’ P 二-石' 


(5-4) 


则方程 (5.3) 恒 成立. • 

根据等式 (5.2) 和坐标轴的选取方法,杆侧面 S 上的边界条件 (5.1) 在: r 轴和？ / 
轴上的投影恒成立，在 2 轴上的投影化为杆的横截面的边界 C 上的条件 1】 


p ja cos ( n , x ) + p 23 cos ( n , y ) = 


6 -§- cos ( n , x ) _ cos ( n , y ) 


d 多 ( 、丄 d 多 ( 、 d ， 

cosh y )^— cos ( s , x ) = — 


U 在 第九章 §7 中有类似的条件. 
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杆两端的边界条件将在以后考虑. 

如果杆的横截面是单连通的，就可以把条件 (5.5) 写为 

在 C 上 .^( x , y ) = 0, 


(5-5) 

(5.6) 


因为函数多( X ， y ) 只能确定到相差一个常 fi . 如果杆的横截面具有若干个封闭边界， 
就可以认为在 其中一 个封闭边界上多= 0,在其余封闭边界上多= G ， 式中 G 是 
需要在求解过程中确定的某些常量 • 为简单起见，下面只考虑单连通横截面杆的扭 
转问题. 

现在研究杆的材料可能满足的屈服条件.根据所提假设（ 5 . 2 )，杆的横截 
屈服条件面上的切向应力值的平方等于 （ P 13 ) 2 + ( P 23 ) 2 . 按照理想塑性材料的屈服 
条件，我们认为杆在 

( P 13 ) 2 + ( p 23 ) 2 < kl 


时处于弹性状态，在 


(P 13 ) 2 + (P 23 ) 2 = ^ 


(5-7) 


时处于塑性状态，式中岣是该材料的给定常 ft . 

我们来证明，在所研究的这个问题中，屈服条件（5.7)、特雷 
斯卡屈服条件和米塞斯屈服条件在形式上完全一样. 

特獅卡腿条件观通过应力张 fl •触分 s ： p 1 ,武 P 3 
( p 1 > p 2 > p 3 ) 写为以下 形式： 



式中&是给定常 a ， 它等 t 可能的最大应力. 

应力张 M 的主分 ft 是特征方程 

A Op 13 

0 A p 23 = A 3 - [( p 13 ) 2 + ( p 23 ) 2 ]A = 0 
P 13 P 23 A 

的根.因为 p 1 > p 2 〉 p 3 , 所以 . 

p l = vV 3 ) 2 + ( p 23 ) 2 , P 2 =0, p 3 = _ v /( p 13 ) 2 + ( P 23 ) 2 . 

因此，上述问题中的特雷斯卡屈服条件为 

P Tma x = ViP 13 ) 2 + (p 23 ) 2 = h (5.8) 

其形式与屈服条件 （5.7) 相同. 
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现在考虑米塞斯屈服条件 

(p ，j - y5 <J ) (Pij - f - (5 9) 

闵为在我们的问题中夕= 0,所以这个条件化为 

内‘广 2[( p 13 ) 2 + ( p M ) 2 l = | 吃 

即此时也得到条件 （5.7). 在上述扭转问题中，杆的材料可以是各种各样的，它既可 
以服从特雷斯卡屈服条件，也可以服从米塞斯屈服条件，还可以是满足其他屈服条件 
的各向同性材料. 

显然， 对于各项同性理想塑性体，形如 

/(/ i , / 2 , / 3 ) = 0 (5.10) 

的仟何屈服条件在上述问题中都化为等式/ 2 = ( p ,3 ) 2 + ( p 23 ) 2 = const , 因为在扭转 
过程中 A = / 3 = 0. 

W 此，在上述扭转问题中，利用所选坐标系可以把特 W 斯卡屈服条件（5.8)、米 
塞斯屈服条件 (5.9) 以及各项同性材料的一般形 式的屈 服条件 (5.10) 表述为—吵 

形式: 

• • 

( p 13 ) 2 4- ( p 23 ) 2 = const . 

对于服从特雷斯卡屈服条件的材料， 

const = A: 2 =p2 max ； 


对于服从米塞斯屈服条件的材料， 



在上述问题中，对同一根杆总是成立等式 

3 

P?oct max - pi max- (5.11 〉 

对于服从特茁斯卡屈服条件的杆，可以给出 P ? max , 而对于服从米塞斯屈服条件的杆, 
可以给出 p 2 roct max . 在上述问题中，米塞斯条件和特雷斯卡条件对于不同的杆是相 
[口1的，因为不同模型中的给定物理常 M 之间的关系满足等式 (5.11) 或与之等价的等 
式 A: 2 = 4/cf/3. 


用来确定塑性状态的 
方程组 


当杆的全部材料都处于塑性状态时，为了求解问题,我们有公 
式（5.4)、屈服条件 (5.7) 和边界条件 (5.6). 利用它们就能够 
求出分 S P 13 和 P 23 , 并且相关计算独立于求解应变的问题. 


这个问题就像平而应力问题和平面应变问题（见 §4) 那样是静定塑性问题. 


闹 155. ( a ) 曲面 2 = .^( x , y ) 的 If 高线在; ry 平而上的投影， （ b ) 等倾斜面 2 = .^( x , y ) 


肖屈 服条件中的常 a 满足等式 (5.11) 0^,特雷斯卡加载曲面与米塞斯加载曲面 
在上述问题的解所对应的点相切（见图 153( b )). 所以，如果使用关联定律，则无论杆 
的材料服从特黹斯卡屈服条件还是服从米塞斯屈服条件，杆受到扭转时的应力应变 
状态都是相同的. 


在确定塑性区应力状 
态时利用应力函数提 
出问题 


当杆的材料处于塑性状态时，为了求解杆的应力状态，利用屈 
服条件 （5.7) 可以得到应力函数 .^( x , y ) 的方程，其形式为 

Igrad ^ l 2 = (答) + (篆) =Prmax = c ° nst . (5.12) 


当单连通截面杆的全部材料都处于塑性状态时，应力函数完全取决于方程 （5.12) 和 


边界条件 (5.6). 


等倾斜面是所提问题 
的解 


其实，为了求出应力函数，这时必须求出张于边界 C 的这样 
的曲面 

z = ^( x , y) y 


它满足条件 


| grad .^\ 2 = (^^) = tan 2 0 = const , 


式中 n 是等岛线 2 = const 在; ry 平面内的法向矢 M ， 是曲面 z = y ) 的切平 
而与 o：2 /平面之间的夹角（阁 155). 由此显然可知，待求曲面 2 = .^( x , y ) 是张于横 
截面边界 C 的倾角为常数 （/? = const ) 的曲面. 

为了作出这样的曲面，可以利用沙堆比拟，其根据如下.如果在重力场中 
把一些颗粒物（沙子）倾倒在水平面上边界为 C 的区域上，并且颗粒之 
间只有 T 摩擦，则在保持平衡的极限情况下，这堆颗粒物的外表面就是等倾斜面，其 
倾角等于摩擦角. 

因此，只要对颗粒物进行实验，即可求出应力函数 ^( x , y ). 

对于不同的 tan 2 ^ (摩擦因子 M ), 相应 解的区 别只是坐标 2 = ^( x , y ) 具有不 
同的比例因子.可以把恒定值 tan 2 0 看做决定曲面 2 =多(: r ， y ) 沿 2 轴的比例尺的 
—个量. 




第十章塑性力学 


An = const , 因为 产、 . *^ 2 = const 

An 

图 156. 等商线 z = .^( x , y ) = const 在 
xy 平面 t 的投影 



图 157. 杆发生弹塑性扭转时的横截面和 
等高线多= const , 弹性区位于2以内 


xy 平面上的等离线必须指出，在塑性状态下，等高线 2 = ^-( x , y ) = const 在/ 
V ) = const 的平面上的投影组成一族等距离曲线，因为在；平面上，根据 
性质 (5.12), 加载函数在曲线 .^( x , y ) = const 的法线方向上的导数 

沿该曲线处处相同（图 156). 

对于在每一点只有唯一法向矢 M n 的光滑曲线 C ， 我们可以给出这样的结论. 
如果边界 C 7 具有角点一凹角或凸角，则 fi 好把这样的边界荇做相应光滑曲线 G 
的极限.这时，曲面 2 = .^( x , y ) 在边界 (7 的角点附近具有棱，并且在棱的两侧，切 
平面具有不同的方向，就像底面为多边形的金字塔那样. 

利用沙堆实验可以很好地说明解的这些性质.这时必须注意，在求解弹塑性杆 
杻转问题时，在杆的横截面上-般可以得到弹性 K 和塑性 K . 下面将证明， 在边界 C 
的凸角附近总是弹性 


计算应力张置的分置 


在塑性区和弹性区中都成立公式 （5.4), 由此立刻可知，: ry 平 
面上的以下矢 tt 互相 垂直： 


p r = p 13 i + p 23 j , 


grad^ = 


d 穸 . • 


所以，矢 M 化显然指向/平面上的等高线 ^(x, y) = const 的切线方向.此外，矢 
&Pr 在塑性区中具有恒定值 p rmax . 显然，矢 fi P T 的方向取决于外部扭矩 M 的 
方向. W 此，只要知道曲面2 =多 Or , y ), 就总是可以求出分量 P 13 和 P 23 . 

设扭矩 M 的值足够大，使杆的部分材料表现为弹性体，我们来 
研究如何确定这时的应力状态.我们用义表示杆的横截面上 
的弹性区边界（图157)，其形状必须根据问题的解来确定.在一般情况下，弹性区可 
以由若干个单独的部分组成，也可以包含边界 C 的某些部分. 

如果弹性区不包括边界 C 的点，在塑性区中就可以使用前面对应力得到的解， 
它与弹性区的形状无关.塑性区中的应力函数 .^( x , y ) 满足方程 （5.12) 和边界 C 上 
的条件多 ■ = 0. 

为了计算弹性区中的应力和位移.我们使用第九章§7中关于弹性杆扭转问题 
的研究结果.在弹性区内部,按照公式 (5.4) 引人的应力函数 ,^(x, y) 应当满足泊松 
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方程 


d 2 多 d 2 ^ 。 

# +瓦 T — 2 邱， 


(5.13) 


式中 a 是杆的扭角，//是杆的材料的拉梅系数（见第九章公式 （7.19) 和 （7.21)). 

根据应力张量的分董 P 13 和 P 23 在杆中分布的连续性，在弹性区和塑性区的边 
界幺上应当成立等式 

d^ e d.^ e d .^ tc 

1 = 1， = (514) 

式中多 e 和 .0* 分别表示弹性区和塑性区中的应力函数.从 (5.14) 可知，在边界义 
上应当成立等式 

. 笑 e = ■声 p + const, 

或者， W 为相应常 tt 对于弹性 K 中的应力函数并不重要，所以可以认为边界义上的 
应力闲数值多 c 和多 p 相等， 


在义上 


多 p . 


因此，确定受扭弹塑性杆在扭角等于 a 时的应力状态的问题归结为以下数学问 
题: 需要求出这样的函数多 ( x , y ), 它在边界 C 上等于零，它和它的一阶导数在边界 
C 的内部处处连续，并且 | grad ^|^^; 此外，函数多■(: r ， y ) 在 | grad ^|< fc 0 的区 
域中应当满足泊松方程 (5.13). 

力期 I 截面 s 上的作用力的合力 ft 等于零•其实，根据边界 
C 上的条件多= 0,我们有 

^ = JPr ^ = J ( p l3 * + p 23 i ) d<r = J (答 ti 一签 i ) d(T 

E i ： J ： 

=J ^[ cos ( n , y)t — cos ( n , x ) j \ ds = 0. 

c 

扭矩公式我们来计算扭矩值 A /. 根据公式 (5.4), 我们有 

m = j ( xp2z - vpi3 、 da=z ~ I + y D da ‘ 


因为 


所以 


d •罗 d 穿 d.^x d 多 y n _ 

% 切 n+i — 2 氣 


J .^[ xcos ( n , x ) + 2 / cos ( n , t/)j ds + 2 J ^ da . 
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对于单连通截曲 S ， 根据边界 C 上的条件多= 0,最终得到公式 



(5.15) 


它类似于第九章的公式 (7.25). 公式 (5.15) 表明，可以把量 M 解释为曲面2 =多 ( n ) 
勺它在平面 2 = 0上的投影5：(即杆的相应横截面）之间的区域的体积的两倍 • 

为了确定受到扭转的杆的应力状态而提出的上述弹塑性问题是一个复杂的数学 
问题，仅在杆的横截面具有某些简单形状时才能得到得这个问题的解析解.例如，很 
容易解决阓形截面杆的相应问题（见361页). 

划田小俗 ㈣ 打獅 

来解决以 上问亂 其实，在弹性 k 中求应力_的_•类似 
于求受到均匀分布载荷作用的常张力薄膜的挠度的问题，这 
时载荷强度4与张力 ： T 一般应满足条件 


2 … A ， 

并且薄膜应同定在形状与杆的横截面边界相同的封闭曲线 C 上（见第九章 §7) .在 
塑性区中，对上述问题可以应用沙堆比拟. 

所以，为了解决弹塑性问题，可以进行由 A . 纳达依提出的以下实验（图 158) .将 
颗粒物堆迓在一张具有受扭杆横截面形状的水平放》的卡片上，以便形成一个等倾 
角的坡面，然后用某种透明材料制成一个刚性盖子，使它具有这个坡面的形状.在盖 

子底部固定一块薄膜.在薄膜外侧施加均匀分布的压强.当 
压强达到某个值后，薄膜开始贴到盖子上，并且随符压强的 
增加，越来越多的部分将贴到盖子上并固定下来. 

对于部分发生塑性变形的杆，薄膜贴到盖子上的部分 
和没有貼到盖子上的自由部分组成应力函数 ^( x , 2/) 所对 
应的曲面，这两部分薄膜的分界线记为义.在杆的横截面 
所在的: ry 平面上，弹性区与塑性区的分界线就是曲线 if 
在: cy 平面上的投影. 

根据公式（5.15)，相应扭矩值在精确到相差一个比例 
系数时等于水平面: ry 与应力函数 多( X ， v ) 的实验结果所 
对应的曲面之间的区域的体积的两倍.可以指出两个有代 
表性的扭矩值 A /: —个是薄膜刚刚贴到盖子上时的扭矩舉-审 M lim , 这时材料开始 
向塑性状态 变化； 另一个是全部薄膜都贴在盖子上时的扭'矩¥¥箄 M cr , 这时杆的全 
部材料都处于塑性状态. ’’’ 

利用沙堆比拟和薄膜比拟还可以看出，对于任何扭角 a ， 在边界 C 的凸角附近 
总有一部分弹性区（图 159). 其实，如果分布在薄膜上的载荷 g 是有限的，薄膜就不 
会贴在盖子的凸起的棱上. 



W 158. 曲面 * =，(*,*/) 
由刚性盖子的部分表面（用 
和 CD 表示）和部分薄 
膜 B ^ C 组成.曲线 if 对应 
弹性区与塑性区的交界线 
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图 159. 具有凸角的横截面 
(阴影部分是弹性区） 



阉 160. 具有凹角的横截而 
(阴影部分是弹性区） 


如果在边界 C 上有凹角（阁 160), 则无论载荷 g (扭角 a ) 有多小，薄膜显然都 
会贴在曲面 2 y ) 上的相应的棱上，所以在这样的凹角附近瞬间就会出现塑 

性区.凹角附近的弹性解具有无限大应力，塑性区的出现保证了应力的有限性.如果 
扭角很小，则塑性区一般也很小. 

_ . _ 现在，设受扭弹塑性杆的应力状态已经用上述方法计算出来, 

_来研究如何计算杆中的位移.为了计算位移我们认为， 
杆在初始的无变形状态下不受应力的作用,不断增长的外部 
载荷仅仅归结为作用于杆的两端的扭矩，并且每一个中间状态都是平衡状态，从而 
可以使用相应扭转问题的结果来计算给定中间载荷所对应的应力.此外还认为，杆 
中的总应变一弹性应变和塑性应变一很小. 

考虑杆的横截面上的某一个任意点 A 如果这个点位于弹性区，就可以利用胡 
克定律从应力张贵单值地计算出点的应变张 M : 

fu 一 £22—f 33 _q 2 _0 ， £ 13 - -^7 - 2^ ^ ， 

p 23 1 d^(x y y) 

e 奶- 

显然，和化这时只依赖于: c 和 y , 但不依赖于 
这时，可以用圣维南公式计算位移矢 ffl 的 分量: 


^33 = ^12 = ^ 




扣 1 = 一 azy ， w 2 = azx , w 3 = f ( x , y ), (5.16) 

式中 a 是扭角.其实，容易证明，只要 hi = e 22 = e 33 = e 12 = 0， e 13 # 0， e 23 _ 0,并 
且和只依赖于 z 和2/，我们就总是可以用圣维南公式来计算位移.在上述情 
况下，位移应当是以下方程 的解： 


^ 11 dx 0> 522 dy °* 633 dz 0l 

(5.17) 

〜=去(砮 + 尝) =。， 

(5.18) 

£l3(l ' y ) = I (尝 + 尝)， 

(5.19) 

_ — 1( 尝 + 穿)， 

(5.20) 




式中 qjn ) 和 ^23(^ y ) 是已知的函数.从 (5-17) 直接可知 

切 1 =议 1 ( 2 /，：）， w 2 = w 2 { x y z ), w 3 = w 3 ( x , y ). 
进一步，从 (5.18) 可知 


= /! W ， 


式中 fi ( z ) & z 的任意函数,所以 


^1 = -/iWy + f 2( z )， w 2 = M z ) x + , 3 ( z )， ( 5 . 21 ) 

式中 / 2 和 / 3 是 2 的任意函数. 

取 （5.19) 和 （5.20) 对 2 的导数，利用 （5.21) 得 

-fxV + 12 = 0, f['x + = 0. 

由此可见， / r , #应当等于零，即 

f x = Q2 + Cl , f 2 = C 2 Z + C 3 , / 3 = C4Z + C6, 

式中 a , C 7 2 , C 3 , C 4 , C 5 是任意常 fi . 对于位移矢疳的 分®， 可以得到以下 公式: 

w l = -ctzy — C\y + C22 4 - C3, 

w 2 = cxxz + C\X + C^z + Cs , (5.22) 

w 3 = /( x » y) ~ c ^v ~ C 2X + c 6 , 

其中 C 6 = const , 并且从待求函数 /( z , y ) 中专门提取出了对 z 和的线性部分.在 
公式 （5.22) 中，: r ， 2/和 2 的线性项是齐次函数 （5.17) — (5.20) 的通解，它们代表杆的 
刚体位移（见第九章 §3). 

因此，使用公式 (5.16) 可以计算受扭弹性杆的位移，结果精确到相差杆的刚体 
位移 • 

直接求解微分方程 


I 


ay 4- 


P13 d f 

7 ， 瓦 




(5.23) 


即可计算出弹性 K 中的扭转函数 / Or , 以. 

如果点4位于塑性区，则该点的应变等于弹性应变与塑性应变之和，相应的应 
变张量分量等于 ■ * * 

£ ij = e ij + £ ij- 

如果弹性性质与塑性应变无关，则无论是在槊性区还是在弹性区，弹性应变与应力 
之间的关系是相同的，并且 

= ― 1 - 
e 23 P23 


(5.24) 
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塑性应变在一般情况下与加载路径有关.如 h 所述,在单调递增的扭矩 M 的作 
用下，杆的应变满足条件 

dfj ! = ( k ^’ 2 = d ^33 = = 0， d £ j 3 = 2 p 13 dA , = 2 p 2 3 

消去参 a dA ， 我们得到塑性应变增量与应力张 a 分量之间的关 系式： 


在杆的横截面上属于塑性区的每一点，因为 Pl 3 和 p 23 在杆扭转过程中保持不变，似 
应变可以很小，所以我们有 

- -^^23 = const ， 

P23 

式中和 P 2:< 只依赖于2：和 y . 在弹性 区边界 正好经过所研究的点>1的那个时刻， 
塑性应变 和同时等于芩，所以积 分常量 等于零，即 


^3 - ^ = 0. 

从 （5.24) 和 (5.25) 玎知，总应变这时应当满足关系式 


(5.25) 


hi = Eli 

e 23 PT\ 


(5.26) 


在用来确定位移的方程组 


*> 




中，这时有部分方程与弹性位移的方程 （5.17) — (5.18) 相同: 


dw l 

= 


鸷 =。， 


去(鸷 + 尝) =。， 


(5.27) 


但其余方程与 （5.19) 和 （5.20) 不同.根据（5.26)，这些方程被替换为一个 方程: 

dw x dw 3 
dz dx = P13 

dw 2 dw 3 p 2 3 
dz + dy 


(5.28) 


方程 （5.28) 的右侧是已知的，只依赖于: c 和 2/. 

在发生塑性变形时，总位移矢量1/;的分 M 应当是方程（5.27)， （5.28) 的解.这时 
应当考虑到，总应变张量的分 fi 是连续增长的，并且对给定的物质微元而言，在出现 
最大切向应力的时刻，总位移等于弹性位移.应力达到 p Tmax = k 以后，弹性应变和 
弹性位移被岡定下来，如果扭矩继续增长，则给定点的塑性应变张量的分量将随之 
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增长，据此就可以确定总位移 矢量的 分量. 

因为方程 （5.27) 与方程 （5.17) — (5.18) 相同，它们对弹性区和塑性区都适用，所 
以由此得到的结果 (5.21) 在这里仍然成立，于是 

切I = -/i ⑷ y + ,2(名)， w 2 = fi( z ) x + fs( z h ^3 = f( x f v)- 

从应力问题的解可知，在每一个横截面上，对于任何 z 都存在弹性区，并且在 z 
轴固定时在弹性区中成立公式 

w x = —azy 、 w 2 = olzx. 

在一般情况下，无论是在塑性区中还是在弹性区中，函数八，/ 2 , / 3 只可能依赖于2, 
由此显然可知，出塑性位移从零开始（塑性区与弹性区分界线上的塑性位移等于零) 
连续增长时，在塑性区和弹性区中都成立公式 


SM 


/2(幻=/ 3 («) = 0. 


可以利用方程 (5.28) 来确定函数 /( z ，！/)• 根据 ％ ，叫，叫 的公式，在弹性区和塑性 
区中都可以把方程 (5.28) 写为以下 形式： 


P 23 (^- aj / ) = Pl 3 ( i +QX )- 


(5.29) 


在弹性状态下，分 ft P 13 和 P 23 在给定点的变化正比于扭角 a 或扭矩 M ， 而在出现 

塑性状态之后， p 13 和 p 23 在固定点的值保 
y \ r 持不变. 

很容易把方程 (5.29) 变换为另外一种 

(( 简单的几何解释. 

\ -/ 用7表示应力矢量 p r = p 13 i + p 23 ：/ 

_与 a : 轴之间的夹角（图161)，于是 

^-- Pi3 =Pr cos 7, p 23 = p T sin 7 ， 

图 161. 用于解释方程 (5.29) COS7 = cos(p T ， x) = - cos(n, 2 /), 

sin 7 = cos(p r , y ) = cos(n, x ). 


因此，可以把方程 (5.29) 表示为以下 形式： 

髮 cos(n, x) + ^ cos(n t y ) = a[ycos(p T , y ) +xcos(p T , x)] 


装= 


(5.30) 


式中 TV 是给定点 4 的矢量 r = xi - t - yj 在方向 p T 上的投影.应力 p T 指向曲线族 


. 理想弹塑性材料柱形杆的扭转问题 


.9 = const 的切线方向，投影 r T 对于塑性区中曲线族多= const 的一条公共法线 1〉 
n 上的所有的点4都是相同的.所以，沿给定法线 n 从弹性区边界 f 上的点 A ) 
到所研究的点4对方程 (5.30) 进行积分，我们得到 

/ = ar T n + / c , (5.31) 

式中尸是 /(A y ) 在点如的值，这个值来 A 弹性问题的解，并且只要知道边界(7, 
就知道 r T . 

因此，如果已经求出受到扭转的杆的横截面在弹性区的翘曲和弹性区的边界，利 
用 (5.31) 就可以计算横截面在塑性区的翘曲 /(A y ). 显然，横截面在塑性区的翘曲 
沿横截面边界 C 的任何法线方向按线性规律变化.如果杆的横截面具有两条对称 
轴，并且坐标原点 O 固定于它们的交点，则在这两条对称轴上有 

尸=尸= 0. 

其实，对于对称轴上的点有 r r = 0, /p =广.此外，如果让 a : 和2/坐标轴指向对称轴 
方向，则从 (5.23) 直接可知，尸在这些方向上的变化等于零（因为 p T 垂直于这两条 
对称轴 

随若扭矩 A / 或扭角 a 的增长，弹性区边界 if 会发生复杂的变化，使 tt /的值 
也发生 复杂的 变化，所以横截面在塑性区中的翘曲在一般情况下不与扭角 a 成正比. 

作为一个例子，我们来研究半径为 a 的圆形截面杆的扭转.若 
____ ffl 角 a 足够小,杆的材料就表现为弹性材料，切向应力 p T 与 a 
之间的关系满足等式（见278页） 

Pt =㈣ ， 


式中 r = 显然，当 a 等于 

V k 
a = 一 

时，切向应力在杆的横截面的边界 C 上达到极限值 fc , 而在 a > a •时，杆的部分材 
料进入塑性状态. 

根据轴对称性，弹性区与塑性区的交界线义是 C 的同心圆.我们用 p 来表示 
这个圆的半径.显然，对于某个给定的 a (a > a *), 弹性区半径等于 

p = —. (5.32) 


我们指出，由法线组成的直线族是方程 (5.29) 的特征线族，因为沿法线有 


dy _ coe ( n , y ) _ p 13 

dr cos ( n , x ) p 23 


并且仅用方程 (5.30) 无法在 n 的左右两倒单值地确定偏导数 df / dx 和 df / dy , 从方程 （5.30) 只 
能得到/沿 n 的增童. 
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显然，半径 p 仅在 a — oc 时才可能等于零，所以对于任何有限的扭角 a ， 在杆中都 
存在弹性区. 

在 p < r < a 的塑性区中，曲面 2 = y ) 是底面边界为 C 的圆锥面的一部 
分，该圆锥母线与0：2/平面的夹角的正切等于 fc . 所以，塑性区中的应力函数为 

y ) = k(a - r ). 

在◦彡 r < p 的弹性区中，应力函数应当是泊松方程 （5.13) 的解.闵此，根据第 
九章§7中的公式（7.20)， （7.17) 和（7.12)，应力函数应当具有以下 形式： 

T*2 

^ c ( Xj 2 /) = — —/xa + const . 

应力函数在 r = P 的弹性 K 边界义上连续， 

= .， e ， 


所以 

^ = yMa ( p 2 - r 2 ) + A;(o - p ). 
给定扭角 a 所对应的扭矩值可按公式 (5.15) 计算，结果是 


4 兀 (/ ^°rdr + J .^ p rdr^j = 吾兀灸 (a 3 - +〆) . 


(5.33) 


我们指出，在计算 M 时使用了弹性 K 半径公式 （5.32). 扭矩在 p — 0时趋于临界值 

2 

M cr = jTrfca 3 . 

当杆的外表面上的切向应力达到极限值时，在公式 (5.33) 中令 p = a , 可以得到扭矩 
的极限值 

Min. = 

容易#出，受扭圆杆的横截面不发生翘曲.这个问题的解之所以变得非常简单， 


是因为弹性区的形状根据对称性是已知的. 
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§1. 弹性力学平 面问题 

现在研究弹性力学中的一些平面问题.在平面问题中，只要适当选择笛卡儿坐标 
系 xyz , 待求函数的重要空间自变 M 就只包括: r 和 y . 这时，状态和运动的特 征量或 
者根本弓坐标2无关，或者对坐标 2 只有很简单的已知的依赖关系.平面问题理论 
包括平面应变问题、平面应力问题和广义平面应力问题，相应定义将在下文中给出. 

下面只在线性、小变形的提法下考虑静力学问题或准静态问题.在准静态问题 
的解中，时间只能以参量的形式出现. 

按照定义，在平面问题中同时成立两组 等式： 应力张摄的 分最满 足第一组等式 

Pll = Pll(: ， 2 /)， P 22 = ? 22 (^» 2/)i P 12 = Pl 2 (Z ， 2 /)， ，、 

( 1 . 1 ) 

P 33 = ?33(^. 2/)» Pl3 = P23 = 0 ， 

应变张量的分量满足第二组等式 

^11 = Ql ( 工， V )， ^22 = V)> ^12 = ^ 12 (^ V)y , 、 

( 1 . 2 ) 

^33 = ^33^^ 2/)» ^13 = e 23 = 0 - 

我们仅限于研究符合这些条件的平面问题 . 

在一般情况下，平面问题的这个定义并不涉及应力与应变之间的关系式和介质 

平面问题的这个足够一般的定义还0了以推广.例如，可以 参见： 
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的性质.然而，在这样或那样的条件下是否能够实现平面问题，这就与所采用的连续 
介质模型有密切关系了. 

我们现在考虑，在平面问题中能够对基本方程进行哪些简化. 

在下面应用平面问题理论时，我们只考虑可以引人相对于初 
始状态的位移的情况.这时，可以把应变张 a 通过位移表示 
* 出来，还可以使用应变协调方程.对于平面问题（1.2)，六个 

圣维南协调方程 R”u = 0 (见第二章 §5) 化为以下四个 方程： 


平面问题中的位移分 


护 g i : 
办 2 


^22 一 0^1： 


dxdy 、 


d 2 e 


(].3) 


(1.4) 


其余两个协调方程恒成立.从 （1.4) 可知， e 33 只可能是: r 和 y 的线性 函数: 

e 33 = ^ = Ax + By 十 c, 

式中牵故 c 是常 S . 所以，位移沿 2 轴的分 M 具有以下 形式： 

W - (Ax + By + C)z -f f ( x , y) t 

式中 /( x ， y ) 是任意函数.根据平面问题的定义 （1.2), 我们有 

\ (du dw \ \ (dv dw \ 

= + =0 ， £23= 2\d~z + d^) 


(1.5) 


0, 


所以应当把位移矢 tt 的分* u 和 t ; 表示为 

2 2 




v = -B— - 以 x ， y)z-^u 2 (x t y), 

式中 々( a :， y ) 和 o ; 2 ( x , y ) 是任意函数 • 

接下来，为了求出任意函数 /(A 2/)，丙为 


du dv du dv { x 

$ = e n ( u )， 瓦〜(工， y )， 瓦 + 办， y )， 


所以有 


Qi ( 工， y ) = ^ f ’“( x 、 y ) z 、 

^ 22 (®. 1 /) = ^ - O , 2/)2， 

ei 2( x ， y )= 吾(勢 + 尝)一 y)z - 



由此直接得到 


f】：=m 


即 w 的表达式 （1.5) 中的任意函数 / Or , 2/) 应当是其自变量的线性函数. 


/( 工， 2/) 




式中 a , 6, c 是常量.容易证明，这样确定下来的函数 /( o :， y ) 对应物体的刚体运动， 
所以在研究变形时可以认为/ = 0. 

因此，在平面问题的一般情况下，如果不考虑应力张 fi 的分 M 与应变张 量的分 
最之间的关系，则位移 分董可 以表示为以下 形式： 


u = - A Y + u !( x ， 2/)， 

z 2 

V= — By +(J 2 (X ， J /)， 

w = (Ax + By + C ) z . 


( 1 . 6 ) 


可以把函数 ^( x , I /), a ; 2 ( x , y ) 解释为平面 2 = 0 上的位移矢 M 的分 tt . M 然， 
它们与应变张 坫的分 tt e n , e 22 , 之间的关系为 


dwi 1 (duj 1 doj 2 \ 

6u = m、 622 = Cl2= 2 Vair + ^J- 


(1.7) 


线性弹性体平面问题在 T •面问题（1.1)， （1.2) 中可以把胡克定律写为以下 形式: 

中与~的关系 

j 3 P ,,= A / 1 K ) + 2 ^ llt 

# 

p 22 = XI 1 (^) -♦- 2供 22 、 

P33 = A/i(^) + 2/1£ 33 » 
p 12 = 2/ie 12 , P 13 = P 23 = 

e 13 = e 23 = 0， 

或者， 因为& 是: r 和2/的线性函数，所以 


Pn = ^(^11 + ^ 22 ) + 2 ^n + + By + C), 

P22 =入 kii + 芒 22) + 2 /i £ 22 + X{Ax + By + C), 
P12 = 2 ^12» 

P33 = A (^n +^22) + (A + 2 fi)(Ax + By -\- C ). 


( 1 . 8 ) 


如果用应力张量的分量表示应变张量的分量，就可以把这些关系式写为另外一种 
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形式: 


e ll = 


E 

- a 2 


E 


Pn - 
P22 - 


^ p22 ) 


Pn 


)， 


E 


P \2 


£33 = ^ + -f- C = — [P33 - a(p u + p 22 )\. 


式中 


P11 = Pii — K Ax By-i-C), P22 = P22 - K Ax + By + C). 
E = //(3 A + 2/ i)/(A + fi ) 是杨氏模 fl ， a = A /2 (A + / z ) 是泊松比. 

把这些关系式代人协调方程（1.3)，得 


贝尔特拉米一米切尔 
方程 

式中 


炉 Pi 】 


d 2 P 22 

dx 2 


d2 P\2 

dxdy 




(1.9) 


( 1 . 10 ) 


P = Pu +P22 - 

这个方程是线性弹性体平面问题中的应力协调方程，它在这种情况下可以代钾贝尔 
特拉米一米切尔方程. 

平面问题中的平衡方程具有以下 形式： 

平面问题中的外体积 


d Pn , 办 12 
dx dy 


尺= 0, 


d P \2 


dx 


+ 


%十 0 , 


(l.H) 


力和外面力所应满足 

其中体积力在 a : 轴和 J / 轴上的投影应当只是 a : 和 y 的函数. 
平面问题中的第三个平衡方程仅在 


F, =0 

时才成立，这时体积力在2轴上的投影应当等于零. 

平面问题中的应力边界条件具有以下形式 •_ 

Pn cos ( n , x ) + p 12 cos ( n , y ) = p nl , 

p 12 cos ( n ， x )- fP22cos ( n , y ) = p n2 , (1.12) 

P33 cos ( n ， 2) = p ^. 

通常（但也有例外)，平面问题的研究对象是母线平行于 z 轴的柱形物体.这时， 
在物体侧面上 cos ( n , z ) = 0,所以在侧面上应当成立等式 

Pn 3 = 0 - 

下面只考虑柱形物体变形的平面问题，并且物体侧面上的给定外力分布总是满 
足所需条件. 
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平面问题中的边界条件也能够通过位移表述出来 • 

、 如果有一个母线平行于2轴的柱形物体，其横截面的边界为 

力学平面问理 W c ， 侧面上的应力〜， p n 2 m X ^ y 的给定函数，而 Pn3 = 0, 

• 那么，只要在边界为 C 的区 域中求解方程 （1.11) 和（1.10)， 

使这三个方程的解满足边界 c 上的条件（1.12)，就可以确定物体内部的应力张最的 
分置 Pll ， Pl 2, P 22. 

然后可以用胡克定律 （1.9) 来计算应变张量的分量 e u , Q 2 , 心 2 ,并且分 M e 12 是 
唯一确定的，而分讀 e u 和 e 22 只能确定到相差: r 和 y 的一个任意的线性函数.如 
果按照 （1.9) 中的 S 后一个关系式给出 p 33 或 e 33 , 就可以把: r 和 y 的这个线性函数 
固定下来. 

此后可以用公式 （1.6) 来计算位移矢量 ti ; 的分量，其中的函数 々( a :, y ) 

可以根据已知的 fu ， e 22 , 通过求解方程 （1.7) 计算出来，但结果只能确定到相差 
平面位移，这对应着物体在: ry 平面上的平而运动. 

我们 W —次强调，如果在物体侧面上仅仅给出应力边界条件，则 （1.6) 和 (1.8) 
中的常 M 4, B ， C 仍然是不确定的. 

t 在乎 面应变状态下（在发生平面变形时)，按照定义可以认为 

平面应变状态 

e 33 = 0, -4 = B = C = 0. (1.13) 

胡克定律 （1.8) 的形式化为 

Pn = M £ u + e 22 ) + 2# ii ， 

p 22 =入 (fu + £ 22 ) + 2供 22 , ( U 4) 

Pl 2 = 2 /^12- 

分 fl p 33 可由以下公式 il •算 •. 

P 3 3 = A ( e ll + e 22) 或 P33 =t7 (Pll + P 22) - ( 115 ) 

根据 （1.6) 和 (1.13), 平面应变状态下的位移具有以下 
形式 •• 

U = ( x , y ), V = uj 2 { x y y ), w = 0. 

设一个柱形物体所受质 ft 力和物体外侧面所受面 
力的静力学合力等于零，这些力平行于 zy 平面并且与 
z 无关.此外，物体两端的固定方法能够保证物体的长 
度固定不变（切= 0)，相应端面^和 E 2 平行于/平 
面并且能够无摩擦地 ( P 13 = P 2 3 = 0) 在平行于巧平面 
的方向上运动（图 162). 在这种情况下能够实现平面 
应变状态.此外，如果认为物体诸点的位移都平行于 



图 162. 平而应变状态 
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xy 平面并且与 2 无关，则在没有初始应力时可以让所有方程和条件都得到满足. 

如果在平面变形过程中没有体积变化（尽管材料本身是可压缩的，则 
£ n + e 22 = 0 , 所以对这样的变形有 

Pn =2^ n , P22 = 2/^221 P12 = 2/^12 ， P33 = 0 - 
平面应力状态按照定义，我们认为在平面应力状态下 1〗 

P33 = 0 - 

那么，从胡克定律可以得到 

^33 = -;+〜)， （ 116 ) 

而胡克定律的其余关系式化为 

Pn = 入 *( £ 11 + e 22 ) + 2/ X £ u , 

p 22 = A* (e n + e 2 2) + 2/1 ^ 22 ， （ l. 】 7) 

P12 = 2 恥 12, 


式中 


A * = 


2 A/x 
A + 2^ 


我们指出，如果把这些关系式中的替换为 A ， 它们就与平面应变的相应关系式 
(1.14) 完全相同.在平而问题中， 因为 e 33 是 z 和 2 /的线性函数，所以关系式 （1.16) 
化为 


\(e n +^22) + (A + 2 n)(Ax + 月 2/ + C*) = 0 ， 

或者,根据 （1.7) 进一步化为 

^ + + (入 + 2 / i )( i 4 i + By 十 G ) = 0. U .18) 

这个关系式就是为了在线性弹性体中实现平面应力状态而对4 和叫 的变化特性 
提出的限制条件.只有在平面 z = 0上的位移满足关系式 （1.18) 的情况卩，才能够实 
现平而应力状态. 

在平而应变状态下，对相应位移&和 u ; 2 没有这样的限制.其实，对于任何给定 
的4和％利用 （1.7) 即可计算出分 M e „， e 12 2,然后利用 (1.14) 即可计算出 
Pu , p 22 ， p 12 . 这样求出的分最 Pg 满足协调方程 （1.10). 此后，从平衡方程 （1.11) 可 
以求出相应的体积力&， F y ， 从边界条件 （1.12) 可以求出物体侧面上的相应面力 p „. 
从 (1.18) 可以看出，满足条件 (1.13) 的平面应变状态在变形不导致体积变化时 


^见363页上的脚注. 


也是平面应力状态，因为这时 


duj' du)^ ^ 

^ 11 +^ 22 =-^ + -^-=0 

(材料是可 Hi 缩的，并且 A 有限).显然，平面应变状态在一般情况下不是平面应力状 
态，因为在平面应变状态下一般 p 33 # 0. 

在平面应力状态下，根据 (1.6) 中的最后一个公式，平面 2 = const 上的点沿 
Z 轴的位移相对于0：和 y 是线性的.因此，在平面变形过程中，一组平行平面 
2 = const =： a 变为一组与 2 轴斜交的平面 z = a + (Ax + By-h C ) a . (在线性理论 
的范围内，在小量= 的表达式中可以用初始状态的相应坐标来代替坐标 

X ， y ， z ， 因为由位移 u ， 1；导致的增 fl 是在上述线性理论中应当忽略的二阶小贵 .） 
综上所述,平而应力状态敁然仅在足够特别的条件下才能实现.然而，在广义平 
面应力状态下也成立类似的关系式，这种状态具有巨大的应用价值. 

考虑一块平的薄板（图1 63) ，其厚度为狀，纵向特征长度为 A 
r ^ 按照假设， h / d《l .设： nj 平面与薄板中面 ffi 合.我们假设，平 

板受到平行于中面的外力的作用（包括质 fit 力)， 并且这 些外力相对于 X 2 /平面对称. 
再假设薄板上下而不受外力作用，即 

P 33( 工，2/, 士九） = Pl 3( 工， y ，± h )= P 23( x ， y ， ±fl ) = (1 19) 


并且还成立 i # 如 


dp-^x, y, ±h) = 办 33 (z ， y ， ±h) 

Yx ~ ^ " 


的关系式.此外， W 为休积力的分 E A 按照假设等于芩，所以从平衡方程在2轴的 


投影可得 



于是，在薄板上下面，不仅分贵 p 33 本身等 
于零，其导数也等于零. w 此，对上述薄板而 
言，分 M p 33 是小 tt ， 我们在下面将近似地 
认为薄板内部处处都有 p 33 = 0. 

我们对其余两个平衡方程 



< 

阁 163. 用 f 提出广义平面应力状态的槪念. 
薄板受到平行于中面的力的拉伸和压缩 


办11 办12 
dx dy 




做平均化运算.根据等式 （1.19) 和 
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我们得到 


式中 


警 1 + 警 1 + € = 0 ，警 2 + $ +。 =0 ， 

dx dy ox oy y 

h h 

☆ = 〜 d2 ， F： = kJ Fidz ' 

-h -h 

因为 P 33 = 0,所以胡克定律具有 （1.17) 的形式.对 (1.17) 做平均化运算，得 

Pll = ^*( e ll + £ 22 ) + 2 /^11> 

P22 = 入奉«1 + + 2/X£;2， 

Pl2 = 2/^2， 


式中 


aw . dv m m 1 fdu. t dv .、 

〜 =石，〜=瓦， ^ = y ^ + 

h 

Jh / ^ z dz= h )~ w ( x > y > - / l ) l » 

—h 

h h 

U . = lhj UdZ 、 卜 Z . 

-h -h 

分 M p &， V ， 〆 ， 4 只依赖于坐标 a ：， y . 

人们把无弯曲薄板的上述应力状态定义为广义平面应力状态 1 >. 因为方程和边 
界条件都是线性的，所以平面应力状态的所有^应^^系式'对7^义平面应力状态的平 
均 ft 仍然成立. F 面将不再写出表示平均 ft 的符号，认为平面应变状态理论中的所 
有结果也适用于广义平面应力状态. 

如果考虑非齐次平衡方程的—个特解，就可以消去该方程中的外体 
积力.所以，在求解弹性力学平面问题时，我们将以齐次平衡方程 


艾里应力函数 


办11 = 办12 办22 _ 办12 
dx dy dy dx 


( 1 . 20 ) 


为初始方程.这些方程表明，表达式 


p 12 cLr — p n dy, p 22 di — Pi 2 dy 

分别是某两个函数 A ： r ， 2 /) 和 B(x, y) 的全微分.因此，从平衡方程 (1.20) 可知，存 

在这样两个函数 > l ( a :，2/) 和 B ( z ， y )， 使 

dA dB w n dA dB 

Pu = — 瓦，巧 2 = 石，并且 pn = n 


D 薄板的类似应力状态还称为无矩状态. 




根据最后一个等式可以类似地下结论说，存在满足以下条件的函数 2/): 

dU dU 

因此，可以引人这样的函数 U ( x , y ), 使平面问题中的应力张量分量 p u ， p 22 , p 12 表 
示为以下 形式： 

d 2 U d 2 U c^U , inl 、 

Pu = ¥， P 22 = ^，〜 = ( 121 ) 


闲数 U ( x , y ) 称为艾里应力 函数. 根据（1.21)，任何艾里应 力函数 U ( x ， y ) 都给出满 
足平衡方程 (1.20) 的应力分布.显然，对于给定的应力 ~ 

分布，艾里应力函数 U ( x , y ) 只能确定到到相差 ： r，y \ lJi/ n 
的一个线性函数，而这个线性函数本身是无关紧要的 . Q /^ 

公式 （1.21) 仅仅是普适的平衡方程的推论，所以这些 / _ I _ 

公式对于具冇 f 寧性质（弹性、塑性等性质）的连续介 ( ' 

质中的平面问高 (1.2) 都是成 立的. V h <' P „ 

不难看出，应力边界条件也可以通过艾里应力函 
数表述，并且这种表述同样与材料的性质无关.如果 (7 
是物体横截面的边界， s 是沿 C 计算的弧长（图 164), = 16 ^ 

WiC 上的应力边界条件显然可以改写为以下 形式： 界° n 


阁 164. 选取柱形物体横截面边 
界 C 的法向矢歎 n 和环绕方向 


,、 ， 、 , 、 d 2 U dy d 2 U dx d 8 U 

Pm = PmW = Pn cos(n, x ) +Pl2 cos(n, — 


Pn2=Pn2(«) 


、 ， 、 dy d 2 Udx 

I)+p22cos(n ， 


d_dU 
ds dx' 


( 1 . 22 ) 


我们现在证明，如果边界 （7 所包围的区域是单连通区域，并且外面力的静力学 
合力等于零，则艾里应力函数是单值函数.其实，如果外面力的合力等于零，则显然 
有 

J Pn\ ds = °» J Pn 2 ds = 


因为这些积分是单位高度侧面上的应力的合力在 Z 轴和 y 轴上的投影.利用 (1.22) 
和这两个等式可知，艾里应力函数的偏导数 dU/d X 和 dU/dy 的值在沿边界 C 环绕 
一周后保持不变. 

我们再使用外面力对 2 轴的主力矩等于零的条件.我们有 • 

。= J{Pmy-Pn2x) ☆ = / [去(篕 X ( 砦)+ 


[d fdU du 

= J d~ S {d^ y+ d^ 


： ) d 5 -/( S d2/+ ^ d 4 
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因为曲线 C 是封闭的，況//如和 dU / dy 是单值函数，所以由此可知，艾里应力函数 
U 的值在环绕 (7 —周后保持不变. 

在多连通区域的情况下可以得到类似的结果，这时物体横截面的边界山若干条 
封闭曲线组成.对于多连通区域，函数 U ( x , y ) 在环绕能够把所有边界都包括在内 
的曲线一周后显然保持不变，但在环绕个别边界时一般不一定具有单值性. 

的方程.把应力张 S 分量通过艾里应力__达式 (1-21) 
代入协调方程（1.10)，得 


或 


d^u^d^u d^u 

十 2 dx 2 dy 2 ^ dy ^ 


d 2 AU t d 2 AU 0 
*^2~ + = °， 


AU = 


d 2 U d 2 U 


因此，艾里应力函数满足方程 


AAU = 0. (1.23) 

方程 （1.23) 称为双调和 方程. 于是，弹性力学平面问题归结为在艾里应力函数 
U ( x ， y ) 的相应边界条件和单值条件下求解双调和方程 (1.23). 

如果在侧面上给出 p n ， 利用 （1.22) 就容易得到艾里应力函数 C /( x , y ) 在边界 C 
上应当满足的边界条件.其实，只要沿 C 对 (1.22) 进行积分，即可求出艾里应力函 
数对坐标: r 和 y 的偏导数在 C 上任何点 的值： 

謂，/去⑵一/ 一 -m 

°- : (1.24) 

謂，/綠如，， 

0 0 

式中 S 是从任意某一点 O 算起的沿曲线 C 的弧长，（奶/出^和 ( dU / dy ) 0 是相应 
偏导数在点 O 的值，和 Y ( s ) 是物体侧面相应区域上的面力的合力，该区域是 
曲线 C 上以点0 为起点、以 s 为弧长的一段曲线沿2轴方向平移单位长度时扫过 
的那一部分侧面.下面将把和 Y ( s ) 称为曲线 C 上始自点0的相应曲线段上 
的作用力的分量. 

知道了曲线 C 上每一点的偏导数 dU / dx 和 dU / dy , 就可以计算 [/在 C 7 的切 
线方向和法线方向的 导数： 

dU _ dU dx dU dy dU _ dU dx dU dy 
ds dx ds dy ds ' dn dx dn dy dn ’ 





积分后就可以确定艾里应力函数本身在曲线 C 上任意一点 的值: 


r " 、 } f du dx du dy\ 

0 

3 

= (S) 0 {Xa ' Xo) + (SI (Vs " yo) + /[ x ( 物 - y W dx 】，( 125 ) 


式中％ , 2/。和 :r a ， ％是曲线 C 上的点 O 和任意一点 s 所对应的坐标 x，2/ 的值.就 
像我们预料的那样，通过作用于边界 C 上的应力 p„ i 十算出来的艾里应力函数在 C 
上的值只能确定到相差I：和2/ 的- 个线性函数，这个线性函数对于应力分布是无关 
紧要的.如果曲线 C7 是单连通区域的边界，就可以令该线性函数的系数等于零.如 
果平面问题中的相应区域是多连通的，就可以认为这些系数仅在封闭边界线之一 
上等于芩，在其余封闭边界线上则应当利用位移的单值条件来确定它们 1 > . 

W 此，如果在一个区域的边界 C 上给出应力矢 tt Pri ， 则求解平面问题可以归结 
为求该区域中的双调和函数 U(x. y) t 使该函数本身在边界 C 上具有给定值，该函数 
在边界 C 上的法向导数也具有给定值. 


艾里应力函数的物理 

意义 


为了给出艾里应力函数的物理意义，我们对 (1.25) 中的积分 
进行如下 变换： 


J ■( 物 - r( 5 )dx] = J 陶 d(y - yj - y(s)d(x-x,)) 

0 0 

B 

= [X(s)(y-y 3 )- Y(s)(x - x,)]|- - j\(y-y 9 ) dX(s) - (x > x 9 ) dY(s)). 

o 


但是，因为 dX(a) = p nl da y dY(s) = p n2 ds y A ■⑼ = Y{0) = 0, 所以从 （1.25) 得到 

* 

{ Vb - Vo ) = - J\pnl(y-Va)-Pn2^-Xs)] ds } 
0 

即艾里应力函数在边界 C 上任意一点 s 的值在相差 z 和 y 的一个线性函数时等于 
曲线 C 上从某一点 O 到所研究的点 s 的曲线段上的外部作用力对点 s 的合力矩. 

在根据物体横截面边界 C 上的给定载荷求应力分布的平面问题中，如果 
^ 艾里应力函数可以完全由这些条件确定下来（例如，当边界 (7 所围区域 

是单连通区域时，艾里应力函数就可以完全确定下来)，则从问题的提法可知，在弹性 
力学线性理论的范围内，应力分布与材料的性质无关，即与杨氏模量和泊松比无关. 
弹性力学平面问题的解的这个重要性质就是莱维定理.举例来说，为了研究金 




见下面的376—377页. 
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属零件中的应力，我们可以根据莱维定理转而研究用专门的各向同性透明材料制成 
的零件模型中的应力，后者的光学性质对其中的变形非常敏感.这就是在实验中用 
光学方法研究弹性体的原理.显然，相应位移对表征材料弹性性质的那些物 理童有 
显著的依赖关系. 

现在我们来详细研究，如何利用复变函数表示弹性力学平面问题的解. 
引人复变量 2 = 0： +以1 = ：1：_^如果从 z， ?/转换到复变 S 芝，则 
双调和方程 （1.23) 变换为以下形式： 


AAU = 1 





闪此，双调和函数的通解可以表示为 


U ( z t z ) = z ( p x ( z ) + Zif 2 ( z ) + x x ( z ) + x 2 ( z ). 
对于实函数 U ( x 、 y ), 必须令 


内⑺ = x 2 ( 习 = XiWi 

式中^), _是 心⑷和 XiW 的共轭 函数， 即把其中的2和所有常复系数分 
别替换为与之共轭的 M 之后得到的函数. 

忽略下标1,我们把双调和方程的实数解写为古尔萨 形式： 


u ( x 、 y ) = z ^^ x ( z ) + x ( z )}. (1.26) 


求艾里应力函数的问题和相应平面问题的解归结为求这样 两个复 变函数 
和 x ( z ), 它们是弹性体所占 K 域货中的正则闲数，并且满足一定的边界条件. 


用复变函数表示应力 
张置和位移矢置的分 


为了得到应力张 H 的分 E 通过函数#(幻和 x(2) 的表达式， 
我们注意到 

dU_dU du dU = .(dU _ dU\ 
dx dz ^ dz' dy 1 \ dz 9z) 


我们还将使用弹性力学中的以下常用记号： 

=~^ = 少⑷， V(^) = ^ =分 W，x"W = W’(2) = *(之). 

利用 (1.21), 直接从 (1.26) 得到 

Pll = y{ - 钟 ’(2) - z^(z) + 2:$(2) + $(!)] - 少 (2) - 少 !>) }， 

P22 = \{ z ^( z ) + z ¥( z ) + 2[吵)+ 硕]+ * ⑷ + 硕}， (1.27) 

Pl2 = -会{钟’(2) — z ¥( z ) + 中 (2) 一 ^(1)}- 




由此容易得到 p „, p 22 , p l2 的以下组合的表 达式： 

Pn +P 22 = 2: 伞⑷ + 伞 ⑷] = 4Re4>(2) = 4Rcy/(2 )， 
P 22 _Pu + 2i Pl 2 = 2[2^(z) + ^( 2 )]. 

下面需要这些公式. 

我们把平面应变状态 F 的胡克定律表示为以下 形式： 


(1.28) 


2/i 〜 = ^S p - p22 ， 2 ^ = 20\TS P " Pi1 ' =P 12 , 

式中 P = Pu 十 P 22 . 如果引入位移矢 E 的分量和艾里应力函数，山此就得到 

_ du A + 2/i d 2 U 
2/ i ai = 2 (X + ^) P ~ d^ y 

.dv A + 2/x 


A 十 2 /z 


A + 2 /i 


2 dv = ±^ 

^dy 2(A + m) P dy” 

(du dv\ d 2 U 

w 石广一硕. 


(1.29) 


㈥ 为 p = △"， AAU = 0, 所以 p 是调和闲数.设 g 是其共扼调和函数.容鉍吞 
出（见 (1.28)), 

/( z ) = P +W = VWi 

其中函数 cp (幻是由古尔萨公式 (1.26) 定义的.设 


<PM = P + 




(1.30) 


所以， (1.29) 中的前两个关系式可以改写为 


n Ou d 2 u 2 (A + 2/ i ) 8 P 

2/i ai = " a ^ + ' T +/；-^ 

2 — - 2 ( A + 2 m ) d Q 

^ dy dy 2 + A + /x dy 


积分后得 




(1.31) 


式中八(2/)和 f 2 ( x ) 是任意函数.把 (1-31) 代人 （1.29) 中的最后一个关系式，注意到 

f + g =。， 
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我们得到 


/I(y) + /2(x) = o. 


由此可知，八= *>2/ + »，/ 2 = -7: +彡，式中 tt, 冷，7是 常量- 显然，函数乃 (?/) 和/ 2 ⑷ 
对应刚体位移，所以在下文中可以忽略这两项. 

从 (1.31) 组成 




(1.32) 


根据古尔萨公式（1.26)，我们有 


S +聲 = 2 ㊇ ^ = 咖+ 2 兩+兩 


(1.33) 


所以可以把等式 (1.32) 的形式改写为 


式中 


2 fi(u + it ») = A 妒 ( 2 ) — z <^( z ) — tp ( z )， 


辑 = 3 


(1.34) 


在平而应力状态下应当把上述表达式中的 A 替换为 A •，把 u ， t ; 替换为 a , % 
(这时 A = (3 - a )/( l + a )). 公式 （1.28) 和 (1.34) 是由「 B . 科洛索夫得到的. 

% 上面已经指出，把位移通过艾里应力函数表示出来的公式 

在弹性 体所占区域是多连通 k 域时是必 须的.[/和 dt // dn 在 
tt 獅 ㈣ 麵的每-个删边界 Q J : 的紐脑含三个 
任意常量，并且仅在其中一个边界 Cfc 上,例如把所有其余边 
界都包含在内的那个边界 C 上（图165)，才能够任意选取这些常 fl . 在其余边界上， 
只要让位移分 ft u 和 t ; (1.31) 是: r 和 y 的单值函数，换言之，只要让函数 




2(A ^ 2n) 
A + /i 




U ^ jc 的值在环绕任何内部边界—周后保持不变，即可确定这 
V C, // 些常量. 

、 - / 在按照图165指示的方向环绕某一条边界 C 7 fc 时，偏导 

图165柱形物体横截数 dU ， d y 和 -況 V 如（见 (1-24)) 分别获得增量； ^和 ％它 
面是多连通区域 们分别是作用在该边界上的合外力在： r 轴和轴上的投影. 

因此，函数 

和 ^^ Q = WV 7) J (pdy+qdx) 
(见 （1.30)) 在环绕边界 C 的过程中所获得的增量应当同 dU / da : 和 - dU/dy 所获得 




^ Q= W^)J {pdy + qdx) 



的增董 相同，即应，成立条件 

A±^l (qd y- pdx)= ， Y ki A±l^J (pdy + qdx) = Xk . 

c k c k 

此外，函数 p = + p 22 的共轭调和函数 g 显然满足公式 


(1.35) 


x, y 

- 1 ( 


dp A \ 

di dy ~ d - y dx )^ 


并且利用 （1.31) 容易确定函数 g 的运动学意义.其实，根据（1.31)，我们有 

2 ' 2 V^x dy ) / i(A + / x ) \ dy ) 2/ x(A +/ x ) 9 

即函数 g 与可变形介质微元应 变张量 主轴的微小旋转角仅仅相差一个常因子. 
当位移是单值函数时，应当成立等式 


/( 砮办 -| dX ) = /^ dS = 0 . 


(1.36) 


等式 （1.35) 和 (1.36) 用于确定 y 和 dU/dn 在内部边界 ft 上的边界条件中的 
积分常 ft . 与申连通区域的情况不同的是，函数 U 和它的偏导数这时一般已经不再 
是单值函数. 

^ 如果在物体横截面的边界上给出分贵 p nl ， p n 2 , 则利用 (1.24) 

容易得到 dU / dx -^ idU/dy 在这个边界上的条件.其实，从 
^ (1.24) 可知，这时在边界 C 7 fc 上有 

g = — y ( s ) + iX ( s ) + m fc ， 

式中 s 是从某一点 O 算起的沿边界的弧长， A * ⑷和7⑷是边界 Q 上始自点 O 的 
相应曲线段上的作用力的分量， m fc 是一个复常量.如果物体横截面所占区域是单连 
通的，就可以认为 m fc = 0;对于多连通区域的情况，仅在一条边界上可以任意选取常 
量 m fc = 0,但在其余边界上需要在解题过程中才能确定这个常量. 

所以，我们利用 （1.33) 得到复变函数 M 幻和 X ( 幻在边界 G 上的以下 条件： 

( f ( z ) - z ^( z ) + = - y (5) + iX ( s ) + m fc . (1.37) 

根据 （1.34) (2 /z = E/(l +(7))， 如果在 zy 平面上给出了物体在横截面边界上的 

位移 

W = Uq ⑷， V = v 0 (s )， 

则复变函数 p ( 2 ) 和 xW 的边界条件具有以下 形式： 


八咖） 一叫’(2) - = 


[«o(s) + it ; 0 ⑷ 1. 


(1.38) 
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于是，求解基本的弹性力学平面问题归结为求两个复变函数 v ^) 和 x ( z ), 使它们满 
足 （1.37) 或 (1.38) 这两种类型的边界条件 1 \ 

如果在物体边界上给出应力，并且和 XQ ) 的边界条件具有 （1.37) 的形式， 
我们就有第一类边值问题.如果边界条件具有 (1.38) 的形式（在物体边界上给出位 
移)，我们就有第二类边值问题.如果在部分边界 h 给出条件（1.37)，在其余边界上给 
出条件（1.38)，我们就有混合边值问题. 

弓保形映射有关的坐2 ~ _ 鹽为 C _ 

出了-«边值剛 . 为了細 S 獅数论中的这些边值问题， 

' 利用保形映射进行坐标变换有时是一种很方便的手段.这时, 

区域货通过保形映射(:=/(幻变换为平面 C = ? + 上的某个简单的辅助区域分， 

然后借助 f 变量 C 就可以得到参 tt 形式的解. 

如果 区域分 的边界只包括一条封闭曲线 （ 7, 就可以选取单位岡的内部或外部作 

为区域货'，然后在 < 平面上用新变 M (:提出边值问题并求解.在(:平而上可以使用 

极坐标系，在2平而上可以使用正交曲线坐标系，这两个坐标系的坐标线通过所用 

保形映射联系起来. 

W 此，我们要考虑下述三个问题 :一、 研究应力张 M 和位移矢 M 的分 M 在从2平 
面 L 的笛卡儿坐标系0：，2/变换为上述正交曲线坐标系时如何 变换； 二、在这个正交 
曲线坐标系中建立应力 张楨和 位移矢 M 的分 ffl 对辅助变 ffl C 的依赖 关系； 三、提出 
待求 S 变函数 W 幻和 x ( 幻在 C 平面上的单位圆周上的边界条件，该阏周与2平面 
上的边界 C 相对应. 

我们指出，与流体力学平面问题中的保形映射方法相比，在弹性力学平面问题中 
应州保形映射 C =《+…= f(zl z = x ( Q 在含义上和结果上都有所不同.这是 W 为， 
与调和函数不同的是，双调和函数 U ( x t y ) 在经过从 a :， y 到77的保形变换之后 
—般不再满足变 ft t 7/下的双调和方程.然而，古尔萨公式 (1.26) 能够简单地确定 
2 平面上的双调和闲数经过保形变换2 = x (0 之后的形式， 


v) = MO^(C) + + x(0 + x(C), 


M: 中仍然分别用 W 0 和 x ( C ) 表示解析函数和 x( 幻在进行了保形变换2 = x(c) 
之后的函数形式.显然，尽管2平面1:的 K 域分经过保形映射之后变换为(:平面上 
的 区域货 '，但不能把函数 f/«, T；) 看做区域货'中的艾里应力函数. 

设复变函数 

之=欠(0， 2 = x + iy ,( =《+ 幻 


建立起 2 平面上的区域0与 （ 平面上的单位圆切'的外部或内部之间的单值保形 

我们指出，当应力状态或位移给定时，根据 （1.27) 或 (1.34), 函数 W 幻和 X ( 2 ) 具有某种仟意 
性.为 r 消除这样的任意性，在不同边值问题中可以采用不同的方法，例如，4以让函数本身或其 
虚部在一些确定的点具有固定的值. 


§1. 弹性力学平面问题 



映射，现在详细考虑这个 情况. 让坐标原点位于岡心.如果货是2平面上的有界 
单连通区域，其边界为封闭曲线 c, 则建 i 变换到 C 平面上的单位圆内部的保形映 
射比较方便，并且可以认为，被选为坐标原点的某一个内点 z = o 对应着点 < = 0 . 
C 平面上的圆周 p = const 对应2平面上的曲线 p(:r, 2/) = const, 它们是环绕点 z 0 
的封闭曲线 .（ 平而上的射线0 = const 对应 z 平面上的曲线外 z，y) = const, 它们 
的起点位于2 = 0, 终点位于边界 C. 边界 C 对应圆周 r (p=l ). 如果这是无界 
区域，其边界只包括一条封闭曲线 C， 就可以把它变换到 < 平面 t 的单位圆的外部， 
并且认为点 z = oo 对应点 C = oo- 这时，曲线 p(：r，y) = const 环绕边界 C*， 而曲线 
0(x, y) = const 始自边界 C 并延伸到无穷远处. 

在2平面上，经过 区域切 中的每一点 A 都有两条正交曲线 

p(x, y) = const， 6(x } y) = const; 

我们认为这两条曲线分别是坐标线外: r，y) 和〆: r，y). 坐标线 p (: r，j /) 和外: r，y ) 的 
方向分另 1 J 指向 p(a;，y ) 和设 ( a:, V) 

增加的方向（阉 166) .在2平面 
上引人基矢 tt 

clr dr 

ei= 石，涿. 

在某一点 A(z- x(C) = x(pe i0 )), 

设基矢 M C] 与: r 轴的夹角为 a. 

如果把笛卡儿坐标系: r, y 的单位 
矢 ffli，j 旋转《角，则它们的方 
向将与点4的基矢 fl e 2 的 
方向相同. 

只要让2平面上的给 定复数 乘以一个合适的因子就可以得到由点X的基 
矢量 ei 和 e 2 定义的复平面上的相应复数.我们来汁算这样的因子.在 2 平面上考 
虑〆 A y) 坐标线上的微小线段 d 2 . 显然， 

p ia = il _ /(C) dC 

一㈣ wonder 

但是，因为线段 d 2 对应(:平面上的线段 d (:，而线段 d (:位于射线沒= const ±,所以 

dC_ = C 
MCI ^ C' 



图 166. 保形映射和曲线坐标系 〆 : r ， I/) ， 0( ： t ， y) 


因此，对于 M %我们有 

c 2ia = d£l = ^(0^(0 C 2 = C 2 /(C) 
l<M 2 Y(0^y CC ~ v(0 
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应力张量 f 位移矢量我们用 P p , P 0 表示应力张量在 Z 平面上的正交曲线坐标 
在曲线坐标系中的物系 P ， 0中的物理分量.如果在 2 平面上的每一点 A 把笛卡 

儿坐标系 a :， !/旋转 a (: r , 2/) 角，则根据张最分量的变换公式， 
在旋转后的笛卡儿坐标系中有 


Pp =Pn 
Pe = P'22 


+ 2 p 12 


p & = P22 cos ^ tt + Pi 1 sin z a — 2 p 12 cos a sin a, 
ppQ = (P22 一 Pu) cosasintt + p 12 cos 2 a. 

山此直接可以汁算应力张 tt 在上述曲线坐标系中的物理分 ft 的以下 组合： 

Pp 十〜 =Pu+P 22 ， (l 39) 

Pe? - Pp + 2i P^ = e 2ia (P 2 2 -Pn + 2ip 12 ). 

用 u p ， ％表/』、•位移矢 tt 在曲线坐标系 p(:r，2/)， 外: r，j/) 中的物理分虽，显然，从 
•U， V到 tip ， 的变换公式为 

u p = u cos a + v sin a, u e = —usina + v cos a, 

更方便的一种写法是 

Up + \u e =e" ,a (u + iv). (1.40) 

我们把应力张 M： 和位移矢 fl 在坐标系〆 & 2/)，0(a:, y) 中的物理分 M 的组合 
(1.39) 和 (1.40) 通过复变 tf： C 表示出来.为了得到这样的表达式，我们把2 = x(C) 
代人复变® 2的所有函数中，但是为了书写简洁，我们仍然使用原来的记号来表示 
新的函数： 

y ?(2) = w ( x ( o ) = < p ( C ), ^( 2 ) = t /^ MO ) = 分 (0, 

^) = 0 ( M0 )= 少 ( 0 ， 屯⑷ = WO )= 屯 CO . 

这时然应当有 

- = m =_，_=辎= — 

利用 （1.39) 和 (1.28) 容易得到 

P p + Pe = 2 [中 (C) +5(0] =4Re$(C), 

Pe-P fi + 2i Pp , = [^(0^(0 + ^(0^(0] • (1 ' 41) 

类似地，利用 (1.34) 可以把 (1.40) 表示为 


(1.39) 


(1.41) 


^(0 「 L ,,、 MC ) 


E P |^( 0 | 


八 p ( C ) - 




^(0-^(0 




复变函数在 C 平面上 2 平面上的曲线 c 对应 c 平面上的曲线 r ―>圆周 p = i , 
的边界条件 曲线 c 上的边界条件 （1.37) 归结为 r 上的以下边界 条件： 

^(0 + =f ^)+W) = "(7 )， 

y ( C ) 

式中 7 是 r 上的圆弧，//(7)是通过坐标变换把2 = x (0 代人 (1.37) 的右侧后得到 
的结果，并且如果在边界 C 上给出了外面力，就可以认为//(7)是已知的. 

类似地.曲线 c 上的位移边界条件 （1.38) 归结为 r 上的以下边界 条件： 

M0 一 省 7(0-W) = G(7), 

^(0 

式中 （7(7) 是通过坐标变换把 2 = x (0 代人 (1.38) 的右侧后得到的结果，并且可以 
认为它是已知的. 

W 此，函数 yp (勾和 的上述基本边值问题!)」结为在辅助的(：平而上求函数 
< P ( z ) = « p(Oi x '{ z ) = xl )( z ) = iHO 和 2 = x ( C ) 的问题. 


§2. 应力集中 

从不 M 问题的解析解和实验结果可以知逍，在物体表面形状有突变的部位能够 
出现巨大的局部应力，这种应 力在庳 开物体表而时迅速减小.应力集中问题涉及两 
方面内容，一是确定物体表面形状有突变的部位附近的周部应力，二是确定具有很 
大梯度的外力的作用区域附近的局部应力. 

ISSS Po _順发生各_娵伸.这时，平槪于广义平面应 

力状态.设: ry 平面位于平板中面，则应力分 E 在 xy 平面上 

均匀分布， 

Pll = P 22 = Po* Pl 2 = 0 ， P33 = 0 ， 

或者，如果使用圆柱坐标系 P ， 0， L 则 

Pp=Pe= Po» Ppe = °» Pzz = 0 - 

假想在平板上切掉一个半径为 a 的圆，圆心位于坐标原点. 被 切掉的部分对其余部 
分的作用可以替换为圆周上的面力： 


在 p = a 时 p p = p 0 , = 0. 


我们现在假设，岡周上的外部应力缓慢地（准静态地）降低到零.这时，平板中 
的应力将重新分布.我们来计算这样的无限大平板中的应力分布，要求无穷远处的各 
向均匀拉伸应力 p Q = const , 半径为 a 的圆孔边界上没有外力. 
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在极坐标下，用来确定艾里应力函数的双调和方程具有以下形式： 

(d 2 1 d 1 d 2 \ fd 2 u 1 況 / . 1 d 2 u\ _ n 

公式 (1.21) 给出应力张量的分 fl 通过艾里应力函数 f / 的表达式，它们在极坐标系下 
的形式为 

1 au 1 d 2 u d 2 u d (\du\ 

雨、 Pe = w ' 〜 = -巧 U 瓦 J . 

M 然，带圆孔的平板受到各向均匀拉伸时的应力状态与角 0 无关.这时，双调和方程 

7 ^{ 4 [ 7 ^( p S )]} = 0, 

其通解 U ( p ) 的形式为 

U = i 4 In p + Bp 2 In 十 CV > 2 + £>， 

式中為仏 c ， d 是任意常 M . 利用这个公式，我们得到 

p 0 = + 2 B\np + D 2 C , 


p 设=一 + 2i? In p H- 3B + 2C7, 

Ppo =0* 

从圆孔边界上的条件和无穷远条件 

在 p = a 时心 = 0,在 p = oo 时 p p =巧 


求出 


A = - p 0 a 2 y B = 0 , 2 C = p 0 , 


所以上述应力问题的解可以表示为以下 公式： 

P p = Po (1 - >) , Pe = Po (1 + >) ， P〆 = P « = 0. 

阁 167 给出了应力张 fl 的分 S p p ， 沿射线 0 = const 的分布曲线 • 

有代表性的是，应力张量的分 M p , 在接近圆孔边界时不断增长，并在圆孔边界 
上达到最大值， 

在 p = a 时 p 6mt%x = 2 p 0 = 2( p d ) oo . 

因为〜= 0 ,所以 Pp ， Pu 是应力张量的主分 fit 在 P = a 时> P p = = 0, 

圆孔边界上每一点的最大切向应力 r 等于（见第十章 §4) 


Pe ~ 

2 


= Po 




所以 


Po - Pzz 


< Po - 










4 

h . 




167. 带有半径为 a 的 1«1 孔的尤限大 
平板受到各向均匀拉伸时,应力张请的分 
St Pp, p e 沿射线 6 = const 的分 布曲线 


最后，在无穷远处成立… = p p = p 。， p „ =0， — 

并且 ==： {一申 

因此，最大切向应力 T max = P() 出现于圓孔边 ~ O 

界，并互在圆孔边界上每一点使切向应力达到 

最大值的平面冇无穷多个，所有这些平面都与 m 167 -带有半径为《的 IM 1 孔的无限大 
-个_轴■的_面_，该__点 
位于所研究的点，顶角为90。. 

前面给出了广义平面应力状态下的一个应力问题的全部的解.在平面应变状态 
下，应力分 tt 的解对于 Pp ， p 0 和 Pp ^ 是相同的，但是不再等于零.这时， W 为对 
于通常的材料有0 < a < 1/2,所以在圆孔边界上成立不等式以> 〜= 0 ( 见 

(1.15)). 于是，岡孔边界上的最大切向应力这时等于 

-^= Po . 

在无穷远处心= P p = Pq > p zz ，并且 

p 0 ( l -2 a ) 

" 2 * 

因此， M 大切向应力 r IIlox = p 0 这时也出现于岡孔边界，但是在岡孔边界上每一点使 
切向应力达到煅大值的平面通过 2 轴，并且与半径的夹角等于土45。. 

通过应力表述的上述两个弹性力学问题的解与实验符合良好，只要在平板中不 
出现塑件变形.我们假设出现塑性变形的条件是最大切向应力在剪切状态下达到屈 
服极限 / c , 即 


在上述情况 K ， r max = p 0 是在圆孔边界上达到的.因此，如果 P() < fc ， 则在平板中处 
处都是弹性应力 状态. 当无穷远处的拉伸应力 Po 达到 A : 时（在时)，在圆孔 
边界上首先出现塑性变形. 

带有圆孔的平板的单不难把七述问题的解推广到单轴拉伸的情况，这时带有圆孔 
轴拉伸 的无穷大平板在单轴拉伸下处于平面应力状态.在笛 

卡儿坐标系下，设沿2/轴进行的拉伸满足以下无穷远条件: 
Pll =Pl2=P33 = 0 > P 22 =Po- 那么，利用 xy 平面 h 的极坐标 Py 0 (Z = P ^ 0 ), 可以 
把这些条件写为以 K 形式： 


A P = 00 Q^t p p = 


Pe = 


0 r PpO = -7rPoS\n2e, p zz = 
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在圆孔边界上没有外力，这个条件具有以下 形式： 

在 /? = a 时 Pp = Pp0 = 0. 


在前一节中，为了求解艾里应力函数所满足的双调和方程，我们引人了复变 M 
z = x + iy 的函数和 rP(z) = X \z ). 只要适当选择这样的复变函数，就容易得到 
上述问题的解.令2 = C = pe i$ , 再利用前面引人的记号 

伞 (0 = < p \ z ) = 视、、 故'⑻= ^(0 =屯(0， 

我们把公式 （1.41) 改写为以下 形式： 

p p + p 0 = 2[/( C )+ 兩]， (2.1) 

Pe • 〜+ 2 ip ^ = 等 [&"(0 + 〆 (()]. (2.2) 

容秘直接验算，如果令 

P(0 = jPn (C - 2 十 ) ， V»(0 = +P 。 卜 一 a (专 + 告 ) j ， （ 2.3) 

则在(:- oo 时的尤 穷远条件和在 W 1 孔边界 KI = /> = a 上的条件都成立.如果用无 
穷远点(:= 00的洛朗级数的形式预先给出 函数^ >(<) 和 0( C ), 就容易建立这些公式. 
级数中的系数取决丁 p = a 时的边界条件和无穷远边界条件. 

在圆孔边界 p = a 上& = 0,从公式 
(2.1) 和 (2.3) 立即得到 

Pe = Pot 1 + 2cos2 ^)- 

分量 以在点 0 = 0和0 = tt 达到最大值 

P0mnx = 3Po- 

从公式 (2.1), (2.2) 和 (2.3) 容易求出应力 
张 M 的分 M Pp ， p 0 和在平板的所有点 
的值.例如，在 re 轴上满足 N > a 的地方 
成立公式 

Pp = Pu = | po [(7) 2 -( f ) 4 ]. 
P <.= P 22 = 4 po [2+(|-) 2 +3(|-) 4 ], 

Pp0 = Pl2 = 0. 

图168给出了应力张贵的分量 Pll 和 p 22 沿: r 轴的分布曲 线和以 沿圆孔边界的分 
布曲线. 



m 168 . 带有圆孔的平板（沿 y 轴）受到单轴 
拉伸时的应力阁 







§2. 应力集中 
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带有椭圆孔的平板的考虑一块带有椭岡孔的弹性平板，它在无穷远处受到各向均 
各向均匀拉伸 匀拉伸，那里的应力== const . 我们分别用 a 和6表示椭 

圆的半 K 轴和半短轴 （a > 6)，并且这样选取: r 轴和2/轴，使 

rr 轴指向椭圆的长轴. 

公式 

2 = x + iy = x(C) = f) , 

C = PG 10 = f + ir /, 0 < m = - ~^ < 1 

a + 6 


给出了把 z 平面上的椭圆外部区域变换为 < 平面上的单位圆外部区域的保形映射. 
W 此，2平而上的笛卡儿坐标0：, y 与曲线坐标 P, 0之间的关系可以由以下公式 确定: 



+ 6 


(-7) 



y 


+ 6 


(- 7 ) 



这些曲线坐标称为椭圆坐标.在2平面上，曲线 p = const 对应椭圆 



曲线沒= const 对应双曲线 


^_ v 2_ 

cos 2 汐 sin 2 汐 



椭 1«1 孔的边界在曲线坐标系 P , 0下对应椭圖 1. 闵为在椭岡孔边界上没有外应 
力，所以我们有以下边界 条件： 

在 p = 1 时 p p = 0, =0. 

容易检验，函数和必(0这时满足公式 

冰 )= £^ d )， 攸 )= ^(0^)(1^)^ 

根据（1.41)，这时我们有 

_ _ o_ C 2 ? 2 - m2 〜 〆 一 m 2 

Pp ” e = 2P °( C 2_ m)(? _ m) = 2P V4_ 2mp 2 cos2 ^ + m 2> 

Pe - P ，2、 Pp0 = 2 Po _ 2 _ m) ^ 2 _ m)2 [(1 + m 2 )(m + C 2 ) 一 2Cm (c +^)]. 

由此不难求出应力张量的各个分量并把它们表示为曲线坐标 p ，0 或笛卡儿坐 
标: c ， 2/的函数.例如，在椭圆孔边界 （p = I )上有 

_ 2(1 - m 2 ) 

Pe Po I _ 2m cos 26 + m 2 
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图 169. 带有椭圆孔的无限大平板受到各向均匀拉伸时的应力图 W 6 = 3, m = 1/2) 

显然，椭圆孔边界上的应力分摄在椭關长轴的两个端点 （P = 1，0 = 0, 7 T ; X = 
y = 0) 达到最大值，并且 


2 PoT - 


(2.4) 


我们再给出: r 轴正半轴上的应力分布 公式: 


一 P 0 x ( x 2 - fl 2 ) 

P P - Pll - (:2- fl 2 + 6 2)3/2， 

一 一 Po x i x2 - Q 2 + 2 b 2 ) 

Po = Vn = ( x 2 _ a 2 + 6 2)3/2 ’ 

PpO = Pl2 = 0 - 

在阁 169 上 M 出了 a /6 = 3, m = 1/2 时应力分 ffl p u , p 22 沿： r 轴的分布曲线，以及 
Po 沿椭圆孔边界的分布曲线.对于给定的 Po , 只要它不是非常大，所得应力分布在 
b/a>e 时很好地符合实验结果，这里的 e 是某个正数.在6 — 0时，椭圆孔退化为 
点 : r = zfca ， 2/ = 0之 M 的直裂纹， p , max 的值等于无穷大. 

的 的伸方向与 o ： 轴的夹角为％ ( 图 170). 不难检验，这个问题的 
解可由以下函数 给出： 


^(0 = 


2 ( C 2 呌一 m ) 


攸)卜-〜 会 _ il ± 


f 2 )( e 2 '^ — m )( 


就像前面那样，利用一般公式 （1.41) 可以求出应力张量的分量.在椭圆孔边界 
1上，我们有 

1 — m 2 + 2mcos 20 0 - 2 cos2(0 + 0 0 ) 

〜 = P ^ =0 ， Pe = Po l-2mcos20 + m2 • 
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m no . 带冇椭圆孔的 
尤限大平板的_拉伸 


m 171. 带冇拥圆孔的无限大平板受的单轴拉伸应力图 ( a /6 = 3, 
m = 1/2) 


由此可见，在 m = 1时，即在直裂纹的情况下，对于任何外/ 0或％ # 7 T ， 在点 p = 1， 
0 = 0^\0 = n (在裂纹两端）有 p = oo . 假设拉伸是在 y 轴方向进行的（知=土 tt / 2 )， 


Pb = Po 


- m 2 - 2 m + 2 


应力张 H 的分在椭岡孔边界上的点 P = l ， 0 = 0, 7 T ; 2： = 土(1， 2 / = 0达到£4大 
值”，并且 

po 顏 == ( x + y ) Po ( 2 .5) 


在图171中_出了 a /6 = 3, m = 1/2时应力张量的分 fi Pll ， p 22 沿 a : 轴的分布曲线， 
以及沿椭圆孔边界的分布曲线. 

在带有椭圆孔的平板的上述拉伸问题中，当&一 0时，如果 Po 
] 不是非常大，即如果可以把整个平板看做弹性体,则应力处处 
' ^ 有限并 a 与实验相符. 

假设 Po 和 a 固定不变而6逐渐减小，则从 （2.4) 和 （2.5) 可以看出，这时 p 0max 
增加，并且在6 — 0时 P 0max — oc . 因此，在上述解中，对于无穷远处的任何有限的 
拉伸应力 p Q ， 在 直裂纹 （椭 W 在 6 — 0 时退化为裂纹）两端都会出现无穷大的应力 
Pe (见图 172). . 

真实材料中的应力不可能超过完全确定的极限值，所以需要对弹性力学线性理 
论的类似结果进行额外的讨论.在应力很大的地方和应力高度集中的地方一般不能 

D 因为应力张量在笛卡儿坐标系中的所有分量都是双调和函数,所以，根据双调和函数的基本 
性质，这些分请在区域边界上达到最 大值; 在流体力学中能够遇到类似的状况（见113 页). 
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使用线性理论.为了更精确地描述这些区域中的真实现象，必须考虑非线性弹塑性理 
论和蠕变理论中的各种效应.此外，除了应变本身，应变的梯度也能够对内能等热力 

学函数的值和材料在这些区域中的力学 
行为产生重要影响，但是在通常的理论 
中一般使用胡克定律来确定应力，并不 
考虑应变的梯度. 

对于某些材料，裂纹尖端附近的应 
力分布与非线性弹性力学范围内的一些 
效应有密切的关系 1 \如果使用儿何意 
义上和动力学意义上的非线性弹性力学 
方程，在裂纹尖端附近就可以得到有限 
的应力值.甚至在使用胡克定律的线性弹性力学的范围内，如果使非线性问题的解 
满足已变形边界面上的边界条件（而不是像线性问题中的做法那样在裂纹所在位 S 
满足边界条件)，则在裂纹尖端附近也可以得到处处有限但一般非常大的应力值.因 
此,寧*华举吵兮 fft 毕卑帮窣尜嘩 吋不 K 增尽的结果不仅与使用线性的胡克定律 
有关，我•们还指出， & 力在裂纹尖端等于无穷大的上述效 
应还与一种很 k 的'理1®^假'设'有关，因为真实裂纹的两端其实具有非零的曲率半径. 

与此同时，计算与实验结果都表明，在真实材料中出现上述复杂物理特性的区 
域在许多情况下一般是非常小的.实验表明，即使在相当接近裂纹尖端的地方，弹性 
力学线性理论和上面列出的解仍然能够正确地描述应力分布.以钢为例，在裂纹尖 
端附近，状态的真实特征 M 与按照弹性力学线性理论 it * 算出的结果有巨大差异的区 
域的特征尺寸在量级上只有半毫米而已 2) . 

尽管应力张虽的分 M : 在裂纹尖端附近等于无穷大，但是我们不卑$把这个效应 
看做弹性力学线性理论在这个问题上给出的结果与实验的根本矛盾^恰相反，在 
线性理论和非常理想化的简化提法下，问题的这个结果反而很好地反映了真实情况. 
就像在许多其他情况下广泛使用的理想化假设那样（刚体、强间断面、碰撞现象等), 
在这个问题中使用的线性弹性体模型也会给出某些效应，它们在这样或那样的程度 
上与实验结果矛盾.然而，在求解所提问题的过程中，重要的是让这样的矛盾在计算 
待求量在弹性体主要部位的分布并得到所需结论时没有重要的意义 3 ) . 

现在，设裂纹面两侧受到合力与合力都等于零的任意面力的作用，我们来详细 
研究裂纹两端附近的应力应变状态. 


在图172和此后的一系列图形中，已经变形的边界在端点附近的形状（虚线）对应弹性解外推 
到端点的 情况; 端点附近的真实边界形状与材料在这个区域中表现出来的复杂流变学性质有关. 

2 ) 参见： HcM6ep T . KoHueHTpauHji Hanpa«eHHft. Mockba: OTM 3, 1947 •第 193 页 （ H . Z •诺 
埃伯.应力集中.赵旭生译. 北京： 科学出版社， 1958). 

3) 在弹性力学理想化问题的计算结果中出现很大的甚至无穷大的应力不一定真正导致材料的全 
部或部分破坏，强调这一点是不无裨益的. 



m 172. 根据弹性力学线性理论的解得到的裂纹 
尖端附近的应力分布特点 






Ill 


IV 





m 173. 裂纹面两侧的四类“对称” 载荷： I . 对称法向鈸荷， n . 反对称切向载荷， III . 反对称法 14 
钱尙， IV. 对称切向钱疴 


关于带裂纹物体应力在弹性力学线性理论中，关于带有裂纹的物体在给定外载荷 
孕尹状态的一般静力作用下的应力应变状态的静力学问题（我们称之为问题 21) 

的解可以分解为以下两个学问题的解之和:一是关于没 
■m 有裂纹的连续介质在不计界上的外力的给定外载荷作 

用卜的应力应变状态的问题二是关于带有裂纹的物体在仅在裂纹边界上存在外 
面力作用时的应力应变状态的问题 c 问题 c 中的外力不但包括初始问题级中作用 
在裂纹边界上的外载荷，而且包 p 

括与 问题® 中出现在裂纹边界 t IU 

上的应力大小相同但方向相反的 im |/>/2 

一组载荷. p/Ai iP/A 

Si 然，问题 ® 的解在裂纹尖 

端没有奇异性，所以初始问题 a p,4 ’ m * V /4 

和问题 e 中的应力分布具有相同 扣 ^ tp/2 

m 174. 分解问超 e 的具体例子 

任何裂纹面微元上的任意载 

荷都可以表示为如图173所示的四类“对称”载荷之和，每一类载荷都作用在裂纹 
面两侧的相对位置上.这样一来，对于 |x| ^ a, J/ = 0 的直裂纹，上述问题 C ： (裂纹面 
两侧分布有静力学合力为零的任意外载荷的一般情况）的解可以表示为某些个别情 
况下的问题 e : 的解之和，在这些个别情况下，裂纹面两侧相对位置的法向或切向载 
荷具有相同的大小.根据这样的分解方法，问题 (£ 化为四个互不相同的问题 ei ， ai ， 
( Till , € IV , 在裂纹面两侧相对位置上的载荷分别属于四种类型之一，见图 173. 显然， 
如果问题 C ： 中的裂纹面受到静力学合力为零的载荷，则上述四个问题中的裂纹面也 
受到静力学合力为零的载荷.图174是这种分解方法的一个具体的例子.如果初始 
问题21中的裂纹不受应力作用，则为了求解相应的一般问题 C ：, 只要考虑 ( H ，( TII 这 
两个问题即可. 

为了研究解在裂纹尖端附近的特性，考虑在 |x| ^ a, y = 0 M 
位置有直裂纹的无限大平板，并假设裂纹面两侧不受外应力 
的作用.为了描述应力的性质，这时只要详细研究打和 ( TII 这两个问题即可，并且 
在提出问题时要求无穷远处的应力等于零（在2 = oc 时％ = 0). 
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受到对称法向应力作考虑问题 CI . 假设在裂纹面 W < a , y = 0 的两侧相对于 X 
用的裂纹 轴对称地分布着某种法向载荷（图 175). 裂纹而两侧的边界 

• 条件这时具有以下 形式： 

在 | x ' < a , t / = 0 P22 = P22 = -分(:)， P?2 = P12 = ( 2 . 6 ) 

式中贞 X )是已知的有限函数. 

因为在 | z | < 2/ = 0时 p 12 = 0,所以在求解时假设 

^>(z) = jZ t (z) t ^(z)=-jzZ ； (z) t Z[ 

式中 Zj ( z ) 是未知的函数.那么，从 （1.27) 得 

Pn = Re Z , - 2 / Im Z {, 
p 22 = ReZ , + ylmZl ， (2.7) 

P12 = - pUcZ ；. 



根据甲而应变状态的一般公式 (1.34), 在所研究的情况下对位移可以得到以下简单 
.v 公式 1 

2 /iu = (1 - 2 a ) Rc Z ,° - yImZj t 
rdTlTTv 2 fiv = 2(\ - a ) ImZ ,°- 2 / RcZi , 


式中邛是满足条件 Z , = dZ?/dz 的函数.根据(2.7)，裂 
纹面两侧的边界条件 (2.6) 的形式变为 


m 175 . 在裂纹 ifi 两侧对称分 
布的法向栽荷.裂纹上表面的为了得到上述问题的解.只要求出裂纹以外 K 域中的一 

相关 fi 用上标⑺表示，下表个正则复变函数 Z x (z) 即可，但要让它在无穷远处趋于 

面的相艾最用上标⑴表示零，还要让它的实部在裂纹面两侧等于:!;的给定函数. 

如果认为从公式 （2.8) 汁算出的位移在无穷远处等 

于零，则由 （2.8) 可知，函数 Z ,( z ) 在无穷远处的 ffi 级至少应当是 l/z 2 . 因此，公式 2) 


在 W < 


0时 ReZi = — g { x ). 


ttVz 2 — a 2 


9(0 


(2.9) 


在广义平面应力状态的情况下，对中面上的位移可以得到同样形式的公式，但要把1 - 2(7 和 
7 分别改为 （1 _ <7)/(1 + <7)和 1/(1 + <7). 

JI . M . 谢多大在1934年给出了构造函数 （2.9) 的一种有效方法.例如，可以 参见 : CeAOB JI . M . 

CKHe 3 aAaMH rw^pojuiHaMHKM h aapoiiHHaMHKH . MocKBa : rocTexw 3^ aT . 1950; 3 -e H 3, a . 
: Kaa : Hayna , 1980 (俄文第一版的英译本 ： Sedov L . I . Two-Dimensional Problems in Hydrody - 
ics and Aerodynamics . New York : Wiley , 1965). 该专著第二章 §1 的公式 (1.9) 与这里的公式 
只相差一个因子 i ， 因为这里给出的是待求函数的实部，而不是虚部. 



§2. 应力集中 


- 391 - 


显然，应力张 M 和位移矢 M 的分 ffl 在裂纹尖端附近的渐近表达式只依赖于 M 幻 
的值.可以证明，在有限大小的平板上的裂纹尖端附近，解也具有这样的性质.对于 
带冇裂纹的有限大小的平板，如果裂纹而两侧受到对称法向载荷的作用，则裂纹每 
一个尖端附近的渐近公式中的相应参 M h 取决于边界条件和裂纹的位 M 岣称 
为应力强度系数 1 ^从问题的线性性质可知，如果载荷与某个参 S 成正比，则应力强 
度余蠢 参 u 成正比.在一般情况下，无论外部载荷有多小，对于给定的裂纹 
都有 h # 0,并且小载荷作用下的应力集中与实际情况符合良好，这样的应力集中一 
般不会引起材料的破坏. 

就像前面已经指出的那样（见388页)，按照公式 (2.11) 计算出来的应力张 W 分 
M •在裂纹尖端 r = 0等于无穷大，这是线性化和使用胡克定律的结果.在线性化这种 
数学近似 K , 边界条件是在未变形的裂纹面2/ = 0, | x|^a 上提出的，其中也包括裂 
纹尖端 W = a 本身.众所周知，在裂纹两端的邻域中存在强烈的应力集中现象，材 
料的内应力很大，这时并不成立胡克定律.鉴于这些原因，渐近公式 (2.11) 对于很小 

U 欧文详细分析了参黾&的物理意义并把这个量当做其裂纹理论 (1957 年）的基础. 


给出关于根据裂纹上给定的实部求函数的上述问题的解.根据上述问题的解 
的唯一性，这个公式给出了待求的解.利用 （2.9) 和（2. 7 )容易汁算2 平面上任意点 
的应力张量分 

^ 根据公式 （2.9) 容易确定解在裂纹两端附近的性质.在裂纹 

应力张 M 和位移矢^右端附近，令 2 - a = re id ， 式中 r 是小 fl ， 则从 （2.9) 可知， 

的分置在裂纹尖端附 ^ 

近的渐近表达式 对于小 M 成1渐近公式 


ZM= J2Z~ay 


Pn 


= 无 1 
y /2 nr 


E / c , 一般不等于零，它仅在函数贞1)具冇专门形式的个別情况下才等于零. 
我们从 （2.10) 和 （2.7) 求出应力张 fi 分撤 的渐近表达式 

4( 1- siI 4 sin y )， 

I y ^1 + sinsin 
k . d . d 3 t ? 

平面应变状态 K 的位移分 tt 的相应渐近表达式具有以 F 形式： 


p 22 = 


( 2 . 11 ) 
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的 r < %不再符合实际情况.尽管如此，实验和更详细的分析都表明，对于足够小的 
r > r Q ， 这些公式毕竟还是能够用来对裂纹两端邻域内的应力场性质进行渐近估计. 
利用渐近公飞 （2.11) 为了解释在材料中可能出现的 ® 性和内部损伤等效应，利用 
计^裂纹尖端邻域中 渐近公式 （ 2.11) 更详细地研究裂纹尖端附近的应力场， 这 M 
的应力张置主分置和然能够带来好处.此外，根据 （ 2.11 )， 应力张量的分董相对于 
主轴 X 轴对称分布，所以只要在 T ? 从零变化到 7 T 时考虑问题即可. 

对于平面应力状态，主应力 Pl , P 2 是特征方程 

Pll - Pl.2 Pl2 _ q 

Pl2 P22 一 Pl.2 

的根 P ll2 (见第一卷第三章 §4). 根据这个方程和（2.11)，我们有 

p»,2 = |(Pn 十 P22) 土 V^'^ p22 ' 2 = COS I (1 士 sin !) (p, >p 2 ). 

把应力张 ffl 的分 fi 变换到主轴，可以得到主方向对 0： 轴的倾角 a 的以下 公式： 

2 p 12 

tan 2a = ———— =- cot—. 

P 11 -P 22 1 

冉利用 h ( Pl > p 2 > 通过应力张位分 费的表 达式，由此直接可得的主方向所对应 
的角 a 满足等式 



平面应力状态下的应在平面应力状态下，在裂纹尖端邻域内的每一点， ft 大切向 
力场的性质 应力 p r 觀 满足公式（见第十章§ 4 的公式 (4.8)) 



最大切向应力的作用面与： ry 平面的夹角等于45°，它通过应力主分贵 p 2 所对应的 
主轴 • 

图176给出了两个无量纲 tt 

_ = 令 姻 =空 

的函数图像.有趣的是，当 r 固定不变时，拉伸应力巧的最大值不是对应1? = 0,而 
是对应0 = 60。.在 r = const 时，最大切向应力值也对应 t ? == 60。.因此，回忆特雷 
斯卡的一个观点颇有益处.他认为，在最大切向应力达到给定的临界值时就会出现 
剪切残余应变，材料于是表现出塑性. 

如果遵循米塞斯屈服准则（见第十章的公式 （4.10) 和（4.11))，就必须考虑八面 
体切向应力 p T(ri =1/ v /5) = Poct 的最大值.在平面应力状态下，量 p cct 满足等式 

9Poct = (Pi -P 2 ) 2 +P?+P2 = |^cos 2 y (l + 3sin 2 ^. 



80 d ' 


120 180 r 


60 


120 



(a) 


( b ) 


阁 176. 主应力值在裂纹尖端 图 177. p ^ t 和 p ； max 在裂纹尖端附近的渐近分布 .（ a ) 平而应 

附近的渐近分布 力状态， （ b ) 平面应变状态 （<x = 0.25) 


图177⑷给出了以下两个无 M 纲量的函数图像，以便 比较: 



显然， PoctW 的最大值对应办《 70。. 

图178给出了利用渐近规律 （2.11) 计算的裂纹尖端附近一些特征点的应力主轴 


方向和主应力值. 

对全部这些结果的研究表明，如果外部载荷 
导致裂纹宽度增大并达到极限状态，则在裂纹尖 
端邻域内，首先在不同于裂纹方向的方向上能够 
出现一些复杂的效应，它们与材料的一些非弹性 


性质有关. 

平面应变状态下的应 
力场的性质 


应力张量各种分 M Pu ， 
Pl2 , P22 , Pi 和 P2 的上 
述公式不仅在平面应力 


状态下 （ P 3 3 = P 3 = 成立，在平面应变状态下 
( e 33 = e 3 = 0) 也成立 • 

根据 （1.15) 和（2.11)，在平面应变状态下有 



图 178. 利用渐近规律 （2.11) 计算的裂 
纹尖端附近圓周 r = const 上一些特征 
点的应力主轴方向和主应力值 


P 33 = P 3 = ^(Pll + P 22) = ^(Pl + P 2) = f 


2^1 

y/27rr 


苳 >0, 


式中 CT 是泊松比，它一般满足不等式0 < a < 0.5. 对于这样的 (7, 显然 p 3 < Pl .在 
所研究的情况下，从 （2.11) 可以确定 P rmax ( T 9, r ). 如果用％ (180° > %〉 0) 表 
示方程 sin ( i 9 0 /2) = 1- 2(7 的根，则在 180。> i ? > i 9 0 时有 P2 < P3 , 所以 
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在办0 > 6 > 0时有 P2 > P3, 所以 


Pi — P 3 _ ^1 

~2 """"" 2 v ^7 rr 


— V -盖卜- 宇卜 ▲(« + 宇). 

在第一种情况下，达到 p TIIiax 的切向应力的作用面垂直于 叩 平面，它与 Pl 的相应 
主轴之间的夹角等于 45 。； 在第二种情况 F ， 相应作用面与平面应力状态下的作用而 
相同. 

例如，在 a = 0.25 时办= 60。，所以在0 〈汐 < 60°时 


max 


(. i9 i? sini9\ 

卜 W 了 J <1; 


W 此，在平而应变状态 F, 裂纹尖端附近圆周 r = const 上的最大值 p rmax 对应着 
：= 90。和 （ Pl - p 2 )/2. 

在平而应变状态卩，汁算并不复杂，结果是 


A:, -d 
COS 2 * 


丨 2 X 


为丫进行比较，阁 177(a)，(b) 分别给出了平面应力状态和平面应变状态 （(7 = 0.25) 
下的 P' T max(W 和 PU(W 的阉像 • 

平面应力状态和平面应变状态的 t 述公式表明，当 Pn，P 12 , 朽 2 分别相同时，例 
如当 h 相同时，应力场基本特征 ffl 在这两类问题中具有不同的性质.应力场的这些 
基本特征 M 之所以重要，是因为它们关系到材料何时表现出非弹性性质.从前面的 
分析可以看出，按照基于弹性力学线性理论和自然的屈服准则对裂纹断点附近应力 
场进行的计算，材料发生断裂的方向应当不同于裂纹方向.然而，断裂实际上是沿裂 
纹进行的.这说明，前面的分析还忽略了一些实际存在的非线性效应和非弹性效应. 

, 现在考虑问题 (Til, 这时在位于 |x| ^ a, j / = 0的直裂纹两侧 


受到反对称切向载荷 
作用的裂纹 


分布着反对称切向载荷（图179)，相应边界条件的形式为 

在 |j：l 彡 a，y = 0吋 p 22 = 0, P12 = - h ( x ). (2.13) 



图 179. 在直裂纹两侧反对称 
分布的切向栽荷 


如果令 

^(z) = -^Z u (z), ^(z)=\{2Z u +zZl l ) } %= 警， 

式中 Z u ( z ) 是待求函数，它在裂纹以外是正则函数，在无 
穷远处等于零，则条件 (2.13) 将部分满足.从 （1.27) 得 

Pn = 2lmZ u + yR^Z , lu 

p 22 = -yRcZn, (2.14) 

P12 = ReZ n - ylm Z\ v 


在平面应变状态下，对于位移 矢置的 分量，我们有 


2/xu = 2(1 — o) Im Z^i + y Re 
2 fiv = -(1 - a ) ReZ £ 0 , — ylmZ Ilr 

式中 = dZ^/dz. 根据 （2.14)， 裂纹的边界条件 （2.13) 化为以下形式： 

在 |x| 彡 a, 2/ = 0时 RcZ n = - h ( x ). 

S 然，待求闲数 Z u (z) 在无穷远处具有 M 级1/3;也可以用公式 (2.9) 计算这个函 
数,但是应当用 M：r) 荇换 g(x). 

Z u (z) 在点 2 = a 附近的渐近公式具有以下 形式： 

应力张置和位移矢量 

的分量在裂纹尖端附 Z u ( z ) = ku 

近的渐近表达式 - «) 


z,,(2) = 

k '' = ^= ai h ^\[^^ 


(2.15) 


利用 （2.15) 和 (2.14), 我们得到应力张 M 的分 tt 的渐近公式 

Pll = "A sin l ( 2 + cos f C 08 T)' 

k u d . d 3 t ? 

P22 = ^== COS - sin - cosy , (2.16) 

Pl2 = A cos l( I_sin T sin f)- 

在平面应变状态下，位移矢 M 的分量的相应渐近公式为 

u= T^ siD K 2 ~ 2a+cos2 ^)' 

(2.17) 

w = 'TT\/^ cos l( 1_2<7 + sin2 4) - 

当外载荷具有某些特殊的分布时，或者3给定载荷 F 的物体具有特别的尺寸时， 
或者3裂纹具有合适的 K 度时，我们能够得到七或屹等亍零的解.然而，在许多实 
际情况下，对于处于平衡态的物体，在裂纹两端附近存在应力集中的现象，并且常 M 
h 和都不等于零. 

类似地，利用复变函数和形如 (2.9) 的公式容易求解问题 OTI 和 av . 这时，裂 
纹尖端附近的应力分布也具有像问题幻和 CII 那样的奇异性. 

显然，如果存在诸如重力或惯性力的质 fi 力，则在求解弹性力学中相应的动力 
学问题时可以得到这样的应力分布，它在裂纹尖端附近满足带有七， fc „ 的渐近公式, 


(2.17) 
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,并且 h 和 h —般不等于零.在动力学问题中， h 和依赖 
y 于给定的随时间变化的外面力和外质 fl 力. 考虑热效应一般不 

/ 会改变应力在裂纹尖端附近的性质. 

/ 我们研究了直裂纹的情况.在一般情况下,裂纹可能是弯曲 

— ^的（图 180). 可以证明，对于平面应变状态下的弯曲裂纹，应力 
m 180. 弯曲裂纹 张 S 和位移矢量的分量的渐近公式（ 2.11) ， (2.16), (2.12), (2.17) 

的形式在如图180所示的局部坐标系 r , 0下保持不变，其中的 
角19从裂纹在尖端的切线方向算起. 

作为一些例子，我们来研究某些简单问题的解. 

平圆穷远处的拉伸应力 Po = const . 裂纹的长度为 2 a ， 裂纹表面 
° /I 上没有外应力.利用辅助复变 ffl C , 可以把这个问题的解通过 

前面研究过的带有椭圆孔的平板的类似问题的解表示出来，只要让椭圆孔的半短轴 
b 趋于零即可. 

还可以利用上述公式直接在2平而上求解问题.其实，问题迅的解这时显然具 
有以 F 形式： 

Pll = P22 = PO' Pl2 = 0 ， 

所以考虑问题 ( TI 即可，这时在裂纹面两侧对称地分布着法向应力 Po . 把^) = Po 
(在2/ = 0, | a :| < a 吋 p 22 = - p 0 ) 代人公式 (2.9), 利用留数定理可得 

Zl = .po ?vZZI! d? = ^L=-p ( , 

tt \/ z 2 — a 2 J 2 — ( y / z 2 — a 2 


带有直裂纹的平板的 
各向均匀拉伸 


与此相应的问题的解这时具有以下 形式: 


因此，对于上面提出的问题21， 


^M = Po- 


ZM = vwh 


(2.18) 


应力张最的分量可以按照公式 （2.7) 和 (2.18) 计算.根据（2.10)，这时的应力强度系 
数可由以下公式 计算： 


—為 f 原^青 J = pWra . 


(2.19) 


可以直接从 M 纲理论得到七的公式的形式.其实，在提出关于无限大平板的上述问 
题时，只出现 p Q 和 a 这两个有量纲的常量（根据373页上的莱维定理，杨氏模量是 
一个无关紧要的量).因为常量七与 p 0 Vd 具有同样的量纲，所以显然有幻= cp 0 ^, 


/ 


ffl 181 .在 \x\ < a , j / = 0 的 
位置存在裂纹的平板在与 ： r 
轴的夹 角为％ 的方向 J •.受到 
拉伸应力 p D 的作用 


式中 C 是无 M 纲常数.从（2.19)得(：=^. /// 

现在考虑带有直裂纹的弹性平板 / 

漂纹的 平板的 的单轴拉伸.设无穷远处 与工轴 / 

1 的夹角为外的方向上作用着大 __ r 

小为常 M 抑的拉伸应力，裂纹位于 w 彡 a，y = 0,其表 a / ° ^ 

而不受应力作用（图 181). / 

为了得到这个问题的解，可以借助于辅助复变 M C ， /7 V P 

使用前面给出的带有椭圆孔的平板的类似问题的解在 ° 

6-0 ( m -1) 时的极限.也可以使用上面介绍的方法 二匕的 

7 T a/Ffn h 古作 - bte 々小存在裂纹的平板在与 x 
在2平面上直接水解这 I 问题. 轴的夹 角为％ 的方向上受到 

我们米 i 卜算这时的应力强度系数.为此我们指出，在拉伸应力 Pn 的作用 

求解相应的问题 © 时可以得到，在: r 轴上作用着常应力 

P12 = Po cosOos ' mOo , P22 = Po sin 2 ^ o - 所以,根据 （2.10) 和（2.15)，我们得到类似于 
(2.19) 的 结果： 

A :, = p 0 v /7 ra sin 2 On , k n = p oV /5 ra sin 0。 cos %. (2.20) 

带有裂纹的平板在裂我们再来研究如图 182 所示的问 

纹两侧中央分别受到题.在带冇裂纹的平板上作用着 )>• 

大小均力 P 麵个集巾力，細 !/> 

点分别位于裂纹两侧的中央，裂纹位于 W ^ a , y = 0. 

把 !/> 

g(0 = PS{0) 

ra 182 . 集中力分別作用于 

代入 (2.9), 式中 （5(0) 足 (5 函数，则根据5函数的定义，裂纹两侧中央 
我们有 

祕)= — ^==. (2.21) 

i { Z \/ z z — a 1 


阍 182 . 集中力分別作用于 
裂纹两侧中央 


( 2 . 21 ) 


于是，从 (2.10) 得到 

k ，ira (222) 

如采除了作用在裂纹中央的上述集中力，弹性平板还在无穷远处受到各向均匀 
压缩应力 Po = const 的作用，则函数&等于公式 （2.21) 和 (2.18) 中的函数之差， 




p a 〜 Po z 
TTZy/z 2 — a 2 \/z 2 — a 2 


根据 （2.22) 和（2.19)，应力强度系数可以表示为以下 公式: 


k i = 


y/na 


(2.23) 





第十一章弹性力学平面问题理论和裂纹理论引论 


在应力作用下互现在考虑这样的平面问题：两块半无限大弹性平板具有绝对 
相挤压在一起的两块光滑的边界，在无穷远处垂直于 Z 轴的方向上，应力 p Q 把这 

两块平板挤压在一起，其接触面位于$轴；另有一对大小为 
p 的集中力分別作用在每一块平板上，作用点位于两块板接 
° 触面上的某一点（图 183). 在这样的集中力作用下，如果在两 

块平板之间没有黏着力，在两块平板之间就会形成一 
， I I 丨1丨丨丨 k 条缝隙，需要确定缝隙的长度 2 a . 在提出问题时还认 

i /> 为,在平板的接触面 t 只可能有压缩应力，但不可能有 


mm"r 

m i 8： j . 在无穷远处的应力 p 0 作 
HJ F 互相挤压在•起的两块 f •无 
限大平板因为一对集中力 p 的 
作用而在局部包相分开 


这时，应力强度系数&显然等于在％ = tt /2 时 
由公式 （2.22) 和 （2.20) 计算的应力强度系数之差•如 
果平板之间完全没有黏着力，则在缝隙端点附近不可 
能出现应力集中.所以幻=0,从 (2.23) 就可以得到 


如果在平板接触面上存在黏着力（例如把两块平板粘 


在一起)，在缝隙端点附近就可能出现应力集中，从 IW 七 〆 0. 


刚性压模挤压半无限 
大弹性平板的问题的 
提法 


想象一个刚体一压模一挤压一块半 X 限大弹性平板.首 
先假设压模 F 表面完全压在平板上，压脱的宽度 2 d 是已知 
的（图 184). 

&先提 出边界条件.在半无限大平板的由面上 


P22 = Pl2 = 

在半无限大平板与压模的接触面上可以提出各种边界条件，我们考虑其中的部分条 
件.佧模表而绝对光滑是 ft 简单的情况，这时弹性平板的竖直位移取决于压模整体 



图 18 4 . 具有均匀宽度 2 « 的刚性压模挤压半无 
限大弹性平板 


下移的深度和 m 模的外形. ra 此，在伍模 
与平板的接触面上 

V ^ v ( x) y P nr = 0, 

式中 V(x) 表示压模的竖直位移，〃表乐 
弹性平板微元的竖直位移， p nT 表示弹性 
平板与压模的接触而上的切向应力. 

在弹性力学线性理论中通常只研究 
小位移 V ( x ) 和平缓的压模，所以可以假 


设 Pnr = Vvi(^ 0)- 边界条件的形式化为: 


§2. 应力集中 


399 


还可以研究的一种情况是，受到任意载荷的压模表面与弹性平板牢固地连接（焊 
接）在一起.这时4以把边界条件写为 

在 |:r| 彡 a，y = 0 时 u = U ( x ), v - V ( x ) (p 12 # 0), 

式中 C /( o :) 和 V ( x ) 是压模诸点的水平位移和竖直位移. 

在压模挤压弹性平板的问题中，如果在压模和平板的接触面上有摩擦力，则边 
界条件的形式变为 

在 |a;| 彡 a ， 2 / = 0时 v = V { x ), p 12 ^ ±/lp 22 |， 

式中/是摩擦 因子. 

如果事先不知道压模与弹性平板接触 K 域 
的宽度（例如压模边缘圆滑的情况（阁 185)), 

就必须有一些附加条件才能确定接触 K 域的 
边界.例如，如果在一块光滑压模与弹性平板 
的接触面上完全没有黏着力，就可以采用这样的 条件： 在接触 K 域两端附近不出现 
应力集中.这样-•来，我们就能够使用阁183所代表的问题中计算缝隙宽度的方法 
来确定接触 K 域的宽度 2 Z . 如果在压模材料与弹性平板之间存在黏苕力，在接触区 
域两端附近就会出现应力集中 U . 



m 185. 具有圆滑边缘的刚性压模挤压半 
无限大弹性平板 



m 186 . 带行共 线无限 rr 裂纹的弹性平板受到拉伸 的问题 弓矩形 h {模挤压 f •无限大平板的问题之 
间的比拟 

带有共线直裂纹的弹考虑一块带有两条无限裂纹的弹性平板，两条裂纹都位于 z 

性平板的问题与矩形轴（图 186 ( a )). 设平板受到相对 T ：r 轴对称分布的拉伸力的 

压模挤压半无限大平 
板的问题之间的比拟 

从问题的对称性可知，在 W < a 的一段 x 麵上 

I ； = 0, p 12 = 0. 

所以，如果假想去掉上面一半平板，则这部分平板对下面-•半平板的作用可以荇换 
为具有绝对光滑边界的矩形压模对它的作用，并且接触面位于: r 轴 ll N < a 的区 


如果存在应力集中的现象，就必须利用关于应力集中的性质的一些附加条件来确定接触区域 
的宽度（见 §3). 
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域.压模这时受到力 P 的作用，以便在: r 轴上 W < a 的区域上形成它对下面一半 
平板的拉伸作用力（阁 186( b )). 只要让所有作用力都变为相反方向，就可以得到矩 
形刚性压模在力的作用下在： r 轴上 W < a 的区域上挤压半无限大平板的问题 

(图 186( c )). 

\ t / . I 如果带有一条或多条共线有限裂纹 

的平板受到相对于裂纹所在的: T 轴对称 
-二？™ 體 ~ 嚴 分布的拉伸力的作用，则这时也可以进行 

类似的讨论.在这种情况下，压模与下面 
/ | \ / f \ 一半平板的接触面应当是 Z 轴上裂纹以 

( a ) ( b ) 外的所有区域（阁 187). 

m is ?. 带有裂纹的平板受到拉伸的问题与矩条直裂纹 （或组 
形压模挤压半无限大平板的问越之嶋比拟 共线裂纹）的平板'乂到相对于裂纹所在 

直线对称分布的载荷作用的问题，其任何 

解都可以解释为一块光滑矩形压模（或一组压模）挤压半无限大平板的问题的解. 

对裂纹问题的以上分析表明，光滑矩形压模与平板接触区域端点附近的应力分 
布具有公式 (2.10) 所描述的奇异性. 

拓取压雄挤压来 & —块绝对光滑的矩形刚性压模在力的作用下挤压半 
大雀性; S 的无限人弹性平板，压模的宽度等于％它只能在平行于轴 

的方向上移动.我们来证明，函数 

Z，= wfcf (2.24) 

给出这个问题的解.其实，根据 （2.24) 和（2.7)，沿： r 轴有以下 结果： 对丁•任何 rr 都 

有 Pi2 = 0,当 |*| > a 时 p 22 = 0,当 |: r | < a 时 

I V J P 

K / P22 = nVa^' 

IffrM 从 （2.24 和 （2 8) 容易得到，当 |xK a , j / = 0 W 

~~~-a O a T V = const . 

m 188. 应力张 M 分歐 p 22 在绝 序 1 188 给出应力张量的分董 P 22 在压模下的分 

对光滑的矩形刚性压模下的分布布， P 22 在压模边缘等于无穷大. 

从 p 22 在压模下的分布相对于2/轴的对称性显 
然可知，压模所受相应作用力的合力的作用线平行于2 / 轴并 R 通过压模的中央.这 
个力的大小等于 A 


/p 22 dx=^|- 7 ^= = P . 


按照 (2.24), (2.8) 和 (2.9) 可以计算半无限大弹性平板上任意一点的应力和位移. 




外形略微弯曲的等宽设一块刚性压模具有给定的宽度 2 a 和绝对光滑的表面，表 
刚性压模挤压半无限面形状在 a ： 2 /平面上具有略微弯曲的给定外形 V ( x ) - coast , 
大弹性平板的问题 并且压模只能沿2/轴平动.我们现在考虑这样的压模挤压半 

无限大弹性平板的问题. 

只要适当选取函数 Zj ( z ) t 就可以得到这个问题的解.如果使用 p 12 的公式（2.7)， 
则在2/ = 0吋 p 12 = 0的边界条件将内动成立.根据问题的边界条件，压模下的位移 
V ( x ) 是给定的，所以从 （2.8) 得到 

在 | a :| 彡 a , y = 0时 Im Z ! 0 = ^ V ( x ), 

1 一 a 

式中是: T 的已知函数.把这个表达式对: T 求导，我们得到用来确定函数 Z { (Z) 
的以下 条件： 

在 | i | 彡 a , y = 0时 ImZ “ z ) = Im ^ Zi ( z ) = (2.25) 

根据条件 (2.25) 求函数 Z { ( z ) 的问题的解坷由公式 （2.9) 给出（还可以参考390 
页的脚注)，即 

仙( 2 圳 

-o 

敁然， 这样构造出来的函数 Z { ( z ) 还满足边界 条件： 在 | z | > ( I ， 2 / = 0时 p 22 = 0, W 
为根据 （2.7) 和 (2.26), 在 W 彡 a , y = 0时 p 22 = ReZ ,=0. 闪此，由公式 （2.26) 定 
义的函数 Z { ( z ) 满足半无限大平板边界 y = 0上的所有边界条件.然而，还不能直接 
把这个函数当做 h 述压模问题 的解. 其实，由此定义的应力分布能够让作用在无穷 
远处的合力等于零，与此同时，这个合力还应4与作用在压模上的非零的合力平衡. 

此外，当 K '(: r ) = 0时，从曲面外形压模问题的解应 ，能够 得到前面研究过的矩 
形压模问题的解.所以，为了求解外形略微弯曲的等宽刚性压模挤压半无限大弹性 
平板的问题，我们选取以下形式的函数 Z ,(2)： 




• i(l 一幻 • 


J z-i ^ Wa 2 — 〆 


(2-27) 


式中 2 a 是压模的给定宽度， V ( x ) 是表征压模外形的缓变函数， C 是待定常量.显然， 
函数 (2.27) 满足半无限大平板边界2/ = 0上的所有边界条件.在无穷远点的邻域内， 
对于山公式 (2.27) 定义的闲数 Zjiz ), 我们有以下展 开式： 
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令 • 2 = X 


我们利用 （2.7) 在无穷远点邻域内得到应力 张董的 以下分 


p n = — sin 0(1 + cos 20)， 
n P 

Q 

P22 = — sin^(l — cos 20 ) y 

7 rp 

C 

p，2 = — sin ^ sin 26 ^ 

7Tp 

结果精确到相差高阶小 ffl . 

利用这些公式容易计算无穷远点邻域内的应力分布所对应的合力 F 以及合力 
矩 A /. 沿 f •径很大的半脚周义的积分 

F ^= J Pnl j Pn2 d/， M = /^ Pn2X ~ P ^ y ^ 1 


给出 


F x = 0, M = 0， F y = 


从无限大平板和刚性压模的平衡条件可知 C = />，式中 P 是作用于压模的力. 
W 此，利用函数 


( z ) = 


i (1 — a ) 




(2.28) 


可以满足问题的所有方程和边界 条件； 这个函数给出具有给定外形 V ( x ) 和宽度 2 a 
的等宽刚性光滑压模在力尸的作用 F 挤压半无限大弹性平板的问题的完整的解. 

我们指出，公式 (2.28) 中的第二项对应矩形压模问题的解,这一项起主要的“支 
撑”作用，而第一项对应由压模的弯曲外形引起的扰动. 

假设一块圆弧形压模的宽度为 2 a , 相应半径/?足够大，则 


圆弧形压模挤压半无 
限大弹性平板的问题 


评仕干恨咖 。嘟 V{x) = ^ V '( x ) =云. 

应别两种 情况： 一是压模与平板的接触面宽度 2 Z 小于压模宽度 2 a (/< a ) 


的情况 （阁 189( a )), 二是接触面宽度等于压模宽度 （Z = a ) 的情况（图 189( b )) 
根据（2.28)，第一种情况的解具有以下 形式： 


z i = - 


_ 9 __ 

7ri?(l — (j)Vl 2 — z 2 


/ iv^EZ 

J 


P 

iry/l 2 ~^z 2 ' 


(2.29) 


利用留数定理计算第一个积分,我们有 

? _ ti(l 2 - 2z 2 ) ^iz _ P _ 

1 一 2R{\ - (T)y/l 2 _ 2 2 + R(l - a) ttv 72^12 


(2.30) 



n 





m 189. 外形为 V(x) = x 2 /2H 的圆弧形刚性压模挤压半无限大弹性平板 .（ a ) 接触面宽度小丁•压 
模宽度， （ b ) 接触而宽度等于压模宽度 


利用这个公式和 (2.7) 容妨求出应力张 m 的分 a P 22 在压模下的 分布： 

p 22 = —- - 2 八 2 ) - 十 ― ( 2 . 3 】) 
22 2R(l-(j)y/l r ^ ny/I^x 5 

为了确定压模与弹性平板边界的接触面宽度 2 Z , 可以使用在接触面两端附近不出现 
应力集中的 条件： 

在 y = 0, x = 土/ 时 p 22 = 0. 


于是，从 (2.31) 可得 


j2 _ 2RP(\-a) 

7T/X 


m 189( a ) 还给出了这种情况的应力图. 

在第二种情况下，压模与弹性平板的接触面宽度等于压模宽度.这种情况成立 
的条件是，平板对压模的作用力满足不等式 

P > ^ q2 

这时应当把公式 （2.29) — (2.31) 中的/替换为 a . 在压模边缘附近出现应力集中的现 
象（图 189( b )). 


§3. 裂纹理论 

所有固体在相应条件下都会断裂为若干块.断裂具有不同的特性，这取决于固 
体的力学性质、结构、载荷类型、加载速率、温度、环境介质的类型和性质 1〉 ，以及 
其他一些因素. 

与断裂有关的名称包括脆性断裂、准脆性断裂、韧性断裂、弹塑性断裂等等，这 
取决于哪些性质在该断裂过程中起决定性作用. 

^例如，玻璃在水中、^气中和真空中具有不同的断裂方式.再如，我们知道，裂纹面上的少 fi 
水银能够大幅降低金属铝抵抗裂纹扩展的能力. 
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⑻ (b) 


图 190. 裂纹扩展.虚线表示时刻 t 2 的物体边界，实线表示时刻 q 的物体边界（《 2 > G ) 

脆性断裂和准脆性断脆性断裂是指这样的断裂形式，物体断裂后形成的碎块可以 
裂 再次拼接成物体原来的形状.因为不会明显出现由塑性或韧 

性性质引起的的残余应变，所以可以把发生脆性断裂的器具 

再粘起来. 

发生脆性断裂时，在固体中会出现大 M 宏观裂纹并发生扩展.裂开或破碎的玻 
璃是脆性断裂的一个例子. 

许多 金诚结 构在出现宏观裂纹并发生扩展后会以准脆性断裂的形式破坏.发生 
准脆性断裂时，在接近表面很薄的一层中，在裂纹面两侧会发生塑性变形. 

这里的脆性和准脆性断裂理论是在经典弹性力学小变形理论的一些结果的基础 
上提出的.为了研究导致脆性和准脆性断裂的裂纹扩展，本章前两节已经阐述了相 
关理论中的数学工具. 

我们在下面仅仅研究在物体初始状态下已经存在的裂纹的平衡和扩展，而不打 
算考虑裂纹 ft 初如何产生的问题.裂纹的产生与物体内部的位错 U 有密切的关系. 

_ 为了对有限大小可变形固体的强度问题和位移的强间断面问题进行 

理论分析，可以使用一个普适的表述能量守恒定律的热力学方程.在 
一般情况下，这个方程具有以下形式（见第一卷第五章 §2): 

dE + dt / = dA ( e) + dQ (e) + dQ ", (3.1) 

式中 E 是物体的动能， C ； 是总的内能， dA ^ e ) 是因为宏观体积力和面力做功而从外部 
进人物体的总能量流， dQ ( e ) 是外部总热流， dQ - 是由一些特殊微观机理（例如物体 
表面的化学作用、电磁场相互作用等）导致的外部宏观能量流.在此前考虑的弹塑 
性模型中认为 dQ - = 0. 我们在这里之所以引人 dQ ••一 0,是为了能够考虑与外部 
介质发生相互作用时出现的一些表面现象，这些现象不仅发生在最初的物体边界上, 
而且发生在因为裂纹扩展而出现间断时形成的新的边界上（图 190). 


后面将给出面位错的概念. 



物 体断裂 时形成 新的图 190( b ) 是裂纹一端附近的边界在不同时刻 G 和~的示意 
边界 图.原来连续的物体内部区域 AE 在时刻 q 对应图 190( b ) 

中的点虚线线段经过 t 2 - q 时间，沿该区域发生间断， 
从而形成新的边界 DBC . 

方程 （3.1) 既可以用于作为一个整体的全部物体，也可以用于物体的任何有限区 
域，并且其中可以带有在任何时间间隔 △« = t 2 - Q 内发生扩展的裂纹.在以下讨论 
中，我们认为物体中与时刻^和相对应的点的位置非常接近. 

_在经典热弹性力学 （考虑 热效 C 5 的弹性 力学）中，总的内能表 
^的可加常置_娜以下 形式： 


Utoi = J V ( e ijy s ) pdr-\-Uo = U \ 


(3.2) 


式中 U ( e ^ s ) 是某个确定的函数.它依赖于质量熵 s 和应力张童的分 量％ •，而 t / 0 
是可加常 M . 在“纯”弹性力学中，可加常 M %无关紧要，所以在方程 （3.1) 中总是 
认为 cU/o = 0. 

裂纹扩展是位移的强间断面在物体中扩张的过程，在这一过程中形成新的边界 
面.在研究裂纹扩展时，除了与弹性和温度有关的那一部分内能，即等式 (3.2) 中用 
U , 表示的那一项，还必须考虑与一些表面效应有关的其他形式的能 tt , 这些效应是 
在物体的完整性逍到破坏时出现的.为了考虑这些效应，一种最简单的方式是利用 
可加常 M %,这个 M 在只有熵 s 和应变张 量的分 fi 变化时保持不变，但如果在 
物体内部形成间断面，或者物体通过能 a 流 dQ - 与外部介质发生相互作用，这个 a 
就会发生变化. 

考虑一个连续体，它的所有微元都处于某种相同的状态，并认为在这 
Uo 种状态下= G ，于是 （A = 0. 现在，假想用某 -个麵 S 把该连续 

体分为 I 和 II 这两部分.根据函数 R 的定义，这时有 

C ；! (I + II ) = C/i ( I ) = ^i (11) = 0. 

如果真的把物体分为 I 和 II 这两部分，并且所有内部微元的状态在这个过程中 
保持不变（例如熵和应变值保持不变)，则这个等式仍然成立. 

在这种情况下，对于常量 C / Q 显然有 


U 0 (l + II ) ^ U 0 ( l ) + t / 0 ( II ). 


这个不等式的先决条件是，为了从 I + II 这一个物体形成 I 和 II 这两个物体，应当 
消耗功来克服广义的内部微观内聚力 1】 在分界面上的作用，所消耗的能量与间断面 

n 众所周知，可以通过无穷小能量交换的表达式来定义广义力，这些力一般不同于通过宏观相 
互作用的牛顿动量方程定义的力.微观相互作用和相应的撤观能最交换以及宏观能董交换能够具 
有复杂的量子本质. 
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附近薄层中的物理结构的变化有关.这些广义内部相互作用力的功在物体分为若干 
部分时必定不等于零， 并& 必定是负的. 

在问题的上述提法下，量队所代表的那一部分能量表征全部内聚能.这部分能 
量类似于互相吸引的质量所具有的引力能.然而，与引力能不同的是，真实物体的内 
聚能％ —般对物体的整体几何形状只有很微弱的依赖关系.这是因为，内部的内聚 
力具有电磁本质，基本上只在中性原子和分子之间起作用，所以这些力是短程力，即 
它们只在非常小的距离上（在原子间距离的 fl : 级上）才在发生相互作用的粒子之间 
明显表现出来. 

然！ fri , 

瞧接在—起的能力)，强调这—点非常艘. 触显然 可知， 
应$在考虑貌似无关紧要的常 E %的条件下研究并解决强度问题和在阂体中形成 
间断的问题.在形成间断时必须考虑能 M %的变化.尽管下面将把％解释为与表 
而能的概念有关的内能，但是不能把它简单地归结为这个概念， w 为材料微观结构 

存增 f 吵奉渾辱宁辱 弯军垮 匈知 . 

* 通•龙^为位的分 ia 及其变分 M 是连续的.真实物体 w 

为相邻粒？的内部相互作用而 A 有保持其完整性的基本物理性质，变分而^的连续 
性与此有关.在出现间断时，变分应当达到较大的值，这就保证了变分如;< 的连 
续性.在没有间断时,(5% = 0. 

. M 在某些情 》 dT ， (例 如尸沙 子)，一般不存在 

_形__内聚力，所以在这样的 材料中 能够在％不 
变的条件下形成内部间断. 

如果在金屈、木材、塑料或#沿某些表面粘接起來的物体中形成裂纹之类的内 
部间断，或者如果物体處的断裂为儿块，％就会发生变化.闪此，在研究间断现象时， 
在包含间断的物质微元中必须考虑量 cU / o . 

利用实验和某共-•般的物理方法，我们能够假设 


抓0 = 5>爲 


(3.3) 


式中 dE t 是物体内部各处裂纹面的面积变化,％是形成裂纹面 dSi 的位 K 的相应函 
数（断裂能的面密度).对于发生脆性断裂的物体，在很多情况下可以认为，1就是表 
面能密度，这类似于液体表面张力的表面能密度，但有时也不能把7当做阂体表面 
能密庶.实验表明，断裂能密度 

r AC/ 0 
7ef = ^o AE 

在许多情况下远大于表面能密度 1 〉 . 下面在必要时可以把 7 理解为 7 ef . 

U 例如，在裂纹附近发生塑性变形时需要额外提供能 fl , 因为在裂纹面附近很薄的一层中形成 
的残余应变会吸收能 fi. 




§3. 裂纹理论 



一般而言，7的值与下述因素有关：形成间断的位置的应变状态的特性，温度和 
其他一些热力学状态特征 M 以及它们随时间的变化，外部介质物理化学性质的影响 
(如果假设 dQ ^ = 0), 在物体中存在缺陷和位错，等等.在 S 简单的情况下，作为一 
种近似，可以认为7 = const , 并且该常撤值是表征材料强度的一个重要特征量.在 
研究强度问题时，对7的实验研究以及理论研究应当是主要任务. 

W 此，在物体发生脆性断裂时，如果采用内能的定义 (3.2), 
縣描述 内部嶋扩展 的基本■方程可以写为 

描述裂纹扩展的能量 

方程 dE + dU { ^ dU 0 = cM (e) + dQ ⑷ + dQ*V (3.4) 

现在，我们把 W 190( b ) 中的点虚线线段 .4 Z ? 所对应的部分裂纹面的两侧 
dA 和列人物休边界，把分别 作用于 这部分裂纹面两侧的内应力列入外而力. 
在此之后，我们就》〖以在通常的弹性体模型下研究在脆性物体中 W 为裂纹扩展而出 
现的位移（变形).这时认为 dW , = dQ - = 0. 然而，这时必须在 能最方 程中考虑组成 
物体边界的 M 新形成的表面<15^和 dX ： 2 上的新的外力的功 2 >. 

于是，在弹性力学模邢的范 ffl 内，物体整体的能 S 4 方程具有以下 形式： 

dE + df/i = cM (。) + dQ ⑷ + (3.5) 

在裂纹发生扩展时必 在裂纹尖端出现应力 集中. 是因为裂纹尖端扩展而 
须在弹性体能置方程在奇点（位于裂纹尖端）出现的某种能 M 流.如果裂纹固定不 

^ 雜韻就軒％如縣纹触扩展（观 把撇蘭 
,mc n 冇变化间断而的缝隙)，该能 s 流就不等于零.为了使用弹 

性力学理论来描'述裂纹扩展，就要对包含裂纹尖端的任何区域写出能 S 流 cM 泡，并 
把它列人能 a 方程 （3.5). 下而将利用弹性问题的已知解给出的一些计算公式. 

服从胡克定律的小变形弹性体模迆和下面给出的近似的数学提法无法描述脆性 
物体中紧邻裂纹尖端的 区域中 的處实 现象. 尽管如此，对于物体整体的弹性问题，只 
要正确地求出能 ffl 流的值即可.在更细致的模型下和更准确的数学提法下，该 
能贵流可能取决于各种各样的物理机制. 

对 F 弹塑性体中的“裂纹 "，在 裂纹尖端附近的有限区域内能够表现出塑性并发 
生塑性 变形. 当外部载荷具有不同特性时，塑性 K 的形式也多种多样.实验表明，在 
某哼个别的 ^ Tf 中，这些塑性区是一些具有有限长度的薄层，我们可以把它们宥 
做在政生位移间断时形成的缝隙的 延伸. 从弹性解的观点看，可以把裂纹 
尖端附近发生塑性变形的薄层舒做弹性位移的附加间断值 < 并且町以通过研究该 


»在一般情况下.内能还依赖于塑性应变和材料的其他一些状态特征屋;. 

2) 根据圣维南原理，在下面的脆性物体裂纹理论中，为了正确地求解弹性问题（利用弹性体整体 
状态的动 M 方程和协调方程)，不必引入已有裂纹面 （ dE 以外边界）“微元”上的真实的或假想的 
“恰当的”内聚力，从而不必把这样的“内聚力”当做宏观外应力并把它列人边界条件. 
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薄层中的塑性状态近似地计算出或给出其中的 应力. 长度^与塑性性质、物体形状、 
裂纹在物体中的位 S 以及外部载荷的形式有关.下面将叙述脆性物体的裂纹理论并 
认为 d = o . 如果长度 d 的有限值非常重要，就必 须惨咚 a 个琴咚毕 

然而 ， d = 0的理论在许多重要问题中与实验_近的 
一些微小区域 （ d // a 0, /是裂纹长度）中表现岀塑性. 

根据准脆性断裂的定义，下面假设，与弹性问题的解相对应 
dE ^ dU ^ dA{e) ^ dQ(e) 在物体的主要区域中给出真实 
状态的良好近似，所以可以认为，这些 fl 在复杂模型 （3.4) 和弹性体模型 （3.5) 的相 
应方稈中具有间样的值.那么，从 （3.4) 和 (3.5) 可以得到裂纹理论的基本方程 

dUo = - dA ^ + dQ -, (3.6) 

这个方程是对弹性力学方程的补充. 

裂纹能否扩展与关系式 (3.6) 是否成立有关.格里菲思在1922年建立了平衡裂 
纹理论，其基础就是方程（3.6)，假设 dQ - = 0以及 (3.3). 

如果假想，在裂纹面增加 (5 E 时可以得到 

SU 0 > 一 Mg 十 6Q -, 

则裂纹其实不会扩展（“外部”能5流不足以给出附加的表面能 ( St / o ). 这时可以得到 
带有裂纹的物体的一个弹性力学问题，裂纹边界由同样一些物质点组成.这时，在任 
何可能的变形过程中， 

W Q = O w = 0. 

只要等式 (3.6) 成立，裂纹就会扩展. . * 

裂纹扩展问题的上述一般提法和所有上述方法诚于动力学问题中®—般的情 
况，这时一般存在任意的外部热流和能敏流 dQ -\ 通常只考虑静态绝热过程，这时 
dQ- = 0. 

(3.4), 

则在静力学条件下 （在 a = o 时)， 当变分满足以下专门条 
件时 2 ): 

SA (e) = ⑷= 0， 6Q mm = 0, (3.7) 

对平衡裂纹可以得到关系式 

SUi + SUo = 0,或 6U \ — — 6 Uq . 

1) 如果物体中敁初的间断能够以裂纹的形式发生扩展，则按照这个理论，我们能够根据给定的 
外部载荷来计算各种形状的物体中的应变和应力.对于一组给定的载荷,这些计算能够给出确定 
裂纹扩展的临界载荷值.此外,还可以计算裂纹在给定外部条件下的扩展过程，从而解决临界状态 
的稳定性问题.在下文中将举例说明某些应用. 

2) 这里假设没有外质量力. 



从这个结果和 （3.6) 可知，这时还可以写出等式 

8U \ — — 6Uc \ = 

闵此, 于以 h 形式的变分和静态平衡裂纹，如果犯 0 > 0,即如果 M 篇 < 0,则 

SU X < 0. 

容易理解，无论广义聚合力具有何种具体的物理本质，能 S 流 6A ^ 在 (5E > 0 
时永远是负的， W 为在通常条件下物体总是抵抗分裂.由此可知，当裂纹在条件 （3.7) 
下发生扩展时，对于任何物理 h 可能的聚合力都成立不等式# 0. 

然而，如果裂纹同定不动，并且在所有可能位移中只考虑满足条件 (5E = 0 的位 
移，则在条件 (3.7) 下有 

6U X = 0. 

这时，我们得到已经在前面研究并证明的弹性能（弹性势）极值条件（见第九$ §9). 
为了求解裂纹在物体 如果有 关于 cMg，di； ◦(或 > 如果使用假设（ 3 . 3 ))和 dQ“ 
中扩展的问^必须知的结果，就4以使用方程 (3.6) 来求解一具休问题.下而将 
道能置流<1^的计认为 

算公式 d(/ 0 = 7(d5：i+dE 2 ) > 


并 hUl : 通过文验确定7时已经考虑 f 给定物休4外部介质的相互作用，所以还认为 

i \ Q mm = 0. 

现在，我们将把 dA ^ : 通过裂纹尖端状态特征 a 表示出来，从而建*能《流公 
式.到的公式不仅 ifi 用于裂纹扩展的情况，而且适用于面位错类型的间断发 
生扩展的情况.所以，我们先来解释沿某个孤立曲面 E 连续分布的位错的概念. 


沿某个曲面连续分布 
的位错 


在曲而 J： 的邻域内，如果在曲面两侧都存在从某个初始位置 
箅起的连续的位移矢 M 叫并且矢 E w 在曲曲 E 上的切向 
分黾具有间断 2) ，则曲面5：表示沿孤立曲而连续分布的位错. 


" 在格里菲思理论中，在没有外部能 M 流的悄 况下，对于 iVft 各种宽度缝隙的给定物休.可以 
根据一些具体的諍力学问题的解 来计算 物体整体的胡克弹性能变化 (dt/,/dE)dX：. Jr 7 山等式 
<u/ 0 = 7 (H5 ： ,+di： 2 ) 定义，则利用7的值和方程 d (/，/此二-？珂以确定临界我 仰和 使缝隙扩展 
为裂纹的应变状态. 


我们强调，乂于弹性区能 S 变化的格电菲思公式 


6U X = 6A^. 


对于具有有限啭性区的弹塑性体中的“裂纹”也成立 •，这 时，量 6 A ^ 包括塑性区与弹性区交界 Iftf 
上的内应力的元功. 


这里和下面都认为位移很小.如果变形过程是连续的. 位移 tv 有限，则在5：上有条件 


(d^l)n =( 加 2 )„， 

式中 （ dt ^ k 和 ( dti； 2 ) n 是位移矢黾增量在曲而 S 不同侧面上的法向分量. 
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1^1 191. 孤立裂纹和孤々:而位错示意阁 . A 裂纹，位移在间断面 S 两侧不 N, % / / »i； ri2 ; 

而位错， = W n2 , W rl xv i7 


如果在 L 上只有（或者还有） 位移 W 的法向分 M 发生间断，那么，在间断面 E 闶定 
不动时可以把 它石做 从某个时刻就存在的缝隙，在间断面 S 扩胰时可以把它狞做裂 
纹（阁 191). 

W 此，无论是裂纹还是位错，在物休中都存在位移间断面，只不过在存在位错时， 
间休在内部冇相应缺陷的同时仍保持完整.而位错 if: 我们想起流体势流中的涡片或 
者有势电磁场中的面电流 .’ 

作为 曲面 1] 上的坐标的函数，如果沿位错而的位移间断矢 M 服从间体位移 
^定律，那么，尽怦位移在曲面5：上发生问断，应变张 a 的分 ffi 在曲而 S 上 
® .然可以是连续的.在这种情况下，应变张 tt 的分 M 可以仅在曲面5：的边界义上 
具有奇异性. 

类似地，在流体乃学中，速度势在涡片 所在曲 面的两侧发生间断、并且间断值沿 
该曲面是变 化的， m 是在张于孤立涡丝父的曲 ifii e 上，速度势间断值处 处相冏 .或 
者，对于电动力学中的面电流勺沿曲线义的线电流，我们有类似的表述. 

w 此，可以引入孤立曲线义并把它当做相应缺陷一位错一的特征 d . 线位 
错具有不 N 的类型，这取决于位移间断在张于曲线2的曲而5：上的形式. 


位错面上的应力条件 


位错面 E 是位移的切向间断面.在静力学条件下以及动力学 
条件的许多情况下，在切向间断面 S 上应当成立等式 


Pn t = 一 Pn 2 ， 

即 

Pnl = P”2 ， 或 Pnnl = Pnn2, Pnrl = Pnr2 ， 

式中心 是曲面 S 上的应力矢量，下标1和2对应 E 的不同侧面， h 和 n 2 是曲面 
S 上方向相反的法向矢 fit n 和 t 是 E 不 N 侧面上指向同样方向的法向矢设和切向 

矢量. 

〃除了线位错和面位错，还可以引入体位错一在空间区域中连续分布的位错，并建立相应理 
论.这时珂以引入“初始状态”，但不能引入从相应“初始状态”的位移.体位错理论的内容超出了 
本书的范围. 



Al 



m 192. 微 A 和位错而发生扩展的示意團.文线对应时刻 t 的物体边界，虚线对应时刻 t + △« 
的物体边界.在时刻物沐所占区域 V 的边界是 I ：; ^ At 时间，邡分间断面获得增员 AL ' 


在-•般情况 F, 对于其他而微元 h 的应力，例如 垂茛丁 • s 的面微元上的应力，其 
分 a 在 s 上有间断. 

在裂纹而上一般成立不等式 

Pnl ^ Pn2 - 

形成间断面时（裂纹我们将在儿何线性理论的提法下推导 dA ^ : 的公式 . 下而假 
和位错扩展时）的能设物体足弹性体，似不一定服从胡克定律，它可以山应力与应 

变之间的非线性关系式描述.我们将考虑与物质点加速运动 
有关的一些可能的动力学效应，还将考虑存在热流的情况. 

我们来研究带有裂纹和（或）面位错的给定物体在时刻 t 的两个应变 

状态（阁 192). 采用求和的方法祥易考虑多个裂纹或位错的悄况.按照线性化的提 
法，可以在曲面 E + AE 上提出边界条件（图 192). 

我们用表示从某个初始状态到时刻 f 的状态的位移矢 M， 用 W 表示从同样 
的初始状态到时刻 ti - At 的状态的位移矢 tt， 相应分 M 分别为％和 在新形成 
的边界 AS 上，位移矢 tt ti； 连续，但位移矢 tt u ;' 发生间断.引人介质微元在时 
间内的位移矢 iii At/; = ti/ - 切，其分 fi 为△叫= u 根据模型的定义，对于质 
ffl 内能仏我们有 

U^U(e ij9 .s), U' = U\e f ijy /), 

式中 

〜⑽ i )， 4 =去 j O ， 

.S 和 . s' 是相应的质量熵. 

根据弹性力学定律，在物体所占区域内部，应力张量的分 a 在上述两种状态下分 
别由以下公式 定义： 

i; dU fli ,dV 

P =P ^ P : P 巧， 

式中 p 和〆是相应的密度.在线性理论的范围内，在这些公式中可以认为 p =〆.根 
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据时刻《和《 + 的弹性体运动方程.对区域V中的点可以写出等式 


▽j {p ，ij + + = 0, (3.8) 

式中多 1 = F* - pa *, 其中是加速度矢 S 的分3,户是外体积力的分 fi. 用 

乘方程 (3.8) 后再 求和，把结果对物体所占区域积分，然后利用问题的线性提法进行 
明显的变换，最终得到 


+ / ( P ’ 0 十 P,, )« 一 Wi ^ nj da + y / ^ + •多 - 叫） (It 

E+AE V 


(3.9) 


式中％是1： + AE 上的外法向矢 M 的分 W (相对于物体所占区域). 

如果内能是应变张《：分 ffl 的二次型，则在线性理论的范围内可以写出 

(dir du \ , ; 、 dv' , du ^ n/rl/ rrN 

( 巧 + 1) = ^^ w '=2 、U - U 、、 

所以等式 （3.9) 的右侧等于 


J plJ' dr - 



dUi . 


现在，我们在更一般的怡况 F 研究 (3.9) 的厶侧在 — 0时的意义，这时质 M 
内能 t/ 是质位熵 S 和分 M ~的某个函数. 

在 F* 面的计算中，我们注意到， 在〜 — 0时，新出现的间断面 △!： 的而积值具 
有的 M 级，差< - %和 S - 叫）在区域 v 内部的间定点是 At 的一阶小 
駐，但足对于间断而 t 的点，差< - %具冇位移 < 和叫本身的 M: 级.我们认 
为，熵的差 S' - S 在区域 K 内部和边界 AE 上也具有像 < - 叫那样的性质.粘确 
到二阶小 tt 可以写出 

S，） - 1/(6 屮 S) 

du A \ ( d 2 u A d 2 U A \ A fdu l d 2 u A \ A 

此外还有 

du ^ s \ 

% 况 o - de^ ― de^deo ^ ㈣气 •• 





§3. 裂纹理论 


413 - 


由此可知 


式中 




十 T •么 s ‘ 


中 . du 1 d 2 u A 
T = d 7 + 2 d^ AS 


(3.10) 


是温度在时刻 《 + Ai 的更精确的值. 

显然， (3.10) 中方括号以内的表达式等于 (3.9) 右侧积分中方括号以内的表达式. 
关系式 (3.10) 其实是微分关系式 

dU = 4- ds = ck " + dg ( e )， ( lq ^ = T d.s (3.11) 

oe i3 J os p J 

的一种更精确的写法，其中考虑了二阶小 S . 在 K 域 V 的内部点，等式 (3.10) 在忽 
略掉 ( A 0 2 阶小 ffl 后化为等式 （3.11). 在接近新形成的间断面 AE 时，包括在间断面 
上，表达式和 AidU / de ^) 的适级是相 同的. 所以，在计算 （3.9) 中的相 
应积分吋可以使用等式 (3.10). 

根据弹性体的定义，我们有 

U \ = j Up dr . 
v 

令 

J T * As p dr = J dq^p dr = 


式中 dQ (-) 是总的外部热流.根据这些定义和等式（3.10)，我们得到公式 
\ / [(|^- + W - ^ i ) Pdr = dU , - dQ < e >. 

所以，方程 (3.9) 可以化为以下 形式： 

dE + dUi = cM ⑷ + dQ ⑷ + + J Pn w ， d(T + * J -tx7)da. (3.12) 

△ J ： AE 

这里还考虑到 


ii ; da = 0, 


厶 E 


因为位移矢 ft 切和分量 # 在 △!： 上连续.此外，在 (3.12) 中还使用了明显的记号 

dE = j ^ dWt dT， dA{C) = j Pn . dwd(7 + d ^mL> = j ^ dw i dT ^ 
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式中 E 是物体在区域 K 中的总动能. cM (e) 是外质量力的功与外面力在形成新的间 
断而 dl： 之前的物体表面 1】 S 上的功之和. 

对比 （3.12) 和（3.5)，我们得到所需公式 

d A ( i2 = \ J Pn W，d(7 ^\ J Pn - ( W， - W ) ( 3 . 13 ) 

d£ dl ： 

例如，如樂裂纹两侧不受应力作用，即如果在 di： 上 p；« = 0,则公式 （3.13) 给出 

= \ j Pr* . 切 '1 如 + + / Pn . 4如，切 '1 # 4， （ 3 . 14 ) 

clE x dl：a 

式中 dE, 和 cn： 2 是新形成的间断向 dE 的两侧.我们注意到，和 dS 2 上的法向 
矢馈的方向正好 ffl 反，都指向裂纹内部.即区域 K 的外部. 

在面位错的 W 况下，在上有 



所以公式 (3.13) 给出 

d A ( 以 = \ J (Pn+Pn) . W ’ d<7 =\ j (Purl + Pnrl) - «1 - < 2 ) da. 
dE dK» 

这里用下标 T 表示相应矢 M 在 dE 的切平而内的分矢 tt. 

在具有内能 R 的弹性体模型的范闱内，必须把呑做外部能 M 流.在完整 
的吏复杂的弹性体模型中.内能的表达式在改进后变得更加复杂（例如仏+%)，这 
时应当利用内能的变化来获得能量流 dA { Jl 例如，在脆性物体裂纹理 论中可 以利用 

在位错理论中可以利用内能对位错缺陷特征 W 的依赖关系.此 
外，在位错理论中，在 dA ^ 中包括 E 的间断而上的面力的一部分非零 的功; 我们必 
须考虑这部分功并把它列入内能的变化. W 为这部分能量流不是由外力做功引起的， 
而是由切向位移间断而上的内应力做功引起的，这时在 E 的间断面上 


w 1 — w 0 . 并且 dw x 7^ dti；2 - 


如果物体中的裂纹发生扩展，则在弹性力学模型的范围内，对包含裂纹尖端的 
部分物体写出的能 W 方程含有集中分布的外部能 M 流 d^, 这在其含义和本质上类 
似于作用在按照给定运动学规律在流体中运动的附着涡丝上的集中分布的外力.在 
228— 229页阐述了关于作用在附着涡上的力的广义茹科夫斯基定理. 


>这里认为，位错面两侧厲于物体表面 E. 



对 f 平面应变状态下的裂纹，现在计算 dA ^. 为此,我们使用公式 (3.14) 
以及在求解带有裂纹的弹性平板问题时得到的渐近公式 （2.11)，（2.12)， 
(2.16) 和 (2.17). 其实，在准脆性断裂过程中，弹性力学线性理论的定律无法描述材 
料在裂纹尖端附近区域中的«实性质（由于非线性效应、塑性等).尽筲如此，对于 
准脆性材料，如果注意到以下情况，我们还是可以用这种方法计算 dA 涅. 

虽然同 dA ^ 直接相关的一呰效应仅仅出现在裂纹尖端附近很小的区域中，但 
是从方程 （3.5) 可知，对于作为一个整伴的全部物体来讲 ，贷 cM 盟与该方程中其余 
各 M 的增敏平衡.因此，为了正确地 ft •如: cU 盟，只要对物体的主要区域正确计算这 
个方程中的其余各项即可.由于裂纹尖端附近表现出复杂性质的特殊区域很小，所 
以可以认为，这个区域对主要 LX 」 域的影响相当于 全部区 域都是弹性区时该区域对主 
要 K 域的影响. W 此，我们能够使用弹性力学定律来计算 ( L 4 盟，并且不必担心这些 
定律无法描述裂纹尖端附近区域中的真实现象.此外,我们知逍，无论是在弹性模型 
的范围内计箅 cM ^， 还是在复杂模型中描述裂纹尖端附近 K 域中的细 W 现象，所苻 
守恒定律都是相同的. 

弹性力学定律在主要 K 域良好地符合实际情况，这表明，在裂纹尖端附近的实际 
消耗的能 m 与按照弹性模型计算出来的能 M 消耗是一样的.对于脆性和准脆性物体， 
可以使用弹性力学理论来计箅裂纹尖端附近 K 域之外的应力和应变，结果也令人满 
意，这就保证了上述计»结果的精度. 

把汐= 0, r = x 代人公式 (2.11) 和 (2.16) 后得到 P22 和 Pi2 , 把 # = 7 r , r = <5/ — z 
代入公式 （2.12) 和 (2.17) 后得到 u 和 v , 再利用公式（3.14)，我们就得到 1 >单位厚 
庶平板上的 SA ^: 


61 

= 一 / (P22 v + P\2^) dx = ^k^) 6 L 

0 


(3.15) 


口了以看出，我们在推导欧文公式 (3.15) 时提出一系列重要假设.然而，尽管欧文 
公式是 t 述假设的推论.它仍然被许多研究裂纹理论的科研人员采用.这个理论在 
许多情 况下很好地符合实验结果. 

边宁拟紡圹屏的冬杜利用 (3 - 15) 和条件= 7^ = 27 ^, = 再利用变 

胃 5 ^分汾 A 裂纹发生扩展时的任意性，从基本方程 （3.6) 可以得 

到一个重要等式 

蚜 + 咕= = y ~2- ( 3 . 16 ) 

这个等式控制着带有扩展裂纹的弹性问题的解.这里的岈 和咭 与外载荷分布、加 
速度场（惯性力）、裂纹的尺寸和形状以及热流定律有泛函依赖关系.等式是对所有 
裂纹的尖端写出的，是弹性力学问题中用来确定裂纹扩展规律的附加条件. 

〃如果裂纹面上的应力不等于零，就需要考虑公式 (3.13) 中的第二个积分.然而， 如果 〆 ， 是有 
限的，就可以按照渐近公式计算这个积分，结果给出高阶小量（裝级为(<50 3 / 2 )- 
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对于具有给定裂纹的弹性力学问题,无论裂纹的形状和长度如何，在任何外载荷 
下都可以求出静力学解，每一个解都有自己的七和 Ar „. 如果对于给定的裂纹尖端 
成立不等式衅+咕< E 1 /(\ - a 2 ), 则在 Af +硌_ 0时将出现应力集中，但裂纹不 
会扩展.如果计算给出 kf + A :?, > E 7 /(l _ a 2 )， 则这样的弹性场是不能实现的. 

等式 （3.16) 是裂纹理论中的基本关系式，是对弹性力学方稈的 补充. 这些关系 
式与格里菲思的思想有密切关系.欧文在1957年建立了这些关系式，并应用它们解 
决了大关于裂纹平衡和扩展的问题.此后，许多研究者也用这些关系式研究了相关 
问题.不无裨益强调的是，每一个单独的裂纹都有两个尖端，所以一般存在两个类似 
于 (3.16) 的关系式.例如，当存在对称性时，重要关系式 （3.16) 的数目会降低.在一 
般情况下，关系式 (3.16) 不仅决定了裂纹的长度，而且决定了它们在物体中的位置. 

沿右 rf 力金由的名杜 (3.16) ^ 

^即应力强度系数&和&等于零的条件仅在 

7 = 0或 dUo = 0 


时才成立.这时，在裂纹扩展的方向 t ， 两侧的物体只是互相压在一起（没有粘接)， 
它们之间并不发生阻碍分离的内部相互作用.前面曾经研究过一个这种类型的问题 
(见398页). 

a 然， 

目 g 的 ji_r 酬财 • 7 ^。隨，在■力学线 ㈣ 论 __， 在缝隙和 

裂纹的尖端总有应力集中. 

裂纹与普通的缝隙的区别（它们在几何上可能完全相同）仅仅在于，裂纹满足等 
式 (3.16), 而缝隙满足不等式 


kUk} x <2^ 


(3.17) 


并且缝隙的端点这时固定不动.从不等式 （3.17) 到等式 (3.16) 的转变取决于物体所 
受外部载荷的临界条件. 

论来解决关于带有裂纹的试件的非定常变形的_问题，这 
些条件已经足够了. 

在利用条件 (3.16) 求解物体整体的动力学问题时，对于不同的物体形状和载荷 
类型，裂纹既可能发生霄崩式的加速进行的不稳定扩展，从而导致试件断裂，也可能 
发生稳定扩展.这时需要不断增加载荷才能使裂纹的长度增加. 

不无裨益强调的是.物体的断裂问题是一个整体问题，这个问题与裂纹两端的 
局部条件没有直接的关系：但是，无论裂纹扩展是否稳定，裂纹尖端的局部极限条件 
都应当成立，所以在解决相应问题时町以把它当做必要条件来使用. 

在许多问题中，局部条件 (3.16) 是充分的不稳定性判别准则.下面举例说明裂 


纹的不稳定扩展. 

再你广十你田考虑一块带有直裂纹的无限大平板’裂纹位于 W < ^ ?/ = 0- 
向应力 is 裂纹面上均勻分布着使裂纹张开的法向 应力： 

在 ㈤ 彡 a，y = 0 时 p 22 = - g ( x ), p 12 = 0. 

这时，应力强度系数 & 由公式 (2.10) 给出，而裂纹扩展条件 (3.16) 具有以下 形式： 

r a / 2 


去 卜禪 =7?^- 


(3.18) 


当 g (^) = Po = const 时，应力强度系数（见 (2.19)) 等于 

& = PoV^a> 

而极限条件 (3.18) 化为 _ 

Po = P；； = V na^- a^y 


(3.19) 


式中 P 5 表小•使裂纹破坏的应力值 Po . 

根据 (3.19), 临界应力值 P 5 随裂纹长度 2 a 的增加而降低.所以，在阁定的法向 
应力 p Q 作用下，裂纹的扩展是不稳定的. 

显然，如果裂纹而不受应力作用，但平板在无穷远处受到常应力 Po 的各向均匀 
拉伸，则裂纹的扩展也是不稳定的.这时，应力强度系数七 也由 公式 （2.19) 给出，而 
拉伸应力 Po 的临界值 P 5 由 (3.19) 计算. 

^ 的方向上受到大小为 Po 的拉伸应力的作用（阁181)，裂纹位 

' 于 W 彡 a，y = 0. 在这种情况下，根据（3.19)，应力强度系数 

幻和 A: n 等于 

A :, = p 0 ^na sin 2 0 q » k u = p 0 y/ira sin cos 汐 o . 


而裂纹平衡的极限条件 (3.16) 可以写为以 F 形式: 


Po = Po = 


7ra(l - a 2 )' 


(3.20) 


显然，在 # 0, p 0 = const B - t , 裂纹的扩展是不稳定的.拉伸应力 p 0 的临界值 
PS 依赖于外.为了破坏裂纹平衡而需要施加的 ft 小拉伸 应力凡 显然 对应％ = tt /2 
的情况，这时拉伸方向垂直于裂纹，并且公式 （3.20) 与 (3.19) 相同. 

如果沿裂纹的方向 =0) 拉伸平板，则应力强度系数幻和等于零.正像 
我们期待的那样，这样的应力对裂纹扩展没有影响. 

现在举例说明稳定扩展的裂纹. 
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阁 193. 裂纹 W 彡 a , 1 / = 0受到均布于岡定区域 W < 6 (6 = const , 6 < a ), y = 0的法向应力作用 


部分裂纹面受均布法 
向应力作用 


假设平板上的裂纹位于！ a :! ^ a , 2 / = 0,并且在固定的部分裂 
纹面上 （ br | ^ 6. 1 / = 0 (6 < a )) 均匀分布荇使裂纹张开的法 
向应力（图 193). 根据（2.10)，应力强度系数&等于 


Pi ) 

y/na 




arotan 


Va ^ -~ b ' 2 * 


裂纹扩展条件 (3.16) 化为 

P( * = = ( arctan . 

容鉍看出，这时 PS 随裂 纹长度 2 fl 的增加 rfri 增加.闪此，在 Po 和6间定时，裂纹扩 
展过程能够最终伶1卜 .. 

分雕于裂纹两侧的巾*， 裂纹位于 W ^ a , 1 / = 0 (m 182). 
^ 这时，应力强度系数 h 等于（见 （2.22)) 

, P 

裂纹扩展条件化为 _ 

p=p,= \/l5- 

可以看出，力 P 的临界值广随#裂纹长度的增加而增加，裂纹扩展过程是稳定的. 


带有裂纹的平板在无 
穷远处受到恒定应力 
的单轴压缩，同时裂 
纹面两侧中央分别受 
到随时间增长的集中 
力的拉伸 


想象 •块 带有直裂纹的弹性平板.裂纹位于 w ^ a , y = 0, K 
长度冇限.在无穷远处，平板受到平行于 y 轴方向的应力外 
的压缩.此外，平板还受到两个集中力 P 的作用，作用点分 
別位于裂纹两侧的中央（图 194) .设 p c 恒定，集中力 P 准静 
态地从零开始不断增长，我们来研究裂纹在平板上的扩展. 
根据 （2.20) 和（2.22)，应力强度系数七的表达式显然为 



(3.21) 


式中2 / 是裂纹的民度.如果 Z < a ， 则裂纹部分张开，并且七= 0,这时力 P 的大小 




(a) (b) 


f*l 194. 在位 E |2：|^ a , y -0 带冇裂纹的平板在无穷远处受到应力/ > 0 的单 轴瓜缩 （沿轴方 
向)，在裂纹两侧中央分別受到两个集中力 P 的作用 . 00力 P 的人小不足以使裂纹完全张幵，在 
点 x = y = 0的邻域中没冇应力*中 .（ b ) 裂纹完全张开,在尖端附近出现应力集中 


应3满足不等式 


0 < P = p „7 r / ^ Pi = p 0 7 ra . 


在 Z = a 时，从条件 (3.16) 和表达式 （3.21) 可以计算出 P 的临界值尸 •: 



+ Po^ra- 


P 在 K 间 


P { < P<P m 


内变化时，裂纹不会扩展.在原始裂纹尖端的邻域中不出现应力集中 • 
当 P = P •时，裂纹的氏度 2a 开始增长，在 P 达到固定的值 

P = P 2 > P* 

时，裂纹开始扩展.这时，如果知道7,就可以从等式 




+ P〆 


计算裂纹的长度 2 / (I > a ). 

如前所述，物理参量7是断裂能密度.在 ft 简单 的情况下吋 
M 以假设 7 是材料常域 （欧 文). 

可以通过各种实验来确定7的值 1 带切口的厚板的拉伸（阁 195( a ))， 带切口 
的圆杆的拉伸（图 195( b )), 在中央带切口的薄板的拉伸（图 195( c )), 带切口的圆杆 


例如，可以参阅 论文 ： Irwin G . R .. 
it of crack propagation . Proc . Arae 


<ies J . 
■. Soc . 


. A ., Smith H . L . Fracture strength relative to onset 


Test. 


•.，1958, 58: 640—657. 
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^ 196. 裂纹而两侧中央 
受到力 p 的拉伸作 m 


的呼曲（图 195( d )). 在这些实验中，获得极限等式 (3.16) 与裂纹进一步的不稳定扩 
展有关. 

还能够利用裂纹稳定扩展的实验，例如裂纹面两侧中央受到集中力的拉伸作州 
的情况 （ra 196). 理论分析表明，对于宽度有限的平板，裂纹的稳定扩展这时只能出 
现于裂纹长度 2 a 不超过试件宽度之半 （2 a < Z /2) 的情况. 

应”彳指出，通过裂纹稳定扩展实验 获衍的 7值略小 f 通过裂纹不稳定扩展实验 
获衍的 7俏.这4一鹤动力学效应有关，还1材料的轫性以及其他一些性质的影响 
有关，这些件质会在不稳定变形过程中表现出来. 

、 s 降低温度导致材料变脆.所以，在脆性断裂条件 F 对各种设施（输气 

桥梁等）进行分析对极北地区冇特別取要的意义.实验表明，钢的 
7偵随温度 h 升而增大. 

在 K 他条件相 M 的情况下改变试件的厚度也会影响裂纹扩展和断裂特性. 


表面活性介质对裂纹 
扩展的彩响 


与裂纹面接触的外部介质能够对裂纹扩展产生龟要影响.例 
如，当玻璃沒人水中的时候，玻璃的7值会降低25%.可以 
用以 F 方法来解释这种现象的机理.在方程 （3.6) 中， fiUr ; 0 


是材枓的特征所以可以认为这个 婧独立 于其他条件.可以利用物理化学能 M 流 



m 197. 粘接试件受到作用于粘接而 
的外力的拉伸 


dQ - 来考虑外部条件的影响，这样就町以把差侦 
dU 0 - dQ ” 3做 ( U / n ， 同时 7 的值冇所变化. 

类似地可以描述以 F 实验.取一块带有裂纹 
的粘接试件，裂纹位于 W < a，y = 0 . 在外部拉 
伸力 P 的作用下，在裂纹尖端出现应力集中（图 
197). 当外部载荷 P 很小且固定不变时，尽管出现 
应力集中，试件也不会沿粘接面裂开.如果在裂纹 


尖端附近涂一些能够腐蚀黏合剂的酸，则试件在外载荷不变时会沿粘接面裂开. 


可以把这个现象解释为方程 (3.6) 中的化学能流 dQ ** 的影响.在该能量流的影 
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响下，已有的应力集中足以使试件断裂.这些例子表明，在某些情况下，为了解释观 
察到的效应，必须引人和考虑外部宏观能 tt 流 dQ**. 

实验表明，量7严格说来不是材料常暈.尽管如此，这个虽以 
_材料的7和 7 ef 細应_界值4 #仍 是能棚 于_ 计算 的非常有用 

_ 的特征虽. 

我们举例说明某些材料的7和的《级.对于硅酸盐玻璃， 

%f 〜 7 〜 1—2 N/m; 

对于食盐 (NaCl), 

%f ~ 7〜 0.3 N/m 

(用于对比，我们 W 列出水的数据： 7 = 0.072 N/m). 钢试件中的裂纹扩展伴随有许多 
额外的复杂现象，所以钢的 7 cf 远大于 U 表面能密度 7. 钢的具体数据是： 

7〜1 一 2 N/ni ， 〜 10 2 — 10* 1 N / m . 

显然，当 ％ f 》7时，在发生扩展的裂纹面附近薄层中出现塑性变形以及材料粒 
/■•的 K 他一邱结构缺陷.它们足由位错的产生和发展引起的.对裂纹尖端附近应力 
场的分析（见392—394页）和所研究的问题在考虑塑性 K 的悄况下的数值解 2) 表 
明，关于产生位错和塑性变形的结论确实很好地对应益现象的本质.缺陷的形成勻 
能 CI •吸收有关，这些能 E 部分转变为热 M 并散失到物体和环境介质中，部分转变为 
裂纹面附近薄 G 中的物质的内能.在这一过程中，问断面附近粒子的结构和力学性 
质发生 变化. 如果》7,则与上述能©消耗相比，转化为与表曲张力有关的表而 
能的那部分能 a 可以忽略不计. 


” 在以下论文中有关 T 》 7 的 数据： Irwin G. R. FVacture dynamics. In: FVacturing of Metals. 
Cleveland: ASM, 1948, p. 147—166; Orowan E.O. Fundamentals of brittle behaviour of metals. In: 
Fatigue and Fracture of Metals. New York: Wiley, 1950, p. 139—167. 

2 ) 例如 , 可以参见 ： Dugdate D.S. Yielding of steel sheets containing slits. J. Mech. Phys. Solids, 
8(2); KyapnoueB 15. A., riapTon B. 3., IlecKOB IO. A., m ap. O JiOKajibHott n^acTHMPCKoW 3 ohp 
b6^m3m Kom;a menu (uJiocKan Ae^JopMauMH). \1TT. 1970, No. 5; I^evy N., Mareal R V” Ostcrgron 
W. J., et al. Small scale yielding near a crack in plane strain: A finite element analysis. Techn. Rep. 
NASA NGL 40-002-080/1 Nov. 1969. 


参考文献 







卡拾诺夫.塑性理论基础.周承侗译. 北京： 人民 教疗出 版社， 1982) 

30. KanaHOB JI. M. Tcopw>i nojiiywccTH. MocKBa: <J»M3MaTrn3, 1960 

31. Kapa 中 ojim 9. A9po < oHHaMMKa Kpujia caMOJicTa. MocKBa: M3 a-bo AH CCCP，1956 
(Carafoli E. Tragfliigeltheorie. Berlin: Verlag Technik, 1954) 

32. Knpxro4> T. MexaHHKa. Flep. c HeM. MocKBa: M3 a-bo AH CCCP, 1962 (Kirchhoff 




dlswjimiEMiii 


Teubner, Leipzig, 1876) 

33. Kojiocob r. B. ripHMeHeHMe KOMnjieKCHott nepevieHHott k Teopnn ynpyrocTH. MocKBa: 
OHTM, 1935 













Hayna, 1967; FM^poiiHHaMMKa (T. 6). Moskva: Hayna, 1986; TeopMH ynpyrocTM (T. 7). 
Moskva: Hayna, 1965; 3jiCKTpo;uiiiaMiiKa ciijiouihijx cpcA (T. 8). Moskva: «t»M3MaTrH3, 
1959 ( 几 H. 朗进， E. M. 栗弗席兹 . 理论物理学教程 . 第二卷 . 场论 . ft 欣译 . 北京：高等教 
ff 出版杜， 2010; 第六卷 . 流体力学 . 李棺译 . 北京： 高等 教疗出 版社， 2010; 第七卷.弹性理 
论 . 新泽 . 北京： ffl 荠教育出版社 ,2009; 第八卷 . 连续介质电动力学 . 周奇译 . 北京： 卨等 
教育出版社 , 2011) 

JIett6cii3oii JI. C. Kypc Teopnn ynpyrocTM. Mockbr: roCTexTeopHJAaT, 1947 
J1 cK6cii3c»h JI. C. HapMauMOHHiJc mcto/uj pomcimn 3a/iaMM TcopHM ynpyrocTM. Mockbr: 


Universitat Leiden. Leipzig, 1928) 

TeopHH yiipyrocTH. Mocnea: Hayna, 1970 

eMaTH^ccKafl Teopn« ynpyrocTM. Ilep. c aHrji. Mocnea: OHT14, 1935 
.Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity. Cambridge: Cambridge 
906) 




参考文獻 













68. Ce^OB JT. M. Mcto.hu no.aoDMji h pa3McpnocTM b MexaHHKe. 9-e iaa- MocKBa: Hayna, 

1981 (俄文第八版的中 译本： Jl . M . 谢多夫.力学中的相似方法与量纲 理论. 沈青，倪锄非，李 
维 新译.北京： 科学出版社， 1982) 












参考文献 







V980 ( 俄文第一版的英译本 ： Sedov L. 
jnd Aerodynamics. New York: Wiley, 






I % fcjtjti；j 


[lpaRJlCHMHX M 3tV.aaMaX B MeXaHWKC* CIUIOIUHUI^ 
dov L. I. On prospective trends and problems in me- 
pi. Math. Mech. 1976, 40(6): 917—931) 
x Tpaiic4>opMamiM. I1MM, 1981, 45(6): 963 — 984 
id their transformations. .1. Appl. Math. Mech., 1981, 




■ 













■ WWUM'ii : , ' 





























^ • \ • • ^ ■ § § § 

^ ■霉 丨 ■ * 1 A ^ f T I »■ 






5 Principles of Electro-Magnetic 





L#Mil4 
















人名译名对照表 


A 


D 


阿堪米德， Archimedes 
埃格利特， M.3. arJiHT 
埃夫罗斯， R.A. 34>Poc 
艾里， G.B. Airy 
安讲， A.M. Ampere 
昂萨格， L. Onsager 
奧德奎斯特， F. Odquisl 
奥森， C. W. Oseen 

奥斯特罗格拉茨基， M. B. OcTporpa.acKM« 


达朗贝尔， J. L. R. d'Alembert 
狄利克宙， P. G. L. Dirichlet 
笛卡儿， R. Descartes 
迪比亚， P. L.G. Du Buat 
多普勒， C.J. Doppler 

F 

傅里叶， J. B. J. Fourier 


B 

包辛格， J. Bauschinger 
贝尔特拉米， E. Beltrami 
毕奥， J. B. Biot 
伯努利， D. Bernoulli 
博尔达 ， Borda 
布勃诺夫， H.r. By6HOB 
布江斯基， B. Budiansky 
布拉修斯， H. Biasius 
布里格斯 ， Briggs 
布西内斯克， J. V. Boussinesq 


G 

高斯， C. F. Gauss 
格里菲思， A. A. Griffith 
格林， G. Green 
莴罗麦卡， H. C. rpoMena 
古尔德贝格， C. M. Guldberg 
古尔萨， E.-J.-B. Goursat 

H 

哈根， G.H.L. Hagen 
哈密顿， W. R. Hamilton 
亥姆霍兹， H.L.F. Helmholtz 


• 429 - 


人名译名对照表 


胡克， R. Hooke 
霍奇， P.G. Hodge 

J 

基尔猓夫， G. R. Kirchhoff 
伽利略 ， Galileo Galilei 
伽辽金， B. T. TaJiepKMH 


K 

卡梅尼亚尔 H ， B.A.KaMeH>ip» 
卡诺， N.L.S. Carnot 
柯西， A. L. Cauchy 
柯依特， W.T. Koiter 
科里奥 利， G. G. de Coriolis 
科洛索夫， r.B. Kojiocob 
科钦， H.E. Kommh 
科特 ， L Kort 

克拉珀龙 , B.P.E. Clapeyron 
克劳修斯， R. Clausius 
克里斯托 « 尔， K.B. Christoffel 
库塔， M. W. Kutta 
奎尼， H. Quinney 


L 

拉格朗 FI, JL. Lagrange 
拉梅， G. Lam6 
拉普拉斯 , P.S. Laplace 
拉瓦尔， C.G.P. de Laval 
莱维， M. Levy 
兰金， W. J.M. Rankine 
兰姆， H. Lamb 
朗道，几几 Jlaimay 
當 O. Reynolds 
黎曼， G-F.B. Riemann 
里茨， W. Ritz 
栗弗席兹， E. M. JIh^uihu 
洛朗， P. A. Laurent 
洛马金， E. B. JlOMaKMH 


M 

马赫， E. Mach 
麦克斯节 ， J C. Maxwell 
米切尔， J.H. Michell 
米寒斯， R. von Miscs 
默纳汉， F. D. Murnaghan 

N 

纳达依， A. Nadai 
纳维， C.L.M.H. Navier 
牛顿 ， 【.Newton 
» 埃伯 , H.Z. Neuber 
诺依曼， C. G. Neumann 


o 

欧几里得 ， Euclid 
欧拉， L. Euler 
欧文， G. ft. Irwin 

P 

帕斯 B. Pascal 
皮奧拉， G. Piola 

皮塔耶夫斯蓽， Jl.n. nMTaCBCKUtt 
皮托， H. Pitot 
泊松， S. D. Poisson 
泊肃叶， J.L. M. Poiseuille 
普朗特， L. Prandtl 

Q 

齐格勒， H. Ziegler 
恰普常金， C. A. ManjiurHH 

R 

茹科夫斯基， H. E. >KyKOBCK M ft 
瑞利， J.W.S. Rayleigh 

S 

萨瓦尔， F. Savart 
燊德斯， J.L. Sanders 





人名译名对照表 


圣维南， A . 丄 C. B. de Saint-Venam 
施密特， R. Schmidt 
斯托克斯， G.G. Stokes 

T 

泰勒， B. Taylor, G. I Taylor 
汤姆孙， W. Thomson 
特雷斯卡， H. Tresca 
托电拆利， E. Torricelli 

w 

瓦格 ， R Waage 


文策尔， L. Wenzel 

X 

西布加阁林， H. R CHGraTyjiaMH 
M. II. CH6raTyjuiMH 
谢 多夫， Jl.M. Cc^ob 

Y 

雅可比， C. G. J. Jacobi 
杨 ， T. Young 
伊夫列夫， il. il. MBiiea 


A 

艾里应力函数 ， 370 

〜的边界条件 ， 372 
昂萨格肋理， 336 

B 

包辛格效应 ， 317 
薄膜， 284-286 

〜 比拟， 284 286, 356, 357 
〜的挠度方程 ，285 
保形映射方法， 378 -381 
贝尔特拉米一米切尔方程 ， 266, 366 
泵， 73 

比例极限， 316 

比拟， 284 290, 353-357, 399, 400 
薄 膜〜， 284-286, 356, 357 
流体力 学〜， 286-290 
沙堆〜， 353, 354, 356, 357 
毕奥一萨瓦尔定律， 214 
边界层分离， 202, 203 
变分原理， 298 
波 

横〜， 307, 308, 314 

激〜 ， 15, 16, 34, 57, 68, 69, 156 

简单〜（黎曼 〜 ) ， 153-158 


典切〜，膨 胀 〜, 308, 309, 314 
膨 胀〜， 压 缩〜， 156, 157 
瑞利表 面〜， 311-314 
卢 〜， 147 
弹 性〜， 306-314 
纵〜， 307, 308, 314 
波动方程， 109, 146 150, 152, 307-311 
博尔达管， 40 
伯努利方程， 44, 45 
伯努利积分， 12-21 ， 23-29, 39, 40, 44 
布勃诺大方法 ， 304 
布里格斯一科特导流管 ，101 
布西内斯克假设， 194 

C 

残余应变（塑性应变)， 316-319, 321-339 
348, 358, 359 

层流， 187 

〜 的稳定性， 188 
初始应变， 236 

初始状态和“初始状态 ” ， 236 

D 

达朗贝尔佯谬， 48-51, 92, 129, 144 
单层位势 ，111 


. 432 - 


索引 


迪比亚佯谬， 47 
狄利克雷问题，114 
定常运动的积分关系式，35, 36 
动力学压强（动压)，19, 20 
动菝厚度（动 M 损失厍度)，202 
动压，19, 20 
多普勒效应，150, 151 

F 

发动机，85 100 

火箭、 85-91 
空气喷气〜， 91-98 
涡轮喷气〜， 98-100 
反向射流，53-56 
分子黏 度，】 94 
风洞，67 
负荷本，101 
附加质 ft , 134-139 

〜系数， 135-139, 141 
圆球 的〜， 130, 139 

G 

杆的纯弯曲， 2 H -274, 290 
杆的中性轴, 292 
刚性压棋，398 
高度水头，16 
格甩菲思公式，409 
格林公式，114 
格林函数，115, 124、125 
古尔萨公式，374 
关联定律， 330-333, 337-342, 
广义平而应力状态，369 

H 

亥姆® 兹方程，230 
话，24 

横波，307, 308, 314 
滑水，38-40, 219 
混合室， 7^-85 
火箭发动机，85 91 


J 

击水，218 

激波，15, 16, 34, 57, 68, 69, 156 
简单波（黎曼 波)， 153-158 
简单喷管 ，31-33 
剪力图，292 

剪切波，膨胀波，308, 309, 314 
剪切模量 . 250 

解的唯 - tt , 115, 120, 206, 270 
»压，2, 3, 5, 8, 9, 19, 20 
绝热过程，23, 16 4 , 168, 306 

K 

科洛索夫公式，376 
可压缩性的影响，28 
克拉珀龙定理，269 
空化， 20-23 

〜器，56, 57 
〜数，21, 22, 55 
〜水洞，22 

空气喷气发动机， 91-98 
扠敗段（扩压段，扩敢器，扩压器)， 67-69 

L 

拉格朗 D 定理，106 
拉梅方程，266 
拉梅系数，250 
拉伸压缩围， 315-318 
拉瓦尔喷管，31,33,86 
莱维定理，373 

348 兰姆一葛罗麦卡方程，12 

雷诺方程，193 

甫诺应力，193 

黎曼波（简单 波)， 153-158 

理想刚塑性材料，318 

理想螺旋桨，100 

理想弹塑性材料，318, 319, 349 

理想效率, 91, 100, 102, 104 

里茨方法，301 

裂纹扩展条件，415 



裂纹理论的基本方程， 408 

临界雷诺数，187 

流体动力学比拟， 286-290 

流体静力学压强(静压)，2, 3, 5, 8, 9, 19, 20 

M 

马赫角，152 
马赫数，26, 152, 153 
马赫锥，152 

米塞斯屈服条件，346, 351 

N 

扭转函数（翘曲函数 )， 276, 277 
诺依曼问题， U 4 

o 

欧拉公式，78 
欧拉 .数 ， UU 
欧文公式，415 
偶极子，110, 127 

P 

帕斯卡定律，1 
膨胀波，压缩波，156, 157 
疲劳，320 

疲劳极限（疲劳强度 )， 321 
皮托俜朗特管(皮托管)，18 
平面应变状态，367 
平_应力状态，368 
广义〜，369 
泊松比，250 

泊松方程，183, 208, 211，282, 287, 289 

Q 

气泡，158 

〜的边界条件，159 
气压公式，4 
强度极限，317 
屈服极限（弹件极限)，316 


R 

燃烧宰，69 73 
热阻塞，72 

茹科夫斯基定理，60, 61，228 
茹科夫斯基佯谬，8 
钱变，319 

瑞利表面波， 311-314 

S 

沙堆比拟，353, 354, 356, 357 
熵产生，336 
声波,147 
声速, 25, 26 

超〜 ，26, 29-31 
亚〜 ，26, 29-31 
圣维南半逆方法，275, 276, 280 
圣维 南职理 ，270 

势流，104 144, 146-153, 206-210, 214-222 

双居位势，111 

双调和方程，372 

水洞，空化水洞，22 

水头 

速度〜，压强〜，商度〜 ，总〜 ，16 
斯托免斯近似，176 
斯托克斯阻力公式，181 
速度势，104, 144, 146-153, 206-210, 214 
222 

速度水头，16 
速度因子, 26 
塑性介质模沏， 322-326 
塑性力学中的耗散函数，338 
槊性力 学中的热力学方程，334 
塑性应变（残余应变 M 16~ 3 1 9 , 321-339, 348 
358, 359 

T 

弹性波， 306-314 
弹性极限（屈服极限)，316 


• 434 


索引 


弹性力学几何线性理论， 2 36 
弹性力学平而问题，363 
弹性体模铟，236 
弹性体状态方程，239 
汤姆孙定理，230, 231 
特宙斯卡屈服条件，342, 351 
调和函数的性质，112 
揣流，187 

〜应力（甫诺应力)，193 
〜黏度(涡黏度)，194 

W 

弯矩图，292 
位错，409, 410 
位移序度，202 

涡， ■， 涡旋运动，106,川 7 , 205 234 
涡轮机，76 

涡轮喷气发动机，98 100 
涡黏度（湍流黏度)，194 
涡片(面涡 )，217 
涡丝（线涡)， 2 M 

〜的速度势，214, 217, 221,222 
无穷远条件，46, 140, 143 

X 

线膨胀系数，250 

线性强化材料，318 

线性弹性体模铟，236 

小扰动在气体中的传播速度，146, 147 

悬臂梁，291 

Y 

压强 


〜（密度、温度）与马赫数的关系，27 
〜 冲量，107, 108, 122, 123, 134, 218 
〜 g 数，12-14, 24 

流体静力学〜，流体动力学〜，2, 3, 5, 
8, 9, 19, 20 
压强水头，16 
压强系数，21 
压缩机， 73-76 
延迟势，150 
杨氏模量，250 
9 M (叶栅)，58 
引射器， 79-85 
〜阻寒，84 

应力函数，282, 350, 362 
艾里〜 ，370 

应力集中，381, 416, 418, 419 
应力强度系数，391，396, 397, 417, 418 
应力势，247 
诱导阻力，220 

Z 

增压比，74 
正压过程，13, 108 
滞止参萤（总参《，驻点参 M )， 24 
总焓（滞止焓，驻点焓)，24 
总密度（滞止密度，驻点密度)，24 
总水头，16 

总温（滞止温度，驻点温度)，24 
总压（滞止压强，驻点 IH 强)，18, 24 
总压恢复率，68 
纵波，307, 308, 314 
阻塞现象，32 
M 大速度，25 


相关图书清单 

注： 书号前缀为 978-7-04-0 xxxxx-x _ 


俄罗斯数学教材选译 （ 数学天元基金资助項 R ) 



22360-6 








★ 27249 -f 


8946-9 


微积分学教程（第一卷 >( 第 


微积分学教程 


微积分学教程（第三卷 )( 第 


数学分析（第一卷 >( 第4 


数 学分析 （第 二卷 M 第 4 


数学分析讲义 


数学分析 习题集 
(根据俄文2003年版翮泽） 


工科数学分析 习®* 

(根据俄文2006年版 翮译） 


S 分析导论 


复分析异论 


闲数论与泛函分析初步 


实变函数论 




(笫 

一卷 M 第4, 


—•卷 M 第 4. 


8398-6 

釔变函数论方法« 

8399-3 

常微分方稈 

(第6 





偏微分方程讲义 


偏微分方程习题* 


奇沣摄动方程解的渐近展开 


数值方法 


基础代数 


代数学引论（第二卷）线性代数 


代数学引论（第三卷）基木结构 


现代几何学：方法与应用 
几何、变换群与场（第 5 fi ) 


• 菲赫佥哥尔茨 


• _金哥尔茨 


. 菲赫金哥尔茨 


k . 卓里奇 


L 卓里奇 


r.H. 阿黑波夫、 B . A . 萨多夫尼齐、 
. 丘巴里阔夫 


. n . 吉米多维奇 


. 吉米多维奇 




. 巴赫瓦洛夫、 H . n . 热依德果 
. 郭别里果夫 


俄】 A . H . 柯斯特利金 


俄1 A . M . 柯斯特利金 


俄】 A . H . 柯斯特利金 


B . A . 杜布洛文、 c . n . 诺维可夫、 
福明柯 






















































21492-5 

现代几 何学： 方法与应用（第 二卷） 流形 
上的几何与拓扑（第5 版） 

[俄] b . a . 杜布洛文、 c . n . 诺维可夫、 
A . T . 福明柯 

21434-5 

现代几 何学： 方法与应用（第三卷）同调 

1 论引论（第2版> 

[俄] E . A . 杜布洛文、 c . n . 诺维玎夫、 
A . T . 福明柯 

18405-1 

微分儿何与拓扑学简明教程 

[ ffl ] A . C . 米先柯、 A . T . 福明柯 

★ 

微分几何和拓扑学习题集 | 

[俄] A . C . 米先柯、 Yii . P . 索罗夫、 A . T . 
福明柯 

22059-9 

槪肀（第一卷 )( 第3版） 

【俄 | A . H . 施利亚耶夫 

22555-6 

槪+ (第一.卷 )( 第3版） i 

[俄 j A . H . 施利亚耶夫 

22554-9 

槪率论习越集 1 

【俄】 A . H . 施利亚耶夫 

22359-0 

随机过程沦 I 

[俄】 A . B . 布林斯基、 A . H . 施利亚耶夫 

22634-8 

随机金融基础（第 一卷） 唞实.模甩 

m a . h . 施利亚耶夫 

23983-6 

随机金融基础（第二卷）理论 

[«] A . H . 施利亚耶夫 

18403-7 

经典力学的数学方法（第4版） 

[俄] B . H . 阿诺尔德 

18530-0 

理论力学（第3版） 

【俄】 A.IL 马尔契夫 

22155-8 

连续介质力学（第一卷 )< 第6版） 

t 俄谢多夫 

22633-1 

连续介质力学（第二卷 )( 第6版） 

[俄】 JI . H . 谢多夫 


说明： 加★者即将出版. 


网上购书： academic . hep . com.cn 
其他订购 办法： 

各使用单位向 商等教 ff 出版社读者服务部汇 
款订购。书款通过邮局汇款或银行转账均蚵。 
购书免邮费 ，发票随后寄出。 

单位 地址： 北京西城区德外大街4号 
电 话： 010-58581118/7/6/5/4 

传 K : 010-58581113 


通过邮局 汇款： 

北京西城区德外大街4号高教读者服务部 
邮政 编码： 100120 

通过银行转账： 

户 名： 北京高教沙滩读者服务部 
开 户行： 交通银行北京亚运村支行 
马甸分理处 

银行 账号： 110060437018010022742 














































学 


• 数学天元基金资助项目 


连续介质力学 

(第二卷）（第6版） 

□ n . h . 谢多火» 

□ 乍桁译 


^髙等教育出版社 

灣 _) Higher Education Press 




伋罗斯数学 
教 M 选译 


连续介质力学 

(第二卷）（第6版） 

□ JI . M . 谢多火矜 

□ if 


蠢焉 


等教育出版社 


her Education Press 



总 策划： 张小萍 

责任编辑李鹏 
封面设计：王凌波 


本书用统一的观点阐述力学、热力学、电动力学和相 
应数学方法，并将其应用于固体、液体、气体和电磁场等 
连续介质力学的经典对象。第一卷介绍连续介质力学的一 
般概念和简单模型，包括一般曲线坐标系中的张量分析、 
运动学、基本微分方程和本构关系、热力学基础和电磁场 
理论，特别关注如何提出连续介质力学数学模型的问题， 
第一卷附录收录了作者在张置对称性理论和建立物理模型 
方面的原创性工作。第二卷介绍连续介质力学的一些具体 
模型和理论，包括流体力学、弹性力学、塑性力学和裂纹 
理论。 

本书可作为高等学校力学和数学专业高年级大学生教 
材，也可供相关专业的研究生和科研人员参考。 




£ 学 科类别 : 力学 y 数学 
academic.hep.com.cn 


ISBN97B-7-04-022633-1 



定价 49.00 元 

























《俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背彔 F ， 国内的髙等学校大 fi 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了靑年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才•到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时，一些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥翁作用.客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国卨级专门人才中发挥了®要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的 • 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和 教益. 但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看 
慷俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初，在由 中国数 学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的高度重视.会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致 认为： 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提髙数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 
织出版的. 

经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列人的教材，以莫斯科大学的教材为 
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主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版， 
血 H 已冇较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是-个有益的借鉴.这一教材系列的出版，将中俄数学教 
学之问中断多年的 链条® 新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革， 
对提卨数学素养、培养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用，并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序. 


李大潜 
2005年10月 
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木书作荠 JI . M . 谢多夫的名字对 W 内许多读者来说并不陌生,其代表作《力学 
中的相似方法与 E 纲理论》的中译本早在 1982 年就由科学出版社出版.现在，他的 
另外一本亨誉世界的著作《连续介质力学》 (共 2卷）的中译本由尚等教育出版社出 
版，这对相关专业的学生、教师和研究人员来 说无疑 是一件喜琪. 

作为俄罗斯科学院院士和炱斯科大学流体力学学派的领袖， JI.M. 谢多夫在大 
»从事科学研究和社会活动的同时仍然极其取视教育 T 作，在他的学生中冇 4 位院 
士、 50 多位博士和 130 多位副博 t J 1 M . 谢多夫曾经多次表示，在所获得的所冇 
职位和称兮屮，他 M 看重兑斯科大学教授的头衔，所以在他的 W 装上总是别着一枚 
奠斯科大学授予的荣 苷傲改 这本书就足 JI.M. 谢多夫多年来教学工作的结晶 . 正 
是在他的推动下，从20世纪60年代开始，连续介质力学成为炱斯科大学力学数学 
系力学专业和数学专业的必修课，整个课程体系也相应发生丫根本变革，逐渐形成了 
以理论力学、连续介质力学和控制力学这3门必修课为核心的力学专业新教学计划 
并沿用至今.实际教学效果表明，这样的新教学计划反映了学科的发展趋势，对培养 
掌握现代化知识体系的高级人才功不可没. 

本书是专门为力学专业大学生编写的教材，第一卷重点讲述如何建立连续介质 
的数学模增，第二卷则把这种思路融汇到流体力学、弹性力学、塑性力学等连续介质 
力学分支.作者是建立连续介质数学模甩的大家，他的经验和思路很好地融合在全 
tS 的内容里.全书材料的取舍和叙述方式都经过作者的精心设计.在译名符来，书中 
独具特色的部分•是对张量的介绍和&然而严谨的处理方法，二是对连续介质热力 


1〗 俄罗斯的副博士 (KEHAH^aT HayK) 学位相当于我们通常所说的博士 （ Ph . I ).) 学位，而俄罗斯 
的博士 Uoktop HayK) 学位则是更高一级的学位，一般要求学位获得者在相关领域具有非同寻常 
的贡献. 
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学的简要介绍，二是对问题提法的全面论述，四是用热力学方法建立连续介质模型. 
此外，读者可以看到，书中有大段的文字（而不是公式）详细地从各个角度甚至从哲 
学层面上论述建立数学模型的本质、意义、假设和方法，这也是此书明显有别于其他 
教材的地方.因此，把这本书介绍到中国来具有重要意义. 

在第二卷中，流体力学占相当多的篇幅，内容上也相对完整，基本覆盖了经典流 
体力学的主要概念和方法，并且包括从理论分析到实际应用的大量实例.因此，本书 
完全可以当做流体力学的教学参考书.值得一提的是,作者详细论述了理想流体模型 
的实际意义.相对而言，本书对弹性力学、塑性力学的介绍不够全面，但相关内容仍 
然独具特色，尤其是利用热力学方法建立弹塑性力学本构关系的部分相当精彩，这 
样的论述方法在其他书中很难见到. 

在20世纪90年代在莫斯科大学力学数学系留学期间，译者作为一名力学专业 
的本科生完整地上过由 E . B . 洛马金教授主讲的连续介质力学课程.课程持续3个 
学期，主要 内容与 J 1. H . 谢多夫的《连续介质力学》基本一致.译者至今还淸晰地记 
得当时上课记笔记、课后仔细阅读这本教材并与笔记内容进行对照的情彔.初次学 
习连续介质力学这样的课程无疑有一定困难，但 JI . M . 谢多夫的教材对译者很有帮 
助.当时的感觉是，这门课和教材都很难，但是经过仔细思考可以接受和常握.译者 
在后来的研究和教学工作中又多次阅读过这本书的相应章节，例如在北京大学为力 
学专业学生讲授流体力学时，尤其是在介绍张贵和建立流体模型时主要参考了这本 
书的讲法，取得了很好的教学效果.这本书的可贵之处在于，对学生而言，书的内容 
丰议而经典，有一定难度但又不是高不 可攀； 对教师而言，这是一本可以常置案头的 
参考书.这就是此书多年来能够不断再版并被译为多种文字的根本原因，译者相信其 
中文版同样能够在很饫一段时间内使读者受益. 

译者在留学期间与 JI . H . 谢多夫院士建立了很好的私人关系. JI . H . 谢多夫曾 
经多次表示，虽然他的《连续介质 力学》 已经被翻译为英文、法文、日文和越南文， 
但一直没有中文版是一件非常遗憾的事情，因为中国是一个大国，有众多的科技人 
员和大学生.他相信这本书对中国科技界是有用的参考书，因此，他委托译者来翻译 
《连续介质力学》.1999年秋天，在译者回国后不久， JI . H . 谢多夫院士以92岁高龄 
辞世.惊闻蔽耗之余，译者发誓要精心完成他的遗愿.在一些准备工作之后，从2002 
年起，译者开始认真地进行翻译工作.历经多年辛苦工作，中译本第一卷在2007年 
出版，第二卷在2009年出版，希望能够得到广大读者的认可. 2007年是 J 1. M . 谢多 
夫的百年寿辰，2009年是他逝世十周年，谨以此书纪念这位为科学和教育事业做出 
重大贡献的科学家！ 

本书涉及物理、数学等领域的大量专业术语，译者尽可能使术语的翻译规范化， 
但也遇到了大量困难.困难之一是中文术语本身就不统一，在不同领域有不同的习惯 
和用法.译者主要使用全国自然科学名词审定委员会公布的《力学名词1993》、《物 
理学名词1996》和《数学名词1993》(以下统一简称为《名词》）和相应国家标准作 
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为翻译标准，同时还参考了科学出版社出版的《物理学词典》等工具书和词典，以及 
其他一些俄文书的中译本.不过，考虑到学科的特点和译者所掌握的一些文献中的 
使用习惯，仍有个别名词没有按照国家标准翻译，例如在张量分析中广为使用的协变 
和逆变（《名词》中为共变和反变)，纲分析中的无童纲 M (在国家标准中为量纲一 
的 *), 等等.原书使用的个别术语已经过时，译者一般依照原文翻译，但在该术语第 
一次出现时在脚注中注明其标准名称，例如热力学中的内能现在改为热力 学能； 少 ft 
没有按照原文直接翻译的名词则在脚注中加以说明.此外，激波和冲击波（击波）都 
是表示突跃压缩的术语，译文采用前者，因为这是流体力学中更为常见的用法，尽管 
俄文 y ^ apnai * bo ^ hb 从字面上直接翻译就是冲击波.书后的人名译名对照表是由译 
者添加的. 

中文版完全保持了原书的排版风格，尤其是小标题的样式与原 1 S —致，这被认为 
是原书的一个有益于阅读的重要特点.除了改正一些印刷错误和明显的疏漏，译者 
还增加了一些注释并重新制作了索引.为了便于读者杳阅书中引用的俄文文献，译 
者尽可能找到相应中文版或英文版并将其列在俄文文献之后.由于原书历经多次修 
订和增补，部分公式的编号出现多种形式（例如用带撇号的数字或用字母表示)，所 
以在中文版中按照形式统一的原则对正文中的公式编号进行了调整，并且去掉了那 
些不被前后文引用的编巧.此外，译者还对个别表示同一个最的不同符号进行了统 
一化处理.总之,上述变化使中文版更加规范，也使读者更加容易掌抛本书的内容. 

译者非常感谢炱斯科大学力学数学系的 M . 3 . 埃格利特教授的大 MX 私帮助， 
她不但不厌其烦地回答了关于本书的方方面面的问题（包括俄文理解的问题)，还专 
I * 】写了中义版序 . M . 埃格利特教授是 Jl . M . 谢多夫院士的学生，是连续介质力学 
领域的著名学者，长期讲授连续介质力学、流体力学等课程，曾经多次参加本书俄文 
版的编辑和修汀工作.由她撰写的序言特别有助于读者认识本书的意义. 

译者的导师 H. P. 西布加图林教授在生前一直关心本书的翻译工作并提出了一 
些具体建议，他的儿子 M.H. 西布加图林博士为木书版权问题的解决提供了大 M 帮 
助，译者在此对 H. P. 西布加图林教授表示深深的怀念，对 M. H. 两布 加图林博士表 
示感谢. 

在第二卷的翻译过程中，译者继续得到了北京大学力学系的许多同事和学生的 
热心帮助.陈国谦教授一直支持和鼓励译者的翻译工作.黄克服副教授特别支持为力 
学系本科生开设连续介质力学课程的计划，他阅读了第九章和第十章的部分译稿并 • 
提出了一些有益的建议.吴介之教授阅读了第八章中与涡旋运动有关的内容，纠正了 
个别术语的错误译法并帮助译者补充了少量译注.励争副教授耐心回答了译者关于 
材料力学的一些问题，甚至亲自做实验进行验证.力学系的本科生谢玉阅读了第八 
章全部译稿和第九章部分译稿并提出了大量有助于完善文字表述的建议.博士研究 
生李厚国帮助录人了第九章的数学公式.译者对他们深表感谢. 

这里要特别感谢苏卫东副教授的无私帮助.在全书两卷的翻译过程中，译者时 



常与他讨论相关问题.每次都获益匪浅.他阅读了大部分译稿，对译文提出了大量极 
有价值的修改建议，对部分疑难问题提出了独到的见解，还亲自为第八章撰写了部分 
译注. 

译者还要感谢髙等教育出版社的帮助，感谢相关编辑的支持和宽容.编辑赵天夫 
和李鹏仔细审阅了第二卷全部译文并提出了大 m 恰当的修改建议，编审张小萍女士 
对最终 的译稿提出了一些有价值的建议，他们在最大程度上完善了译文的质量. 
最后，译者■恳请广大读者对译文中不够准确甚至错误的地方予以指正. 


李植 

北京，2009年7月 

zhiliSpku.edu.cn 
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近年来，由于计笕机的普及和数值方法的广泛发展，如何在数学上提出问题成 
为头等01:势的唞 tft , 这要求我们能够用数？方法描述所研究的现象，即建立其数学模 
型.经典的连续介质模型和它们所能够描述的效应是在流体力学、水力学、弹性力 
学、塑性力学、蠕变力学、材料力学等连续介质力学分支中进行研究的.然而，实际 
应用越来越经常要求力学领域的工程和研究人员能够建立复杂连续介质的新模型， 
能够研究复杂的物理和化学过程，能够提出并解决关于各种介质在新条件下的物理 
行为的新问题.闪此，我们不仅要理解连续介质力学中的个别已知的 A 体模型和规 
律， rfrfii 要理解连续介质力学基本概念和定律本身的意义.正是 ill 于 h 述原闵，连续 
介质力学才从一系列单独的专门学科中独立出来，而连续介质力学课程也被许多大 
学列为必修课程. 

本书足连续介质力学领域的杰出学者、俄罗斯科学院院士、国立莫斯科大学教 
授 ji . w . 谢多夫所著连续介质力学教材的中译本，该教材在俄 H 得到了广泛使用. 
JI . M . 谢多夫发表了 200多篇学术论文，撰写了多部专箸和教材.其中最为著名就是 
本书和《力学中的相似方法与 M 纲理论》，后者已经出版10次，被译为多种语 d . 
在20世纪60年代， Jl . M . 谢多夫是理解在力学专业太学生教学计划中引人连续介 
质力学课程的必要性和重要性的 M 初几个人之一.他率先为莫斯科大学力学数学系 
学生讲授连续介质力学.该课程持续3个学期，包括70次讲座.此后，这一课程成 
为兑斯科大学力学数学系力学专业学生的传统课程，而为数学专业学生讲授时则删 
减部分内容.现在奉献给渎若的这食两卷本教材就是基 T 该课程的授课内容撰写的. 


Cciiou /I . M . MeTOiiu uo,ao6M>! h pa3MepHorTn b MexaHHKe. 10-e K3A- MocKBa: HayKa, 

1987 ( 俄文第八版的中 译本： JI.M. 谢多夫 . 力学中的相似方法与量纲理论 . 沈青，倪锄非，李维新 
译 . 北京： 科学出版社 . 1982). 
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木书是连续介质领域的基本教材之一，俄文版已经出版5次，英文版已经出版2次， 
此外还有其他语言的一些版本. 

本书的主旨不仅在于描述连续介质的经典模型和规律，而且在于阐明建立数学 
模型的一般基础，使读者能够理解最前沿的问题.在第一卷中首先引人了一些基本 
概念，用来在数学上描述连续介质的平衡和运动，并且描述方法与介质的具体性质 
无关.这些概 念是： 对时间的物质导数（随体导数)，有限应变张 fl ， 小应变张量，应变 
率张 M ， 应力张景，等等.在这一部分中有非常重要的一节专门解 释张童 的概念.在 
引人张 M 时，基矢量被明确地写在张量的记号中.这种定义方法有助于更深刻地理 
解张 ft 的本质和运算法则，尤其是在使用曲线坐标系的时候.由于热力学在建立连 
续介质模型时 起茧要 作用，在第一卷中还有一章专门讲述连续介质热力学.书中给 
出了普适的物理守恒定律，并由此导出了相应微分方程和包括激波条件在内的间断 
面条件.引人了经典的流体模型和弹性体模型，详细讨论了连续介质与电磁场的相 
互作用.第一卷 a 后一祆论述提出具体问题的共同基础，其中包 括最纲 分析、现象的 
相似和模拟. 

第一卷的附录是作者的2篇论文，其中研究非线性张虽函数理论的附录一具有 
特别重要的实际价值. 

第二卷论述了连续介质的具体模型一理想流体、黏性流体、弹性介质和塑性 
介质，研 究了流 体力学、空气动力学、弹性力学、塑性力学和裂纹理论的基本问题和 
一般规律，给出了提出具体问题并进一步求解的一些实例.这里值得特别强调关于 
非线性弹性力学的部分内容. 

书中没有用于自学的练习和习题.如果读者希望通过求解习题来加深对课程的 
理解，可以参阅屮 JI . M . 谢多夫的一些同事和学生合编的《连续介质力学习题集》 

其中包含1000余道 题目. 该习题集可以看作是对 JI . M . 谢多夫的这套教材的补充. 

对力学、数学和物理学专业的大学生、研究生以及工程师和研究人员来说，本书 
无疑是一本有用的参考书. 


M . 3 . 埃格利特 
莫斯科， 2007 年 7 月 
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第二版序 

在第二版中更正了已经发现的印刷错误，并补充了以下内容. 

在第八章§8中更详细地发展了固体在不可压缩理想流体中运动时的流体动力 
学阻力和推力理论，例如，详细讨论了在固体后面形成空腔时和从固体向前喷出射流 
时流体对固体的作用力. 

在第八章中还增加了关于气泡在液体中的振动的一节 (§ i 9). a 近，无论是在理 
论研究中，还是在大 a 实际应用中，含有气泡的液体的运动都嵛受关注. 

在第十一章§2中补充了缝隙或裂纹端点附近存在应力集中时对弹性解应力场 
的详细分析.这些结果有助于更详尽地揭示导致准脆性材料断裂和能最消耗的物理 
机制的本质，而这些现象都与裂纹的发展 有关. 对这个问题的相关讨论被补充在第 
十一章§3的最后 • 

JI . M . 谢多夫 
莫斯科，1973 年 3 月 

第四版序 

在第四版中更正 r 在以前各版中发现的印刷错误，并补充了各种说明和更准确 
的解释. 

JI . M . 谢多夫 
莫斯科，1982年12月 
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